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Sazetak

Modeli rizika proucavaju se uglavhom kada su s
izvjesnom sigurno8cu poznati parametri. Ipak, parametri
redovito nisu eksplicitno poznati, pa ih treba procijeniti iz
odgovarajuceg skupa podataka. Pokazat ¢e se kako se
neki modeli mogu pro8iriti i pri tome dopustaju
neizvjesnost parametara.

Klju¢ne rijeci: portfelj, polica, parametar, distribucija,
ocekivanje, varijanca, Steta.

Abstract

Risk models are mostly investigated in cases where
parameters are known with a positive certainty.Usually
parameters are not explicitly known, therefore they need
to be estimated from the corresponding data set.

Key words: portfolio, insurance policy, parameter,
distribution, expectations, variance, damage.

1. Uvod
Introduction

U [2] su prou€avani modeli rizika uz pretpostavku da su
sa sigurnos$¢u poznati parametri, to jest momenti a u
nekim slu€ajevima i distribucije, broja Steta i iznosa
individualnih Steta.

Opcenito ti parametri ne¢e biti poznati, nego ¢e ih
trebati procijeniti iz odgovarajuceg skupa podataka.
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Vidjet ¢e se kako se modeli opisani u [2] mogu proSiriti
tako da dopustaju neizvjesnost parametara. To ¢ée biti
ucinjeno promatranjem niza primjera. Vecina, ali ne svi,
tih primjera razmatrat ¢e neizvjesnost u distribuciji broja
Steta.

2. Neizvjesnost u heterogenom portfelju
Uncertainty in heterogeneous portfolio

Promotrit ¢e se portfelj koji se sastoji od n nezavisnih
polica. Skupne Stete nastale po i-toj polici oznacene su
slu¢ajnom varijablom S;, gdje S;ima sloZenu Poissonovu
distribuciju [2] s parametrima A; i F(x). UoCite kako je, radi
jednostavnosti, pretpostavljeno da je distribucija iznosa
individualnih Steta, F(x), jednaka za sve police. U ovom
primjeru pretpostavlja se da je distribucija iznosa
individualnih Steta, tj. F(x), poznata, ali su vrijednosti
Poissonovih parametara, tj. A, nepoznate. U ovom radu

{4,)" se tretra kao skup nezavisnih i jednako

distribuiranih slu¢ajnih varijabli s poznatom distribucijom.
To znaci da ako je iz portfelja izabrana polica na slu¢ajan
naCin, tada se pretpostavla da njezin Poissonov
parametar nije poznat, ali se o njemu mogu stvarati
vjerojatnosne tvrdnje. Na primjer, "postoji 50%
vjerojatnosti da je njezin Poissonov parametar izmedu 3 i
5". Vazno je razumijeti da je Poissonov parametar police
izabrane iz portfelja fiksan broj. Problem je u tome $to je
taj broj nepoznat.
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2.1. Primjer
Example

Pretpostavimo da su Poissonovi parametri polica iz
portfelja nepoznati, ali jednako vjerojatni 0,1 0,3.

(i) Treba pronaéi oCekivanje i varijancu (s pomocu
m4 i mp) ukupnih iznosa Steta sluCajno odabrane

police iz portfelja.

(i) Treba pronaéi o&ekivanje i varijancu (s pomocu
m4q i my i n) ukupnih iznosa Steta cijelog portfelja.

Moglo bi pomo¢i da se o ovome razmislja kao o
modelu dijela portfelja osiguranja motornih vozila. Police
u cijelom portfelju podijeljene su po svojim vrijednostima
faktora za odredivanje premije, kao $to su "dob vozaca",
"tip vozila", te ¢ak i "proteklo iskustvo o Stetama". Police
u razmatranom dijelu portfelja imaju jednake vrijednosti
tih faktora za odredivanje premije. Medutim, postoje neki
faktori, kao na primjer "vjestina voznje", koji se ne mogu
lako mijeriti, pa se ne mogu eksplicitno uracunati.
Pretpostavlja se da su neki od tih osiguranika u tom
portfelju "dobri" vozadi, a ostali "loSi" vozaci. Distribucija
iznosa individualnih Steta jednaka je za sve vozace, ali je
broj nastalih Steta za "dobre" vozace maniji (prosje¢no 0,1
godisnje) nego za "loSe" vozace (prosjecno 0,3 godisnje).
Pretpostavlja se kako je poznato, moguce iz nacionalnih
podataka, da je osiguranik u tom dijelu portfelja s
jednakom vjerojatno$c¢u "dobar" vozag ili "lo$" vozag, ali
da se ne moze znati je li odredeni osiguranik "dobar"

vozac ili je "lo§" vozag.
Rjesenje
Solution
Neka je A;, i =1, 2, ..., n, Poissonov parametar i-te

police u portfelju. {4, se promatra kao skup

nezavisnih i jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli,
svaka sa sljede¢om distribucijom
P(A;=0,1)=10,5

P(A;=0,3)=0,5.

Iz toga izlazi:
E[A]1=0,2

Var{A] = 0,01.

(i) Momenti od A; mogu se izraunati uvjetovanjem na
vrijednost od A;. Buduéi da S;| A; ima slozenu Poissonovu
distribuciju, formule E(S) = Amq i Var(S) = Amy mogu se
upotrijebiti za:
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EIS] = ELELS;| Al = E [Aim4] = 0,2m

Var[S] = E[Var(S;| Afll + Var [E[S;j| Afl]

= E[Ajmo] + Var{Ajm4]

= 0,2my +0,01m ;.

(i) Slucajne varijable {S,}"

distribuirane, svaka s distribucijom S; danom u dijelu (i).

su nezavisne i jednako

Dakle, mogu se upotrijebiti rezultati iz (i) za:

E{ s,} = nE[S;]=0,2nm,
i=1

n
Va{ S,} = nVar[S;] = 0,2nm, +0,01nm? .
i

2.2. Primjer
Example

Pretpostavimo da su  Poissonovi  parametri
individualnih polica izvu€eni iz gama-distribucije s
parametrima a i 6. Treba nadi distribuciju broja Steta
nastalih po slu¢ajno odabranoj polici iz portfelja.

Rjesenje
Solution

Neka N; oznacava broj Steta po i-toj polici u portfelju, i
neka je A; njezin Poissonov parametar. Tada N; ima
Poissonovu distribuciju s parametrom A;, ali je problem u
tomu $to je vrijednost A; nepoznata.

Problem se moze rjesiti ovako:

Uz dano:

Ni| Aj ~P(Aj) i Aj~ G(a,0)

treba naci marginalnu distribuciju od N;.
Ovaj se problem moze rijesiti uklanjanjem uvjetovanja
na uobi¢ajeni nacin:
Zax=0,1,2, ..

PN, =)= [} expl- 2 o enol-rn
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_L > _ x+a—1
- T Lexp{ A5+ e dz

Integral se izraunava usporedujuci integrand s gama-
-gustocom, tako da je:
5% I'(x+a)
Fad (5 + 17

P(N; = x)=

Sto pokazuje da je marginalna distribucija od N; negativna
binomna s parametrima aio/( 6+ 1).

3. Varijabilnost u homogenom portfelju
Variability in homogeneous portfolio

Pretpostavimo, kao i dosad, da imamo portfelj s n
polica. Skupne Stete nastale po pojedinacnoj polici imaju
slozenu Poissonovu distribuciju s parametrima A i F(x). Ti
su parametri isti za sve police u portfelju. Kad bi
vrijednost A bila poznata, ukupni iznosi Steta nastalih po
razli¢itim policama bili bi medusobno nezavisni.

Pretpostavljeno je da vrijednost od A nije poznata,
mozda zato jer se mijenja iz godine u godinu, ali da
postoje neki pokazatelji vjerojatnosti da ¢e A biti u danom

skupu vrijednosti. Kao i u prethodnom primjeru,
pretpostavlja se, radi jednostavnosti, da nema
neizvjesnosti oko momenata distribucije iznosa

individualnih Steta, tj. oko F(x).

3.1. Primjer
Example

Pretpostavimo da ¢e Poissonov parametar A biti
jednak 0,1 ili 0,3 s jednakom vjerojatnoSc¢u.

(i) Treba izraCunati oCekivanje i varijancu (s pomocu
mq i mp) ukupnih iznosa $teta po slu¢ajno odabranoj
polici iz portfelja.

(i) Treba izracunati o€ekivanje i varijancu (s pomoc¢u
m4q i my i n) ukupnih iznosa $teta iz cijelog portfelja.

Rjesenje

Solution

Koriste¢i se istim oznakama, neka S; oznaCava
ukupne iznose Steta po i-toj polici u portfelju.

n
Slu¢ajne varijable {Sl.|/1}_ ,su nezavisne i jednako
i=

distribuirane, svaka sa slozenom Poissonovom
distribucijom s parametrima A i F(x). Slucajna varijabla A
ima sljedecu distribuciju:

P(A;=0,1)= 0,5

P(A;=0,3) = 0,5.
(i) Uvjetovanjem na vrijednost od A,
E[S]| = ETE[S;| All = E [Am4] = 0,2m4
VarSj] = E[Var(S;| )] + Var [E(S;| )]
= E[Amo] + VariAmy]
=02my+001m: .

(ii)
E[Z S,] =nE[S,]=02nm,  (zpor {S,}"
i=1
jednako distribuirane)
Var is, = E{Var[ZH:S, |AH + Va{E[is,}zﬂ
] it it
Var ZS,

L i=1

=E [nﬂm2]+ [n/1m1]

Var| "8, | = 0,2nm, +0,01n°m}.
=1

4. Neizvjesnost u broju sSteta i iznosima
Steta i neizvjesnost parametara

Uncertainty in number and amounts of
damages and uncertainty of parameters

4.1. Primjer
Example

Osigurateljno drustvo modelira Stete od oluja nastale
po osigurateljnoj polici kuéanstva koriste¢i se
pretpostavkama.

Pretpostavlja se da broj oluja u svakoj godini, K, ima
Poissonovu distribuciju s parametrom A.

Pretpostavlja se da broj Steta prijavljenih po i-toj oluji,
N; i =1, 2, .., K, ima Poissonovu distribuciju s
parametrom ©;.

Pretpostavlja se da su parametri ©;, i = 1, 2, ..., K|
nezavisne i jednako distribuirane slu€ajne varijable s
E(©)=niVar)=s; .

Iznos j-te Stete nastale u i-toj oluji, Xj;, j=1, 2, ..., N;,
ima lognormalnu distribuciju s parametrima y; i o, gdje se
pretpostavlja da je o poznato.
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Pretpostavlja se da su oCekivani iznosi Steta, A; =
exp(u; + 02 / 2) nezavisne i jednako distribuirane

slu€ajne varijable s oekivanjem p i varijancom sg .
Takoder se pretpostavlja da su ©;i A; nezavisne.
(i) PokaZimo da je E[X,-j] =pi Var{Xij] = exp { 02}( p2
+ S§ )= p2-

(if) Neka S; oznaCava ukupne iznose Steta nastale iz
i-te oluje, tako da je S,-|{ ©;, A} slozena
Poissonova slu€ajna varijabla.

Pokazimo da je E[S] =npi Var[Sj] = ( p2 + si ) n2 +

2 2

slz)(n2+slz+nexp{02})-n p-.

(iii) Nadimo izraz za ocekivanje i varijancu godi$njih

ukupnih iznosa Steta nastalih iz svih oluja.

Rjesenje
Solution
(i) ELXjl= E[E(X,-jl A1 =EA]l=p

VariXj] = E[Var(Xj;| Al + VarE(X;| Al
= EIA; (exp{o®} - 1)] + Var(A)
=(p? +5) Nexplo?) - 1) + s

= (p? +s2 )explod - p? .

(i) E[Sj] = E[E(S,-| ©;, N\)] = E[6; Al = np.
Budu¢i da su ©; i A; nezavisne i, dalje, buduci da
S,-|{9,-, Ap sloZzenu Poissonovu

ima distribuciju,

2
Var[S;| 6, Al = BiETX; | Aj]

2 2
= (A exp{c™}),
dobiva se:

EVar(S;| ©;, A)] = n(p® + s Jexp{ 0°}.

Takoder izlazi:
_ _ 2 2 22
Var[E(S,-| ©;, A\l =Varl©;, A\l =E[©; ,A;]-n"p

2. 2., 2 22
=(n+s;)(p°+s5)-np°.
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Zadnja dva rezultata zajedno daju:

2 2 2 2 2 2 2 2 2
VarlSj = (n” +s; )(p° +s3)=n"p" +n(p” +53 Jexp{ a°).

(i) Neka slu€ajna varijabla R oznaCava godiSnje
ukupne iznose Steta nastale iz svih oluja. Tada se R
moze pisati:

K
R=Y'S,

i=1

gdje K ima Poissonovu distribuciju, a slu€ajne varijable
{Sj} su nezavisne jednako distribuirane.

Dakle, R ima sloZenu Poissonovu distribuciju, pa je
poradi toga:

EIR] = AE(S)) = Anp

VarlR] = AE(S? ) = A(Var(S] + E[S1)

= A(p2 + si ) n2 + 312 +n exp{oz}).

4.2. Primjer
Example

Svake godine osigurateljno drustvo prikupi izvjestan
broj osigurateljskih polica kuéanstava, od kojih je za
svaku godidnja premija 80NJ. Skupne godiSnje Stete
nastale po pojedina¢noj polici imaju slozenu Poissonovu
distribuciju; Poissonov parametar je 0,4, a individualni
iznos Steta ima gama-distribuciju s parametrima a i A.

TroSak rjeSavanja Stete je slu€ajna varijabla uniformno
distribuirana izmedu 50NJ i bNJ(>50NJ). 1znos troSkova
neovisan je o iznosu pridruzene Stete. Slu€ajna varijabla
S predstavlja cjelokupne ukupne iznose Steta i troSkove u
godini iz tog portfelia. MoZe se pretpostaviti da S ima
priblizno normalnu distribuciju.

(i) Pretpostavimo da je:
a =1;A=0,01; b=100.

Pokazimo da drustvo mora godiSnje prodati barem
884 police da bi s 99%-tnom sigurno$¢u prihod od
premija nadmasio Stete i troSkove.

(ii) Pretpostavimo sada da vrijednosti od a, A i b nisu
sa sigurnoS¢éu poznate, nego da mogu biti bilo gdje u
sljedeéim intervalima:

0,95<a<1,05;0,009<4A<0,011; 90 < b= 110.
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Promatraju¢i Sto bi za osigurateljno drustvo bila
najgora moguc¢a kombinacija vrijednosti od a, A i b,
izraCunajmo broj polica koje drustvo mora prodati da bi s
barem 99%-tnom sigurno$¢u prihod od premija nadmasio
Stete i troSkove.

Rjesenje
Solution

Neka je X;
troSkova. Neka je N ukupan broj Steta za portfelj, i neka
je n broj polica u portfelju. Tada N ima Poissonovu
distribuciju s parametrom 0,4n i S se moze pisati kao:

iznos i-te Stete, a Y; iznos pridruzenih

N

S+Z(X, +Y,»)

i=1

gdje je {X; + Y} 121 niz nezavisnih i jednako distribuiranih

slu€ajnih varijabli, nezavisnih od N. Odavde se moze
vidjeti da S ima slozenu Poissonovu distribuciju gdje (X +

Y;) predstavljaju "iznos i-te individualne Stete". Sada se

mogu iskoristiti standardni rezultati za zapis sljedec¢ih
formula za momente od S:

ETS] = 0,4nE[X; + Y]]
Var(S] = 0,4nE[(X; + Y)?]
= 0,4n(ETX. ]+ 2EDXGY] + Y ).
Momenti od X;i Yjsu s pomocu a, Ai b kako slijedi:
EIX{] = o/ A ELY]] = (b +50)2

EX’1=a(a+1)/4%  E[Y] = (b2 +50b +2500)/3

E[X;Y] = EIX]ELY]

gdje zadnja relacija slijedi iz nezavisnosti od Xji Y;.

(i) Stavimo zatim:
a=1,A=0,01; b=100

u te formule da bismo pokazali kako je:

E[S] = 70n i Var(S] = 127,80°n.

Poradi toga S ima priblizno normalnu distribuciju s

ocekivanjem 70n i standardnom devijacijom 127,80\5.
Prihod od premija je 80n i traZi se najmanja vrijednost od
n, takva da je:

P(S < 80n) = 0,99.

Standardizacijom od S, kao S$to je uobicajeno pri
normalnim distribucijama, to postaje:

(80n—-70n)

(S-70n)
P
127,804/n

127,80Vn

< >0,99.

Prethodno 99%-tna totka standardne normalne
distribucije je 2,326, pa je zato uvjet za n:

(80n—-70n)
127,.804n

> 2,326
Sto daje:

n = 883,7 (ili n = 884 do sljedeteg veceg cijelog broja).

(i) Za reosigurateljno drustvo najloSija je moguca
kombinacija vrijednosti od a, A i b ona koja daje najvise
moguce vrijednosti za E[S] i Var[S]. Da bismo to vidjeli,

neka u i o oznaCuju ocekivanje i standardnu devijaciju
ukupnih iznosa Steta i troSkova po pojedinaénoj polici. | y
i o Ce biti funkcije od a, Ai b, pa izlazi:

E[S] = nu i VarS] = no®.

Na isti nacin kao u (i), uvjet na n je:
M > 2326
o

to jest:

n>[2,3260/(80 — )] .

Dakle, najvisa vrijednost za n rezultira iz najviSih
vrijednostiza y i o.

Sada uodite da je:
_ .2 _ 2
p=04E[X;+Y]i c” =04E[(X;+Y) "]

Iz formula za momente od X;i Y; danih prethodno yi o

su maksimalni kada su a i b najveci, a A je najmaniji
mogudi, tj. kada je:

a=1,05; A=0,009; b=110.
Te kombinacije vrijednosti daju:
u=78,67 i 0=144,14

tako da n mora biti barem 63546 da bi osigurateljno
drustvo barem 99% bilo sigurno kako ¢e prihod od
premija nadmasiti Stete i troSkove.
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