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Primjena Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeve
nejednakosti na rjesavanje algebarskih jednadzbi i
sustava jednadzbi

ILA ILISEVICH

Sazetak. Razmatra se primjena Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeve
nejednakosti na rjesavanje algebarskih jednadzbi i sustava jednadzbi, koje
su ilustrirane na nizu zanimljivih zadataka prilagodenih ucenicima sred-
ngjih skola.

Kljucne rijeci: nejednakosti Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeve, jed-
nadzbe, sustavi jednadzbi

Application of Cauchy-Schwarz-Buniakowsky inequality on solving
equations and system of equations

Abstract. Applications of Cauchy-Schwarz-Buniakowsky inequal-
ity on solving equations and system of equations are considered. These
applications are illustrated on a number of interesting tasks adapted for
high school students.

Key words: Cauchy-Schwarz-Buniakowsky inequality, equations,
system of equations

Nejednakost o kojoj ée biti rijeéi zove se Cauchyjeva! ili Cauchy—Schwarzova?

ili Cauchy-Buniakowskyjeva ili Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeva nejednakost?.
Usvojit ¢emo posljednji naziv (krace: CSB—nejednakost). Izreé¢i éemo ovu nejed-
nakost, dokazati je i primijeniti je na rjeSavanje algebarskih jednadzbi i sustava
jednadzbi.

Teorem 1 [CSB—nejednakost]. Neka sua = (a1,az,...,a,) ib= (b1,b2,...,b,)
dvije n-torke realnih brojeva. Tada vrijedi

(éakbk)2< (iﬁ)(ébi) (1)

k=1

*II1. gimnazija, Kamila Firingera 14, HR-31000 Osijek
LA. L. Cauchy (1789.-1857.), francuski matematicar

2H. A. Schwarz (1843.-1921.), njemacki matemati¢ar

3V. J. Buniakowsky (1804.-1869.), ukrajinski matematicar
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Pri tome jednakost u (1) vrijedi ako i samo ako su n-torke razmjerne, tj. ako i samo
ako postoji realan broj m takav da je

by =mar, k=12,...,n

Dokaz. Promotrimo kvadratnu funkciju f: R — R definiranu formulom

flz) = Zakx+bk

k=1

(a1 +b1) + (agz 4+ b2)* + - + (anw + by)?
(a3 + s a?)a® 4 2(arby 4+ agby + -+ apby)x + (b b3 4+ -+ D2)

" ai)x +2<Zakbk)x+(262> (2)

=1

a

Kako je ova funkcija nenegativna (f(x) > 0 za svaki € R), njezina diskriminanta
D ne moze biti pozitivna, tj.

(S an) -a(SaR) () <o

k=1

odakle slijedi trazena nejednakost (1).

Iz (2) zaklju¢ujemo da jednakost u (1) vrijedi ako i samo ako postoji realan broj
m takav da je b, = mayg za svaki k = 1,2,...,n, tj. ako i samo ako su n-torke
a=(ay,as,...,ay) ib=(by,ba,...,b,) razmjerne. O

Rijesimo sada nekoliko zadataka.

Zadatak 1. Odredite realne brojeve x1, xo2, T3 2a koje vrijedi

LS S ? Lo 1o 1,
—X - =T = =T —X —Xq.
R R 271 3T s

Rjesenje. Prema CSB—nejednakosti je

(3o 3mran) = (3 Van s i Vi i i)
: ES %fj)((ffi( ;>1>-§<@1> (i) (5))

2 2
—XT - —X3 .
T gT s
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Jednakost vrijedi ako i samo ako je

i i i
V3

N|—=
ﬁy

odnosno x1 = 9 = x3.
Zadatak 2. Rijesite jednadzbu
Vi —1++v9—z=2%— 10z + 29, r €R.

Rjesenje. Da bi jednadzba imala smisla, mora bitiz—1>0i9—x > 0, tj. € [1,9].
Prema CSB—nejednakosti je

Ve—14+V9—2z=1-Voe—-14+1-V/9—2z
VP (Va1 + (V=)
= V2 Vo-1+9-r=V16=4.

S druge strane je 22 — 102429 = (r—5)2+4 > 4. Dakle, vrijedi vz — 14+/9 —2 =4
i (r —5)?+4 = 4. Iz druge jednadzbe ovog sustava dobivamo z = 5, a ta vrijednost
zadovoljava i prvu jednadzbu sustava, pa je rjesenje zadane jednadzbe.

IN

Zadatak 3. Odredite nenegativne realne brojeve x iy tako da vrijedi

V(e +y)3 +yv/a2 +y2 = V2(2® + 2y + 7).

Rjesenje. Ocigledno je (z,y) = (0,0) jedno rjeSenje ove jednadzbe. Dalje pret-
postavimo =z > 0 i y > 0. Prema CSB-nejednakosti je

Vel +y) +yva? +y? = (@ +y) Vattay+ Vat gy
< V@@ 9?2+ @ +y?) - V(@ Fay) + 32
= V222 + 22y + 292 - Va2 +ay +y? = V2(2? +ay + 7).

Jednakost vrijedi ako i samo ako je

T+y \x2+zy
Eraria = ylz+y) = V(@2 +y?) (@2 +ay)

Y
2 2 _ 2 2 2 2 ,2\) —
= Pty =2+ ) +y?) = @4y (P +y) - 2@ +y7) =0
= (r+y)® -2 =0 = (2+y)(z—y)(2* +zy+y*) =0.
2
Kakojer—&—xy—i—yQ:(x—f—%y) +%y2>0, tojex+y=0ilir—y=0,tj. xt = —y
ili z = y. No, kako z i y oba moraju biti pozitivni, to je x = y. Konacno,

(x,y) = (k, k), ke Rar.
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Uvrstavanjem u danu jednadzbu zakljucujemo da je to zaista rjesenje.

Zadatak 4. Odredite realne brojeve a,b,c za koje vrijedi

a*b(a —b) +b*c(b — ¢) + c*a(c —a) = 0.

Rjesenje. Oznacimo
r=—-a+b+c, y=a—-b+c, z=a+b-—c

Tada je
a_y—i—z Z+T r+y

T

i dana jednadzba prelazi u
(y+2)(z +2)(y —a) + (2 +2)* (@ + y)(z = y) + (z +y)*(y + 2)(x — 2) = 0,
tj.
32+ yle+ 2y — 2?yz — yPze — 22ay = 0. (3)
Pretpostavimo li da je xyz # 0, dijeljenjem sa xyz dobivamo

2 2 2
T z
il ety (4)
Y z T

Prema CSB-nejednakosti je

2
x Y Z
ﬂ'ﬂ”ﬁ‘ﬂ*ﬁ'ﬁ)

22 2 L2
(+y+>(9c+y+z).
y oz oz

(z+y+2)? = (

IN

Zbog (4) ova nejednakost postaje jednakost. Jednakost vrijedi ako i samo ako je

Sk
Slsh

v

tj.fz%zi,odnosnox:y:z.Tadajea:b:c.

)

Sfek

Ako je x = 0, tada (3) postaje 23y = 0, pajey = 01ili z = 0. U sluajuz =y =0
imamoa=bic=0,auslucajuxr =2z=01imamoa=cib=0.

Ako je y = 0 ili z = 0, zaklju¢ujemo analogno.

Dakle,

(a,b,¢) € {(k,k, k), (k, k,0),(k,0,k),(0,k, k) : ke R}

Zadatak 5. Rijesite sustav jednadzbi

2z 4+ 3y + 62 49
24+ y%+ 22 = 49.
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Rjesenje. Prema CSB—nejednakosti je

(22 + 3y + 62)% < (2% + 3% + 62) (2 + y* + 27),

tj.
(22 + 3y + 62)% < 49(z? + 3 + 22),
odnosno
492 < 49 - 49;
dakle,
49 = 49.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je

tj.x = 2k, y = 3k, z = 6k, k € R. Tada iz 20+ 3y+62 = 49 slijedi 4k+9k+36k = 49,
pa je k = 1. Stoga je © = 2, y = 3, z = 6. Dakle, uredena trojka (2, 3,6) je rjeSenje
danog sustava.

Zadatak 6. Odredite pozitivne realne brojeve x,y, z za koje vrijeds

r+y+z = 3,
Vr+3+y+3+vVz+3 = 6.

Rjesenje. Prema CSB-nejednakosti je

Ve +3+y+3+Vz+3< V12412412 \/a+3+y+3+2+3

— VB Varytri9=13-v370=6.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je

Ve+3 Vy+3  Vz+3
T 1 17

tj. x = y = z. Tada iz prve jednadzbe sustava dobivamo z =y = 2z = 1.

Zadatak 7. Odredite realne brojeve a,b, c tako da vrijedi

a+b+c = 6,
A+ +2 = 12

Rjesenje. Prema CSB—nejednakosti je

6°=(a-1+b-1+c-1)?
< (@ HP A%+ 12 +1%) =3(a® +b* + P).
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Dakle, a® 4+ b* + ¢* > 12. Jednakost vrijedi ako i samo ako je ¢ = 2 = £ tj. za

a=b=c=2.

Zadatak 8. Odredite pozitivne realne brojeve x,y, z tako da vrijedi

.’I,‘2+y2+22

=1

VitVy+vz o=

Rjesenje. Prema CSB—nejednakosti je

)

v 27.

1-3= (22 + > +22)(12 + 12 +1%) >

= (@+y+2)?

— z4y+2z<V3

Dalje, opet prema CSB—nejednakosti, imamo

3V3>3(x+y+2) = ((Vo)> + (V)

> (VoY +vz)?
tj.
VI +y+vz <

Jednakost vrijedi ako i samo ako je L
22 +y? + 22 zlslljedla:—y—Z—i

Vava= <

L

(z-1+y-1+2-1)2

P+ (V2)?) (P12 417

f‘§ ﬂ

tj. ¢ = y = z. Tada iz

Zadatak 9. Odredite nenegativne realne brojeve x,y, z tako da vrijedi

rTry+z =

Y+ yVz e =

Rjesenje. Prema CSB—nejednakosti je

\.H
“l%

(@ +yVz + 2v/2)* = (Vg Vo + gz -y + ez Vz)°

IN

(VEY)* + (Vy2)? + (Vz2)?) - (V2)? + (V) + (V2)?)
(xy+yz+zz)(c+y+2z) =xy+yz+zz.

Jednakost vrijedi ako i samo ako postoji realan broj m takav da je

\/@:m\/}7\/y7:m\/§’\/;:m\/g’

odnosno x = y = z. Tada iz prve jednadzbe sustava slijedi 3= = 1, tj. x = % Dakle,

(@2 = (5

111
3373

)
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Zadatak 10. Odredite pozitivne realne brojeve x,y, z tako da vrijedi

2?4t =

—_

:chz + nyZ + xyzQ =

Wl =

Rjesenje. Prema CSB-nejednakosti je
(22yz + 29’2 + 2y2?)? = (x - zyz +y - zyz + 2 - 2y2)?
< (2% P 4 ) (@2y?? 4 a2 4 aPy??),
odnosno

— < xy=z.
3v3 =Y

Iz druge jednadzbe sustava, primjenom aritmeticko-geometrijske nejednakosti, do-
bivamo

1 .
3= zyz(x +y+ 2) > zyz - 3Yxyz = 3 - v/ (xyz)?,
odakle slijedi
zyz <

w
S»—l
w

Jednakost vrijedi ako i samo ako je x = y = z. Tada iz prve jednadzbe sustava
dobivamo z? + 22 + 2% = 1, odakle je x = ? Rjesenje danog sustava je

SRR

('r7y7z): < 3 ) 3 ) 3

Zadatak 11. Odredite pozitivne realne brojeve x,y, z tako da vrijedi
ryz = 1,
3 3 3 _
z(y>— 1) +y(z"—1)+2z(z"—-1) = 0.
Rjesenje. 1z druge jednadzbe dobivamo
xy3+yz3+z:c3 =r+y+z.

Kako z,y,z = 0 nisu rjeSenja danog sustava, to mozemo jednadzbu podijeliti sa
xyz, pa dobivamo

y2 22 22 1 1 1
-t =+ = —+—= )
z T Y yz  zx Ty
2 2 2

z T T z
R L N R
z T Y TYz  TYZ  TYZ
2 22 a2
—+—=+— = ztyt=z
z T Y
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Neka je m = “;2 + % + ‘2—2, m € RT. Tada je prema CSB-nejednakosti

(EQ 2 252
m(z+y+2) = (+y+>(x+y+z)
Y z x

(5 G () ) ot v

2
v : = (w 2)?

odnosno m > = + y + z. Jednakost vrijedi ako i samo ako je

tj. % =¥ = 2 odnosno z = y = z. Sada iz prve jednadzbe sustava zakljucujemo

r=y=z=1.

Zadatak 12. Odredite realne brojeve x,y, z tako da vrijedi
3t +y?+2%) = 1,
22y 2% 4 222 = ayz(z+y+2)>

Rjesenje. Kako je x%y? + 3?22 + 2222 > 0, iz druge jednadzbe sustava slijedi i
ryz(z +y+2)2 > 0.

Ako je zyz(x + y + z) = 0, onda iz druge jednadzbe sustava slijedi zy = yz =
ze=0,pajex=y=0iliy=2=01li z=2 =0. Ako je x =y = 0, onda iz prve
jednadzbe sustava dobivamo z = j:g. Analogno iz y = z = 0 dobivamo z = :t?,
a iz z = x = 0 dobivamo y = :I:?.

Neka je zyz(x + y + z) > 0. Prema CSB-nejednakosti je

(xy+yz+zr)> =1 -2y+1-yz+1-22)°
S (12+12+12)(m2y2+y222+z2x2)7

sto je ekvivalentno sa
zyz(z +y+2) < 2%y? +y?2% + 2%2?,
a zbog druge jednadzbe sustava je
zvyz(z +y+2) < ayz(z+y+ 2)>%.
Posljednju nejednakost mozemo podijeliti sa zyz(z + y + 2), pa dobivamo

1<(z4+y+2)?2<3@*+y*+25) =1
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Tada je (z +y + 2)? = 3(2? + y? + 2?), $to je ekvivalentno sa (z — y)? + (y —
2)2 4+ (2 — x)? = 0, odakle je * = y = 2. Tada iz prve jednadzbe sustava dobivamo
r=y=z= :I:%. Dakle,

e @ {(B00). (- Foo).(0.20). (0.-%o0),

p02) 002 (52 2) (34}

Zadatak 13. Odredite realna rjesenja sustava jednadzbi

14 9
a2t =4
2?4y 422 = 9,
9
ryYyz = =
Y 2

Rjesenje. Ako je (x,y,z) rjeSenje sustava, onda je to i (x,—y,—2), (—z,y, —2),
(—=z,—y, 2z). Neka je z,y, z > 0. Prema CSB-nejednakosti je

1 4 9
36:(x2+y2+z2)<m2++)

1 2 3\?
> (x-+y~+z-> :(1+2+3)2:36.
x Y z

Jednakost vrijedi ako i samo ako je

r Yy oz 4
I = z = 3 = k, ]’C S R s
T Y z
tj. 2?2 = % = ? =k, odnosno 2 = k, y? = 2k, 2%p = 3k. Iz druge jednadzbe
sustava tada dobivamo 6k = 9 tj. k = % Tada je x = % = @, y = V3,

_ 9 _ 3v2
Z—\/;— 5 -

Zadatak 14. Neka su a1 < as < az < aq dani pozitivni brojevi. Odredite sve
realne vrijednosti parametra ¢ za koje sustav jednadzbi

T+ Tot+T3+2T4 = 1,

a121 + a2x2 + a3xr3 + asry = C,
2 2 2 2 2
aixry + asxs +azr3 +a;xry = ¢

ima rjesenje (w1,x2,73,14), gdje je x; € Ry, i=1,2,3,4.
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Rjesenje. Prema CSB-nejednakosti je

2 2
¢ = (a171 + asxs + azws + agxy)

(a1V/@1 - /o1 + a2\/T2 - /T2 + a3\/T3 - /T3 + asy/Ts - \/T2)?

(a321 + a3xy + adxs + adwy) (v + xo + 23 + T4)

IN

e a%m + a%xg + aga:g + aiu.
Jednakost vrijedi ako i samo ako postoji realan broj m takav da je

A1/ T1 = MA/T1, A2/ T2 = M/ T2, A3/ T3 = A/ T3, A4/ T4 = TN/ T4.

Medutim, a1, a9, as,as su svi razliciti, pa tri od x; moraju biti jednaki nula. Tada
iz prve jednadzbe sustava slijedi da je preostali x; jednak 1 i tada druga jednadzba
povlaci da je ¢ jednak odgovaraju¢em a;.

Zaklju¢imo: dani sustav ima trazeno svojstvo ako i samo ako je ¢ jednak jednom
od Cetiri broja aq, as,as, as.
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