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Tri klasi¢na problema

DRAGANA JANKOV? IVAN PapI¢H

Sazetak.U ovom su radu opisana tri klasié¢na problema: kvadratura
kruga, duplikacija kocke i trisekcija kuta, koji potjecu jo$ iz vremena
anticke Gréke. Stari su Grei zahtijevali konstrukcije iskljucivo ravnalom
1 Sestarom, Sto je dovelo do nemoguénosti rjesenja navedenih problema,
a u radu su opisane i neke od metoda Tiesavanja pomocu raznih drugih
pomagala.

Kljuéne rijeci: tri klasi¢na problema, kvadratura kruga, duplikacija
kocke, trisekcija kuta

The three classical problems

Sazetak. In this paper, three classical mathematical problems are
described: squaring the circle, doubling the cube and trisection of an
angle, which date from the time of Ancient Greece. The ancient Greeks
demanded constructions only with ruler and compass, which led to the
impossibility of a solution of these problems, and we have described some
of the solving methods which include also some other tools.

Key words: three classical problems, squaring the circle,
doubling the cube, trisection of an angle

1. Povijest problema

Geometrijske konstrukcije predstavljale su znacajan dio matematike sta-
rih Grka. Oni su konstrukcije vrsili isklju¢ivo ravnalom i Sestarom, pri
¢emu su ravnalo koristili za spajanje dviju toCaka, a Sestar za crtanje
kruznica, kojima su unaprijed poznati srediste i radijus. Akademija koja
je postavila takva pravila, bila je Platonova akademija, koja je djelovala
od 387. godine prije nove ere, do 529. godine nove ere. Navedeni pristup
geometrijskim konstrukcijama doveo je do niza matematickih problema,
medu kojima su najpoznatija tri: kvadratura kruga, duplikacija kocke
i trisekcija kuta. Vazno je napomenuti da su pokusaji rjeSavanja tih
problema doveli do velikog razvoja tadasnje matematike.
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2. Kvadratura kruga

Kvadratura kruga predstavlja problem konstruiranja kvadrata c¢ija je
povrsina jednaka povrsini danog kruga. Ovim se problemom prvi bavio
Anaksagora iz Klazomene, dok se on prvi put, u pisanom obliku, spo-
minje u djelu Ptice, grékog matematicara Aristofana, 414. godine prije
nove ere. Nakon njih problem je promatrao Antifont [2], u 5. stoljeéu
prije nove ere. On je trazio povrSinu kruga na nacin da je najprije u
krug upisao kvadrat, te je zatim iznad svake stranice konstruirao jedna-
kokracéne trokute i na takav na¢in dobio upisani osmerokut (vidi Sliku
1). Ponavljajudi isti postupak dobio je mnogokute s vrlo velikim brojem
stranica. Antifont je uoc¢io da se takvim pristupom sve vise priblizava
stvarnoj povrsini kruga, no kako poklonici Platonove akademije nisu
prihvacali pojam beskonac¢nosti, kakav mi danas poznajemo, Antifon-
tov postupak nije mogao dovesti do kona¢nog rjesenja. Opisana metoda
naziva se metodom iscrpljenja ili ekshaustije.

Slika 1: Antifontovo ,,rjeSenje” kvadrature kruga

Antifontove ideje koristio je i Brison, nesto kasnije u 5. stolje¢u prije
nove ere, te je donio zakljucke na osnovu postupka u kome je upisao kva-
drat u krug, te je zatim opisao i drugi kvadrat oko kruga i promatrao
kvadrat izmedu njih (za kojega se ne zna kako je tekla konstrukcija)
za, koga je zakljuCio da je po povrsini jednak zadanom krugu. Nje-
gov je zakljucak bio pogresan. Problem kvadrature kruga zainteresirao
je 1 Hipokrata s Hiosa, koji je bio jedan od najpoznatijih geometara u
5. stoljecu prije nove ere. Hipokrat se bavio kvadraturom likova u obliku
polumjeseca, poznatih kao lunule! (vidi Sliku 2), odnosno Hipokratovi
mygeseci. Takvim pristupom rjesiv je i problem kvadrature lunule jedna-
kokra¢nim pravokutnim trokutom, odnosno on je pokazao da je povrsina

1Figura omedena s dva kruzna luka
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zadanog trokuta jednaka dvostrukoj povrsini lunule. Na isti na¢in Hipo-

A

Slika 2: Lunula -Hipokratov mjesec

krat je pokusao rijesiti problem kvadrature kruga, no njegovo je rjesenje
opovrgnuto. Hipija iz Elide je oko 420. godine prije nove ere otkrio kri-
vulju, koju je Leibnitz kasnije nazvao kvadratisa, a koja je posluzila pri
rjeSsavanju problema kvadrature kruga, najprije Dinostratu, a zatim i
ostalima. Nazalost, konstrukcija je zahtijevala vise od uporabe ravnala
i Sestara.

Arhimed, sa Sirakuze na Siciliji, koji je zivio u 3. stolje¢u prije nove
ere, u djelu O Spiralama opisao je spiralu koja je danas poznata kao
Arhimedova spirala. On navodi sljede¢u definiciju: Ako se polupravac s
fiksnom pocetnom tockom rotira jednolikom brzinom u ravnini, dok se
ne vrati u pocéetni polozZaj, te ako se u isto vrijeme dok se polupravac ro-
tira, tocka krece jednolikom brzinom duZ polupravca, polazeéi od fiksne
tocke, time opisuje spiralu v ravnini. Iz definicije se vidi kako je Ar-
himedova konstrukcija spirale zapravo mehanicka. Jezikom suvremene
matematike Arhimedovu spiralu bi mogli definirali kao:

- u polarnim koordinatama: r = ap, a#0, ¢ >0
- u kartezijevim koordinatama: 22 4+ y? = a2arctg2%.

Nadalje, Arhimed je u djelu Mjerenje kruga, dokazao je da je povrSina
kruga jednaka povrsini pravokutnog trokuta ¢ije su katete jednake po-
lumjeru i opsegu kruga. Primjenjujuci taj zakljucak, promatrao je pro-
blem kvadrature kruga na sljededi nacin: najprije je konstruirao jedini¢ni
krug sa sredistem u tocki O (vidi Sliku 3), a zatim u njemu spiralu (na
gore opisan nacin, gdje je O fiksna tocka), koja kada izvrsi jedan puni
okretaj sijece dani krug u tocki P. Nakon toga, konstruirao je normalu
u tocki O, na pravac OP, te njen presjek s kruznicom oznacio s N.
Nadalje, ukoliko pretpostavimo da je u tocki P povucena tangenta na
spiralu, te njen presjek sa spomenutom normalom, oznac¢imo s T, prema
Arhimedovim razmatranjima navedenim u djelima Mjerenje kruga i O
Spiralama vrijedi da je |OT| = w. Dakle, mozemo zakljuciti da je Arhi-
medova konstrukcija tekla na sljede¢i nacin: najprije je prislonio ravnalo
na spiralu, dok dodirna tocka nije bila P, te je potom sjeciste te tangente
s normalom oznacio s 7. Nakon toga, Arhimed je poloviste duzine NT
oznacio sa S, te je opisao krug k(S,|ST|) kako bi dobio korijen iz 7, jer
je |OT| - |ON| = |OB|?. Naposljetku je sa dobivenom stranicom kons-
truirao kvadrat jednake povrSine kao i krug. Vazno je napomenuti da
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Slika 3: Arhimedovo ,,rjeSenje” kvadrature kruga

ovim postupkom Arhimed nije dao rjesenje problema kvadrature kruga,
jer je jasno da spiralu nije moguce konstruirati isklju¢ivo ravnalom i
Sestarom. Arhimed je takoder, u ve¢ spomenutom djelu Mjerenje kruga,
posebno promatrao aproksimacije broja m, te je dosao do nejednakosti

23 22
71 TS

a nesto kasnije dao je i donju granicu za 7 u obliku 211875 : 67441, te
gornju kao odnos 197888 : 62351. Kako znamo, navedena donja granica
veca je od prave vrijednosti broja m, pa se njegov zakljucak pokazao
neto¢nim. Tek je 480. godine nove ere Zu Chongzhi dobio znatno bolje
ocjene za broj m:

3.1415926 < 7 < 3.1415927.

Popularnost problema kvadrature kruga dovela je do velikog broja
netocnih rjesenja, te je Pariska Akademija 1775. donijela odluku da vise
necée pregledavati radove na tu temu, ¢ime je taj problem svrstan u ka-
tegoriju rjesavanja problema perpetuum mobile. Napokon, Carl Louis
Ferdinand von Lindemann postao je slavan svojim dokazom iz 1882. da
je broj 7 transcedentan, odnosno da ga nije moguce konstruirati rav-
nalom i Sestarom, te je ovim rezultatom dokazana nemoguénost kons-
trukcije kvadrature kruga, na na¢in na koji su to zahtijevali stari Grei.
Lindemann je svoj rad objavio iste godine u élanku Uber die Zahl .

3. Duplikacija kocke

Duplikacija kocke je problem konstruiranja kocke ¢iji je volumen dvos-
truko veci od volumena zadane kocke. Ovaj se problem ponekad naziva
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i Delijski problem, jer potjece od legende koja kaze da je u Ateni oko
430. godine prije nove ere harala kuga, te su stoga Atenjani, trazedi
pomo¢, otisli u poznato Delfijsko prorociste u Delosu. Tamo su dobili
odgovor da ¢e pobijediti kugu ako uspiju udvostruciti oltar Apolonu,
koji je bio u obliku kocke. Naivno se primivsi problema, Atenjani su
udvostrucili svaku stranicu kocke, koja je predstavljala oltar, te su tako
dobili oltar osam puta veleg volumena od polaznog. Kuga je nasta-
vila harati gradom, buduéi da nisu ispunili zahtjev prorocanstva. Ovu
legendu zapisao je Teon iz Smirne. O ovom problemu postoji i druga
legenda, zapisana od strane Eutociusa, u komentaru Arhimedova djela
O kugli i valjku, koja kaze da je kralj Minos imao zelju udvostruciti grob
pjesnika Glaukusa, koji je bio kockastog oblika.

Ukoliko dani problem promatramo na algebarski nac¢in, te duljinu
stranice zadane kocke oznac¢imo s a, problem se svodi na rjeSavanje jed-
nadzbe z = V/2a, §to je duljina stranice trazene kocke. Bez smanjenja
opcenitosti dovoljno je promatrati problem duplikacije kocke stranice
jedini¢ne duljine, te tada ostaje problem konstrukcije /2. Dobro je
poznato da je v/2 iracionalan broj koji nije moguée konstruirati ravna-
lom i Sestarom.

Pokusavajudi rijesiti problem duplikacije kocke, neki su matematicari
dosli do pribliznog rjesenja, a smatra se da je Hipokrat s Hiosa bio prvi
medu njima. On je doSao do zakljucka da je duplikacija kocke, zadane
duljine stranice a, mogucéa ako je mogucée konstruirati srednje geometrij-
ske proporcionale izmedu a i 2a. Poznato je da su srednje geometrijske
proporcionale izmedu proizvoljno zadanih duzina a i b zapravo duzine x
i y za koje vrijedi

a:x=z:y=y:b. (1)

Kako je u nasem slucaju b = 2a, iz prethodnih je jednakosti lako dobiti
da je © = av/2, §to je ujedno duljina stranice trazene kocke, dvostruko
veée po volumenu od zadane. Nakon Hipokrata, odredivanje srednjih
geometrijskih proporcionala izmedu a i 2a, postalo je glavna vodilja
pri rjeSavanju problema duplikacije kocke. Tako je Arhita iz Tarenta,
koji je zivio u 4. stolje¢u prije nove ere, trazene srednje geometrijske
proporcionale odredio pomoéu presjeka valjka, stosca i torusa [1, str. 40]
i zapisao da su one jednake /22 + 42 i \/22 + y2 + 22. Eudoksov uéenik
Menehmo takoder je krenuo od jednakosti (1), te je rjesavajuci problem
otkrio konike, odnosno elipsu, hiperbolu i parabolu, kao presjeke stosca
s ravninama koje nisu paralelne bazi. Iz jednakosti (1) direktno slijedi
da je

? =ay, y’=bx, xy=ab, (2)
od kojih prve dvije jednakosti predstavljaju jednadzbe parabola, a zad-
nja jednadzbu hiperbole. Kako je ranije opisano da se problem dupli-
kacije kocke svodi na konstrukciju v/2, dovoljno je promotriti specijalan
slucéaj kada je a =11 b = 2. Tada niz jednakosti (2) postaje

2=y, y*=2z zy=2, (3)
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y=2/x

Slika 4: Menehmovo ,,rjeSenje” duplikacije kocke

Sto graficki mozemo prikazati kao na Slici 4. Presjek danih krivulja (3) je
tocka s z-koordinatom /2, §to je ujedno i rjesenje problema. Nazalost,
u 4. stolje¢u prije nove ere, kada je Menehmo predlozio svoje rjeSenje
problema, nije bilo poznato kako konstruirati potrebne konike. Isto
tako, niti danas nije moguce konstruirati iste iskljucivo koristeéi ravnalo
i Sestar.

Godine 1637. Decartes je naslutio da je ovaj problem nerjesiv pomoc¢u
ravnala i Sestara, Sto je i dokazao P. L. Wantzel 1837. godine.

4. 'Trisekcija kuta

Trisekcija kuta je problem konstruktivnog nalazenja tretine zadanog
kuta, a potjece jos iz 4. stoljeca prije nove ere. Zanimljivo je da su
Greci uocili ovaj problem pri gradnji svojih hramova, spomenika, te or-
namenata, ¢ije se ukraSavanje svodilo na trisekciju odredenih kutova.
Bitno je napomenuti da se ovaj problem razlikuje od prethodnih, jer ga
je mogude rijesiti u specijalnim sluc¢ajevima (npr. kutovi od 27°, 45°,
90°). Isto tako, problem je mogude rijesiti i za odredene kutove, koje
nije moguce konstruirati ravnalom i Sestarom, kao sto je kut od 37/7,
Sto je pokazao Honsberger 1991. [4]. Lako se pokaze da se problem tri-
sekcije kuta svodi isklju¢ivo na trisekciju $iljastih kutova, buduéi da se
svaki kut veé¢i od pravoga moze zapisati kao suma pravih kutova i jed-
nog siljastog kuta. Mnogi su matematicari predlozili svoja rjeSenja ovog
problema, no mi ¢emo navesti dva najzanimljivija od kojih niti jedno
nije izvedivo iskljucivo ravnalom i Sestarom.

Oko 4. stoljeca prije nove ere, rjeSsavanjem problema trisekcije kuta
bavio se i Hipokrat, koji je dao mehanicko rjesenje ovog problema, koje
nije izvedivo iskljuc¢ivo ravnalom i Sestarom, a sastoji se u sljedeéem:
Neka je dan kut CAB, te je iz vrha C povucéena okomica na pravac AB,
koji u D sijece AB. Sli¢no se konstruira i pravac, okomit na AB, kroz
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tocku A, te se lako dobije pravokutnik ADCF (vidi Sliku 5). Pravac

F C E
G
H
A D B

Slika 5: Hipokratovo ,,rjesenje” trisekcije kuta

FC se produlji do tocke E, tako da bude |HE| = 2|AC|, pri ¢emu je
H sjeciste od AE i CD. Tada dobivamo da je kut FAB jednak treéini
kuta CAB.

Napomena. Neka je G poloviste duzine HE. Tada Hipokratovu
tvrdnju mozemo dokazati na sljedeéi nacin: Neka je ZEAB = « i
/EAC = . Treba pokazati da je ZEAB = %ZC’AB, odnosno 2a = 8
(jer je 3a = @+ B). Imamo da je

2|AC| = |HE], (4)

te kako je G poloviste duzine HE, vrijedi |HG| = |GE|. Nadalje, kako
je trokut HC'E pravokutan, slijedi da je G srediSte kruznice opisane tom
trokutu, te vrijedi

|HG| = |GE| = |CG,

odnosno i

\HE| = 2|HG| = 2|GE| = 2|CG]. (5)

Sada, iz (4) i (5) slijedi da je |AC| = |CG|, te1 ZCGA = B8, ZECG = «.
Napokon, iz ZEGC = 180° — g = 180° — 2q, slijedi da je 2a = .
Nesto elegantnije rjeSenje dao je Arhimed, u 2. stolje¢u prije nove ere.
On je konstrukciju proveo uz pomoc¢ ravnala i Sestara, pri cemu je na rav-
nalo dozvoljeno ucrtavanje duzina, Sto prelazi izvan okvira dozvoljenih
konstrukcija. OpiSimo ukratko njegov pristup problemu: Neka je dan
proizvoljan siljasti kut ABC' (vidi Sliku 6), te mu oko vrha B opisemo
kruznicu proizvoljnog polumjera r. Presjek kruznice s krakovima danog
kuta oznac¢imo s D i E. Na ravnalo nanesemo duljinu polumjera r, te
je ozna¢imo s F'G i postavimo ravnalo kroz toéku E, tako da su tocke
F, G i F kolinearne, tocka F' se nalazi na kruznici, a G na pravcu AB.
Time dobivamo kut AGFE koji je jednak treéini danog kuta ABC. Tu
tvrdnju mozemo i dokazati, uz oznake kao na Slici 6. Treba pokazati da
je 3as = ay. Iz svojstava vanjskog kuta trokutova GBE i FGB slijedi
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Slika 6: Arhimedovo ,,rjeSenje” trisekcije kuta

da je
o1 = as + as (6)
a3 = 0yg + Q5. (7)

Nadalje, kako je trokut GBF jednakokrac¢an, imamo da je

a4 = Q5. (8)
1z jednakosti (7) i (8) slijedi da je
a3 = 20&5 . (9)

Buduéi da je trokut EF' B jednakokracan, imamo da je
Qo = (3. (10)
Koristedi (6), (9) i (10) slijedi niz jednakosti

a1 = a3+ as = 2a5 + a5 = 3as .

Vazno je napomenuti da se Hipijine kvadratise, ve¢ spomenute u
prethodnom poglavlju takoder mogu koristiti i za rjeSavanje problema
trisekcije kuta [1, str. 47.]. P. L. Wanzel je pored nemoguénosti rjesenja
problema duplikacije kocke, iste godine pokazao i nemoguénost rjesenja
trisekcije kuta.

S trigonometrijskog aspekta problem konstrukcije danog kuta ekvi-
valentan je konstrukeiji njegovog kosinusa (vidi Sliku 7). Primijenimo li
trigonometrijski identitet

cos3a = 4cos® o — 3cosa,

s obzirom da je cos3a zadan (buduéi da je 3a kut koji dijelimo) uz
oznake cos3a = a i cosa = x mozemo uociti da se problem trisekcije
kuta « svodi na rjesavanje kubne jednadzbe

42° —3x —a=0. (11)
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Slika 7: Trisekcija kuta s trigonometrijskog aspekta

Racionalna rjesenja prethodne jednadzbe mozemo odrediti koristeci sljedeci

teorem (vidi [3, str. 88]):
Teorem 1. Ako je racionalni broj % korijen jednadzbe

™ + ap_12" P4+ +ax+ag =0, an #0

s cjelobrojnim koeficijentima, a p i q su relativno prosti, onda je p dje-
litelj slobodnog c¢lana ag i q djelitelj vodeceg koeficijenta a, .

Vazno je napomenuti da ukoliko realan broj £ mozemo izraziti pomocu
Cetiri osnovne racunske operacije i kvadratnog korijena, odmah imamo i
ekvivalentnu tvrdnju da duzinu = mozemo konstruirati pomoc¢u ravnala
i Sestara. Isto tako, poznata nam je i sljedec¢a tvrdnja: Ukoliko realan
broj koji se moZe izraziti pomocu cCetiri osnovne racunske operacije i
kvadratnog korijena zadovoljava kubnu jednadzbu s racionalnim koefici-
jentima, onda ta jednadzba ima bar jedno racionalno rjesenje (vidi [1,
str. 51]).

Primjer. Neka je 3a = 60°. Iz jednadzbe (11) dobivamo

822 —6x—1=0.

Prema Teoremu 1 jedini kandidati za racionalna rjeSenja prethodne jed-
nadzbe su +1, i%, ii, i%. Lako se provjeri da niti jedno od njih ne
zadovoljava danu jednadzbu, te se njezina rjeSenja, prema prethodnoj
tvrdnji, ne mogu konstruirati ravnalom i Sestarom.
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