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1.

Jedan dokaz iracionalnosti broja e”

NENAD STOJANOVIC* ZORAN MITROVIGT

Sazetak. U prvom dijelu rada izloZeni su osnovni pojmouvi i turdnje
koji su vezani uz algebarske i transcendentne brojeve s kratkim povijes-
nim osvrtom te je pokazano nekoliko osnovnih tvrdngi koji se odnose na
1racionalnost i transcendentnost broja e. U drugom dijelu rada motivi-
rani dokazom W. Ramasinghe, koji je dao jednostavan dokaz iracional-
nosti broja €2, dajemo dokaz iracionalnosti broja eP za bilo koji prost
broj p.

Kljuéne rijeci: iracionalnost broja e, broj e, transcendentni brojevi
One proof of e? irrationality

Sazetak. The first part presents the basic concepts and attitudes
related to algebraic and transcendental numbers, with a brief historical
review, and it was shown that several basic principles regarding the irra-
tionality and transcendence of e. The second part motivated by evidence
Ramasinghe W., who gave a simple proof of the irrationality of €2, we
give a proof of irrationality of €P for any prime number p.

Key words: irrationality of numbers e, number e, transcendental
numbers

Uvod

29

Rjesavanje problema vezanih uz transcendentnost broja dalo je znacajan doprinos
razvoju matematike. Dokaz o postojanju transcendentnih brojeva dao je francuski
matematicar Joseph Liouville 1851. godine, dok je David Hilbert 1900. godine na
IT. medunarodnom kongresu matematicara izlozio problem vezan uz iracionalnost i
transcendentnost brojeva, poznat kao problem VII., a formulirao ga je na sljedeci
nacin:

algebarski, a B iracionalan broj ([2]).
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Postavku tog problema uveo je 1748. godine Leonhard Paul Euler u svom djelu
Introductio in Analysin infinitorum (Uvod w analizu beskonacnih velicina) 1 utvr-
dio da za racionalnu bazu a logaritam svakog racionalnog broja b nije racionalan
broj stupnja a, odnosno nije algebarski broj. Djelimican dokaz ovog problema dao
je Alexander Osipovich Gelfond najprije 1929. godine dokazavsi da, ako je « alge-
barski broj tada je i av?, gdje a # {0,1}, a p pozitivan racionalan broj koji nije
potpun kvadrat, transcendentan broj, a zatim 1934. godine je dopunio dokaz poka-
zujudéi transcendentnost svake takve klase brojeva. Theodor Schneider je 1934. dao
novi dokaz rezultata koje je dobio Gelfond. Veliki uspjeh u teoriji transcendentnih
brojeva dao je i A. B. Shidlovski, kada je VII. Hilbertov problem ve¢ bio rijeSen
(vidi [3]).

2. Algebarski i transcendentni brojevi

Realne brojeve dijelimo na racionalne i iracionalne. Suprotno racionalnim broje-
vima Ciji je skup zatvoren u odnosu na operacije zbrajanja, oduzimanja, mnozenja
i dijeljenja (isklju¢ujuéi dijeljenja s nulom) skup iracionalnih brojeva ne sadrzi niti
jedno od navedenih svojstava. Odnosno vrijedi sljedeéi teorem:

Teorem 1. ([7])Neka je o proizvoljan iracionalan broj i r bilo koji racionalan
broj razlicit od nule. Tada zbrajanje, oduzimanje, mnoZenje i dijeljenje primijenjeno
na brojeve o i r daje iracionalan broj. Osim toga brojevi —a i o' su takoder
iracionalni brojevi.

Teorem pokazuje da se moze konstruirati Siroka klasa iracionalnih brojeva iz
jednog danog iracionalnog broja. Primjerice od iracionalnog broja v/2 primjenom
teorema mozemo konstruirati brojeve —ﬂ,%,ﬁ—i— 3,...,3—-v2,-2V2, %, %
koji su takoder iracionalni. Dakle, mozemo konstruirati beskona¢no mnogo iraci-
onalnih brojeva. Osim podjele realnih brojeva na racionalne i iracionalne postoji i
podjela na algebarske i transcendentne brojeve. Ako realan broj zadovoljava jed-
nadzbu oblika

™ + an12" "V ap_ox" 2+ Fasz’ a1z +ag =0

gdje su a; € Z, 1 €0,1,2,...,n, kazemo da je algebarski, a realan broj koji ne
zadovoljava ni jednu jednadzbu takvog oblika nazivamo transcendentnim.

Lako se pokaze da je svaki racionalan broj algebarski. Primjerice, racionalan broj
% zadovoljava jednadzbu 4z — 3 = 0. Generalno svaki racionalan broj g zadovoljava
jednadzbu oblika axz — b = 0 samim tim je algebarski broj. Kako je svaki racionalan
broj ujedno i algebarski broj, tako svaki realan broj, koji nije algebarski, jeste
iracionalan, odnosno: svaki transcendentan broj je iracionalan.

J. Liouvilleu pripada zasluga za dokaz (1844. godine) egzistencije transcendent-
nih brojeva, kao i za prvi decimalni prikaz takvog broja, tzv. Liouvilleova kons-
tanta (1851. godine), dok FEuleru pripada zasluga za definiranje transcendentnih
brojeva u danasnjem smislu, a sam naziv “transcendentan” dolazi od Leibniza koji
je 1682. godine dokazao da sinx nije algebarska funkcija po varijabli . Prvi broj
za kojeg je dokazana transcendentnost je broj e (1873.godine), a zasluga pripada
Charlesu Hermiteu, dok je Georg Cantor 1874. godine pokazao da je skup trans-
cendentnih brojeva gust skup (vidi [7])
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Znacajno je spomenuti Gelfond-Schneiderov teorem (vidi [3]) kojim je dokazano
da ako su « i B algebarski brojevi razli¢iti od nule i jedinice, tada je broj % ili
racionalan ili transcendentan.

Posljedica tog teorema je tvrdnja da ako je a algebarski broj (o # {0,1}),
a f3 iracionalan algebarski broj, tada je o = €198 transcendentan broj. Bro-
jevi log2, 7 itd. su primjeri transcendentnih brojeva. Transcendentnost broja
2\/5, kojeg nazivamo Gelfond-Schneiderova konstanta, (¢ija je vrijednost V2 —
2.6651441426902251. ..) i log 2 je dokazana 1934. godine (vidi [7]).

Iz Gelfond-Schneiderovog teorema slijedi tvrdnja da su svi brojevi oblika logr
gdje je r racionalan broj, ili transcendentni ili racionalni brojevi. U tom smislu
je logr transcendentan za sve pozitivne racionalne brojeve r iskljucujuéi sljedeée
brojeve; ...,1073,1072,1071,10°,10%,102,10%,. .. jer za te vrijednosti r je logr cijeli
broj. Na primjer svi brojevi logr gdje je r cijeli broj izmedu 1 i 1000, iskljuc¢ujuci
r =1, r =10, » = 100 su transcendentni.

Pokazimo na primjer da je log2 transcendentan broj. Najprije pokazimo da
je log2 iracionalan broj. Pretpostavimo suprotno, da je log2 = ¢ gdje su a,b
pozitivni cijeli brojevi. Brojeve a, b mozemo uzeti pozitivnim, ako je log 2 pozitivan
broj. Prema definiciji logaritma imamo da je 2 = 10%. Potenciramo li obje strane
s b, dobivamo 2° = 10% = 2¢ - 5,

Posljednja jednakost veze dva cijela pozitivna broja, pa mozemo primijeniti
osnovni teorem aritmetike o jedinstvenosti rastava cijelog broja na umnozak prostih
faktora. U skladu s tim teoremom, jednakost 2° = 2% - 5% nije moguca, jer 2°
predstavlja cijeli broj koji ni za jednu vrijednost b nije djeljiv s 5, a istovremeno
je broj 2% - 5 djeljiv s b za bilo koji pozitivan cijeli broj b. Slijedi, broj log 2 nije
racionalan nego iracionalan broj. Neka je f = log2,a = 10. U smislu definicije
dekadskog logaritma je 10982 = o = 2. Ako bi broj f bio algebarski i iracionalan,
tada bi prema Gelfond-Schneiderovom teoremu broj 2 bio transcendentan. Ukoliko
nije tako, tada je 8 = log2 ili racionalan ili transcendentan. Pokazali smo da je
broj log 2 iracionalan, dakle, on je transcendentan.

o0
o= Z 10~*" = 0,110001000000.. . . (1)
k=1
Ovaj transcendentan broj ima svojstvo, da su sve znamenke u decimalnom zapisu is-
kljucujuéi one ¢iji se broj izrazava faktorijelom cijelog broja jednake nuli. Pokazimo
da je Liouwvilleov broj trenscendentan.

Ideje dokaza zasniva se na tome da se broj o = >~ 10~*" zamijeni racionalnim
brojem S koji ga dobro predstavlja i pri tome razlika (o — ) izmedu broja « i
je veoma mala u odnosu na broj 5. Prodemonstrirajmo primjer racionalne ocjene
broja «, tako da odaberemo konacan broj ¢lanova reda (1) iz definicije broja .
Neka je f suma prvih j ¢lanova reda (1) tada je

B= Z 1077, (2)

Primijetimo da je broj 8 racionalan broj koji mozemo prikazati kao sumu razlomaka



32 NENAD STOJANOVIC I ZORAN MITROVIC

1
Nakon svodenja na jednake nazivnike (107') i sredivanja, dobivamo razlomak oblika

¢iji su nazivnici potencije broja deset, 8 = ﬁ + ﬁ + -+

t

P=1om

(3)
gdje je t € Z, a ¢ija vrijednost se lako odredi. Primijetimo da se broj S malo
razlikuje od broja «. Ta razlika iznosi

a—f=10"0tD 410G+ (4)

Dekadski rastav od a — 3 isto je kao i od broja «, sastoji se od nula i jedinica.
Znamenka 1 se najprije javlja na (j + 1)! mjestu, zatim na (j + 2)!, itd. Ocito
je broj @ — 8 manji od broja 0.0000...0002, gdje su sve znamenke jednake nuli
izuzev znamenke 2 koja se nalazi na (j + 1)! mjestu, Sto mozemo zapisati u obliku
nejednakosti

2
a—B < {557
Na ovaj na¢in smo pokazali lemu

Lema 1. Neka je broj a definiran izrazom (1). Broj a se moZe aproksimirati
proizvoljnim racionalnim brojem 3 sa po Zelji odabranom toénosSéu, tj. vrijedi
a—p< ﬁ, gdge je j broj prvih élanova desne strane izraza (1).

Za dalji dokaz transcendentnosti broja « trebaju nam jo$ neke nejednakosti
izmedu o i 8. Ako su a i 8 pozitivni brojevi definirani izrazima (1) i (2) tada
uzimajuéi u obzir da je a < 1, f < 1 vrijede nejednakosti

0<a? <1, 0<pB°<1, 0<aPp’<1, Vp,seN. (5)

Da bismo dokazali transcendentnost broja « polazimo od suprotne pretpostavke
da je « algebarski broj i pokazimo neodrzivost takve pretpostavke. Kada bi «
bio algebarski broj tada bi on zadovoljavao neku algebarsku jednadzbu sa cijelim
koeficijentima. Medu svim algebarskim jednadzbama koje zadovoljava, odaberimo
jednadzbu sa najmanjim stupnjem. Neka je to jednadzba

Anx™ + ap12" N+ ap_ox™ 2+ +asz® + a1z +ag = 0. (6)
Neka je polinom
f(@) = ana™ + apn 12"+ an_ox" 2+ -+ agz? + arz + ag (7
odgovarajuéi polinom. Pretpostavimo da za polinom f(z) vrijede uvjeti:
1. f(z) ima cjelobrojne koeficijente,
2. broj « je korijen jednadzbe f(z) =0, tj.f(a) =0,

3. broj «a nije korijen ni jedne jednadzbe sa cjelobrojnim koeficijentima stupnja
manjeg od n.
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Dokazimo sljedeéi teorem kojim se pokazuje da veli¢ina |f(a) — f(8)| ima isti
predznak kao i |a — 3.

Teorem 2. Neka su « i 8 definirani s (1) i (2), a f(x) oblika (7). Tada je
odnos izmedu koeficijenata polinoma f(x) i njegovog stupnja iskazan nejednakoséu

[f(@) = f(B)] < N(a—p)

gdje je N suma koeficijenata navedenog polinoma.
Dokaz. Broj N definiramo jednakoséu

N =mnlan| + (n = Dan-1]| + (n = 2)|an—o + - - + 2[az| + |ai]| (8)

Primijetimo da broj IV ne ovisi od broja j koji se pojavljuje u definiciji broja 5 u
izrazu (2). U procesu dokazivanja koristimo formulu rastava o — 5% na faktore i
nejednakost koju ta razlika zadovoljava. Kako je

ak o 6k — (a o B)(akfl +ak72ﬂ+ak7362 4ot a2ﬁk73 +Ozﬁk72 _’_ﬁkfl) (9)
gdje je k € N.

Iz ove jednakosti, u skladu s nejednakostima (5), svaki ¢lan desne strane rastava

(9) je manji od 1. Slijedi, ukoliko tih ¢lanova ima k, i « — 8 > 0, vrijedi nejednakost

o — < (a-B)1+1+14+ - +1+1+1)=k(a-p). (10)

Obzirom na rastav (9) imamo da je

f@) = f(B) = an(@™ = B") + ap—1(@” " = ") + ...
e tag(@? = B%) +ai(a - B)
= (a—B)an(@™ a2+ ...
+af" 2+ ) Fapa (@ H " PR ) e fad.

Koristedi dalje apsolutnu vrijednost i nejednakost (10), nalazimo da je

£ () = fF(B)] < la = Bllnlan] + (n = Dan—1| + -+ |aa]].

Kako je |a — 8] = a — 8 na osnovu definicije broja N dobivamo trazeni odnos

|f (@) = F(B)| < N(er = B).

O
Razmotrimo ponovo razliku f(a) — f(8) ali na drugi nacin.
Teorem 3. Za svaki pozitivan cijeli broj j
|f(e) = f(B)[10" (11)

je takoder pozitivan cijeli broj.
Dokaz. Kako je f(«) = 0, promatrani broj moZemo napisati u obliku
| — £(8)[10™7" ili u obliku | f(8)[10™7". Sada, suglasno (3) vrijedi

F(B) = anB™ + an_ 18"V +a, 28" 4t a1+ ag

_apt” Gp_1t™ ! n Gp_ot™ 2 n n th
T o10nd! 10(n—1)3! 10(n—2)3! 104!

+(10.
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Odavde, mnozenjem jednakosti s 107" dobivamo
F(B)10™" = apt™ + an_1t" 1107 + a,_ot"210%" - 4 a1 t10 YT 4 g10m,

Desna strana ove jednakosti je cijeli broj razli¢it od nule ako je 5 definiran izrazom
(2), jer je tada f(58) # 0, (f(«) = 0 po pretpostavci).
Dalje, prelaskom na apsolutnu vrijednost dobivamo, |f(3)10™'| = |f(8)[10™", a
obzirom na desnu stranu posljednje jednakosti to je pozitivan cijeli broj.

Na osnovu izlozenog zakljuc¢ujemo da je |f(a) — f(3)|10™" pozitivan cijeli broj.
Time je teorem dokazan.

O

Sada pokazimo da protivno Teoremu 2 broj zadan s (11) se nalazi izmedu 01 1.

U tu svrhu odaberimo cijeli broj j, koristen pri definiranju broja (3, tako da vrijedi

2N - 10™!

10G+)! < (12)

Da mozemo odabrati takav broj j slijedi iz toga da je nejednakost (12) ekvivalentna
nejednakosti WM < 1. Odavde obzirom da se izraz stupnja u nazivniku
posljednje nejednakosti moze napisati u obliku (j 4+ 1)! — nj! = (j + 1 — n)j!, fiksni
broj n mozemo odabrati dovoljno velik, ako je izabrani j dovoljno velik.

Kako su n i N zadani izrazima (6) i (8), a j ne zavise od n i N, mozemo
odabrati dovoljno veliki j da vrijedi (12). Pokazimo sada da broj definiran sa (11)
ima vrijednost izmedu 0 i 1.

U smislu Teorema 2, nejednakosti

a—f < s a— B # 01 (11) vrijedi

10!
F(0) — SN0 < N(a— pno < ZLA0E <
Veé smo pokazali (Teorem 2) da je |f(a) — f(B)|10™" pozitivan cio broj, ako je
broj « definiran sa (1) algebarski broj. Iz dobivene nejednakosti vidimo da je ta
pretpostavka neodrziva, odnosno dobivena nejednakost je u suprotnosti s Teoremom
3. Dakle broj « definiran sa (1) ne zadovoljava ni jednu algebarsku jednadzbu (6),
odnosno « je transcendentan broj.

3. Iracionalnost i transcendentnost broja e
Poznato je da je broj e definiran kao grani¢na vrijednost niza ¢iji je opéi ¢lan

_ 1 . _ 1
an = (14 ;)" odnosno, e = nh_)ngo(l + )"

Dokazimo da je broj e iracionalan broj. U dokazu iracionalnosti broja koris-
timo Taylorovu i MacLaurinovu formulu, koje imaju znac¢ajnu ulogu u postupku
aproksimiranja funkcije f polinomom (vidi [4]).

1. Ako funkcija f ima neprekidne sve derivacije do n-tog reda na segmentu [a,b]
i postoji f*Y) na intervalu < a,b >, tada za svaki = € [a,b] vrijedi Taylorova
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formula

(x —a) (x —a)?

f(@) = fla) + == f(a) + == f"(a) + -+
(I*a) f(n)( ) wf(n+l)(a+9($_a) 0< 9(17) <1 (13)
(n+1)! ’

2. Specijalno za a = 0 i = € [a,b] imamo MacLaurinovu formulu

T !/ 1-2 1 n
f@) = fO0)+ (@) + SO0+ + O (0) +

2 n
Pu(@) = J(0) + 53£/(a) + 5717(0) + -+ = £ (0)

se naziva MacLaurinov polinom stupnja n za funkciju f s pogreskom

xn—&-l

n — mf(n+1)(§)7 g: 93"’ 0< 5 = f(ﬂ?) <1

Koristeéi ove rezultate dokazimo iracionalnost broja e.
Teorem 4. Broj e je iracionalan broj.

Dokaz. Kako je (e*) = (e Y =...= (e“)(n) =¢e%, z € Nz € R, slijedi da je
za f(x) =¢e*,f(0) = f'(0)=---= f(0 )(”) = ¥ = 1. MacLaurinov polinom stupnja
n funkcije f(z) = e* dan je formulom

, 372 " " 2 "
FO) + /() + Zf"O) 4+ fO = 1o Tt o

$n+1

gdje je ostatak dan izrazom R, = n _H),e ) ié=0z,0< &< 1.
Dakle, za svaki € R funkciju f(z) = e* moZemo pisati u obliku

S P A e >
= —_— —_— €
[T nl )

gdje je 0 < 6 < 1. Stavimo li u posljednju jednakost da je z = 1, dobivamo

11 1 ),
=141 — 0<d<1. 15
MR TR T R O} TR (15)

Najprije pokazimo da vrijedi nejednakost 0 < e < 3. Krenimo od toga da pokazemo
da je a, < 3 tj.da je a, = (1 + %)n < 3. Koristeéi binomnu formulu imamo da je
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14 n(n;—l)%_‘_” n(n—l)(n—QT)L' (n—n—&—l)nin
R R YU R PO A R STC RS DOt §
<2+§+§+-~-+%<2+§+2—2+-~-+2n171

:2+; ! _2”;‘17 —in_l

Zaklju¢ujemo da je niz zadan opéim ¢lanom a,, = (1+ %)" omeden niz. Obzirom
da je ap —ap—1 = % > 0,Vn € N, a svaki omeden i rastu¢i niz je konvergentan,
slijedi da (a,) konvergira. Dakle vrijedi nejednakost 0 < e < 3. Ostaje pokazati
iracionalnost broja e. Pretpostavimo suprotno, odnosno da je broj e racionalan

broj tj.e = %. Nakon produkta jednakosti (15) sa n! dobivamo,

0

e
| = - c N. 16
en!l =m+ ™ (16)
Kako je e <9 3 zan > 3 vrijedi 'nejl < 1 pa desna strana jednakosti (16) nije cijeli
broj tj.m + 55 ¢ 7. S druge strane, ako za n vrijedi n > ¢ tada je n! djeljivo s g,

pa je lijeva strana jednakosti (16) prirodan broj. Dakle, za prirodan broj n,n > 3
in > ¢q imamo da je lijeva strana cijeli broj, a desna nije, $to je kontradikcija, pa
pretpostavka da je e racionalan broj je neodrziva odnosno, broj e je iracionalan
broj. Dokazimo da je broj e transcendentan.

Prije toga dokazimo lemu

Lema 2. Ako je h polinom sa cjelobrojnim koeficijentima tada za polinom

m—1

f(x) = hh(m),m € N,m > 2 vrijedi

1. fD(0)=0,i <m —1,
2. fm=1(0) = h(0),
3. f(") (r) je dj@ljZ’U sa m,i > m,T € 2.

Dokaz. Za dokaz tvrdnje 1. koristimo teorem o nul-tockama polinoma, koju
navodimo bez dokaza (vidi [4]), zo je nultocka reda k, k € {1,2,...,n} polinoma
fn(x) stupnja n > 0 ako i samo ako su ispunjeni wvjeti fn(zo) = fl(x0) = ... =
fn(ato)(k_l) =0, fu(x0)® # 0). Sljedeéa posljedica ovog teorema je za nas znacajna:
Ako je xg nul-tocka reda k polinoma f,,(x), tada je xo nul-tocka reda (k—1) polinoma
11().

Imajuéi u vidu ovaj teorem i njegovu posljedicu dokaz tvrdnje 1. slijedi iz ¢injenice
da je = 0 nul-tocka polinoma f(z) visestrukosti m — 1, pa je na osnovi posljedice
navedenog teorema z = 0 nul-tocka i polinoma f(i)(O) =0t <m—1.
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2. Neka je h(z) polinom ¢iji su koeficijenti cijeli brojevi
h(z) =ag+ a1z + asx? + -+ apa™, h(0) = ay,
tada polinom f(z) ima oblik

iCm_l

f(x) = m(ao +a1x—|—a2x2 +~-~+angy"),

Ako ovaj polinom uzastopno deriviramo, dobivamo

m— 1 m! m+1)! m+n—1)
f( 1)(x):m_:l)'|:a0(m—1)'+a11'x+a2(2')$2++an(n')x
Uvrstimo li u posljednju jednakost # = 0 imamo da je f(™~Y(0) = ay = h(0), &to

je i trebalo pokazati.
Da pokazemo tvrdnju 3. uo¢imo da je

( arz® \' _ o (’:) (mﬁl)!x’“_l, 1<k
)!

(m-—1 0, <0

Ako je i > m tada (i!) sadrzi faktor m i sve faktore od (m — 1)!. Kako su
(]:),ak € 7 koeficijenti polinoma f@) cijeli brojevi djeljivi sa m, to f@(r) € Z i
m|f(r) za svaki cijeli broj 7.

O

Dokaz o transcendentnosti broja e dao je Hermit 1873.godine (vidi [3]). To
je bio prvi konkretan dokaz transcendentnosti nekog konkretnog broja, a koji nije
direktna posljedica Liuvilovog teorema. Hermitov dokaz zasnivao se na poznatim
identitetima eksponencijalne funkcije s kojom je uspio uspostaviti vezu izmedu arit-
meticke prirode vrijednosti eksponencijlane funkcije, njenog analitickog svojstva i
aritmetickog svojstva koeficijenata njenog Taylorovog reda. Sljedeéi teorem daje
primjer takvog dokaza.

Teorem 5. Broj e je transcendentan broj.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je broj e algebarski broj. Tada prema
definiciji algebarskog broja postoji prirodan broj n i cijeli brojevi ag, a1, a9, ..., ay
takvi da je

ap + are + age® + -+ ape” = 0. (17)

Uocimo funkciju g(x) = e~®. Derivacije funkcije g(z) su redom
(e7®) = —e % (e7®) = e %, ... (e7®) ™ = (=1)"e 7.

U dokazu koristimo sljedeée rezultate analize. Ako su f, g derivabilne funkcije
na segmentu [a, b], tada vrijedi formula parcijalne integracije

| H@ @) = @gtall - [ F@gta)d
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Ako su funkcije f, g derivabilne reda (n + 1) na [a, b], tada vrijedi
b
/ F@)g™ ) (@)de = [f(2)g™ ()]s = [f'(x)g™ V@),

b
+ o (D) @)g(@)]]e — (*1)”/ F Y (@)g(@)de.

a

Ocito za polinom stupnja n je f*+1) (z) = 0 pa posljednji integral ima vrijednost
nula. Promatramo li funkcije na segmentu [0,1] i pri tome je stupanj polinoma,
deg f = n, tada posljednja jednakost prelazi u oblik:

/0 F(@)g ™D @)z = £(1)g™ (1) — £ (1)gD(1) (18)

+ (g™ A) 4+ (D) (1)g(1)
— [£(0)g™(0) = £/(0)g™ 1 (0) + - + (=1)" £ (0)g(0)].

Ako se u (18), varijabla x zamijeni s az i g(z) = e~ dobivamo
1
(0" + 100 [ flasje e = (1)l (Fla) (19)
0

+ f(a) + -+ fla)" = (f(0) + f'(0) +--- + f7(0))],

gdje je n stupanj polinoma f. Stavimo li da je F(z) = f(z) + f'(z) +--- + f*(x),
tada se desna strana (19) moze napisati u obliku

1
(0" a [ flag)eda = (1) - (F(@) - FO)
0
Mnozenjem posljednje jednakost s (—1)"*1e® nakon sredivanja dobivamo

1
a-e”- / flaz)e™*®dx = e“F(0) — F(«)
0
odavde je
1
e*F(0) = F(a) + aeo‘/ flax)e™ “xdx. (20)
0
S druge strane jednakost (17) nakon mnozenja s F(0), prelazi u oblik
F(0)(ag + are + age® +--- +ane™) =0

odnosno,

Iskoristimo li (20) posljednja jednakost se moze napisati u obliku

ao + F(0) + z": ap(F (k) + ke* /1 f(kx)e *dz) = 0,
k=1 0
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odakle je

n

n 1
ag+ F(0)+ Y ap(F(k) = =) kage" / fkx)e " dx. (21)
k=1 0

k=1

Da bismo dokazali da je broj e transcendentan potrebno je pokazati da je jednakost
(21) nemoguéa. Odnosno, da na lijevoj strani jednakosti imamo cijeli broj, a na
desnoj racionalan. Dakle, ideja dokaza o transcendentnosti broja e zasniva se na
tome da se odabere pogodan polinom f kojim bi postigli da desna strana jednakosti
(21) bude po apsolutnoj vrijednosti broj manji od 1, a lijeva strana da je cijeli broj
razli¢it od nule i po apsolutnoj vrijednosti veéi ili jednak jedinici, ¢ime bi se dobila
kontradikcija koja bi potvrdila da nasa pretpostavka da je e algebarski broj nije
toc¢na. Koristeci rezultate Leme 2 odredimo polinom f. Neka je za proizvoljan prim
broj p polinom h(x) stupnja np oblika h(z) = (x — 1)P(x — 2)P--- (x — n)P, tada

polinom f oblika
-1

f@) = gy ) (22)

(p—1

zadovoljava uvjete Leme 2 (stav 1), odnosno vrijedi

f90)=0,i=0,1,2,...,p—2 (23)
FP0)=0,i=0,1,2,...,p—2 (24)
plfl)(r),i>pre (25)

Primijetimo da je stupanj polinoma f(x),N = np+ p — 1. Na osnovi ranije uvedene
oznake za funkciju F'(z) i uvjeta (23) je

F(0) = £(0)P=Y + £(0)P) 4 ... 4 f(0)Prtr=1),
Produkt ove jednakosti s ag i jednakost (24) daje
@F(0) = aol(~1)" Al + o S0P+ +aof " V©)  (20)

Na desnoj strani jednakosti (26) obzirom da je ag € Z i kako vrijedi (25), ¢lanovi
ao f®(0),a0fPTV(0),..., a0 - ftP=D(0) sume su cijeli brojevi djeljivi s p. Oda-
berimo takav prost broj p da je p > ag,p > n. Tada broj ag[(—1)"n!]P nije djeljiv
s prostim brojem p, pa zbog toga cijela desna strana (26) nije djeljiva s p, od-
nosno broj agF'(0) je cijeli broj koji nije djeljiv s p. Imajuéi u vidu oblik funkcije
f(z) i ¢injenicu da su k = 0,1,2,...,n njene nul-tocke reda p vrijedi f@ (k) = 0,
1<p—1, k=1,2,...,n,paje

F(k) = fP (k) + 0D (k) 4 - 4 fontr=D (k)

Uzimajuéi u obzirom relaciju (25) zakljucujemo da p|F (k) € Z. Kako je, ay € Z,
k=1,2,...,nip|F(k), imamo da je Y _, axF (k) na lijevoj strani jednakosti (21)
djeljiva s p. Na osnovu toga i (26) lijevu stranu jednakosti (21) ¢ine dva cijela broja
od kojih je jedan djeljiv s p, a drugi nije, pa lijeva strana (21) je cijeli broj koji nije
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djeljiv s p. Apsolutna vrijednost tog broja je zbog toga, barem 1. Za desnu stranu
jednakosti (21) mozemo dakle pisati da je

n 1
‘ - Zkakek / f(kx)e *@dx| > 1. (27)
k=1 0

Da zavrsimo dokaz potrebno je procijeniti funkciju f(kz) kako bi ocijenili izraz pod
znakom apsolutne vrijednosti.

Uoc¢imo da za x € [0, 1] i nenegativne cijele brojeve r, k < n vrijedi |kz —r| < n.
Primjenimo li to na funkciju f(kz) definiranu sa (22) dobivamo

nnp+p—1 np(n+1)

flka) = -1 " -1

kP ke — 1P |kz = 2IP ... ka —nf? <

_
(r—1)

Kako je 0 < e=* < 1 vrijedi

n 1 n 1
‘ — Zk\ak|ek/ f(kx)e Fedx| < Z |kakek/ f(kz)e " dx
k=1 0 k=1 0

L p(ntl)

n 1 n
< Zk\ak\ek/ f(kx)e ™ de < Zk|ak|ek/ — Zk‘|ak|ek
k=1 0 k=1 o (-l

(n7z+1)p—1 n
= o 2 Hakle
k=1

n

Iskoristimo li poznatu grani¢nu vrijednost lim %5 = 0, lako se pokaze da je
n—oo °

n+1yp—1
lim &)

oo = 0, pa postoji prost broj p za koji vrijedi nejednakost
p—roo :

-1
()" 1
< 5 . 28
DL WS Hagle® 2%)
Na taj nac¢in iz provedenog niza nejednakosti nalazimo da vrijedi
n 1
| — Z kakek/ fkx)e o dz| < 1. (29)
k=1 0

Iz dokazane nejednakosti zaklju¢ujemo da je pretpostavka u nejednakosti (27) po-
gresna, odnosno da desna strana jednakosti (21)) nije cijeli broj, koji je po apso-
lutnoj vrijednosti barem jednak jedinici. S druge strane, pokazali smo da lijevu
stranu jednakosti (21) ¢ini cijeli broj. Iz provedenog dokaza zakljuéujemo da je
jednakost (21) neodrziva, uz pretpostavku da je broj e algebarski broj. Odnosno,
pretpostavka da je broj e algebarski je pogresna, dakle on je transcendentan broj.

O



JEDAN DOKAZ IRACIONALNOSTI BROJA eP 41

4. Iracionalnost broja e

W. Ramasinghe (vidi [8]) je na vrlo jednostavan nacin dokazao iracionalnost broja

e2. Rukovodedi se tom idejom dajemo dokaz iracionalnosti broja e? za bilo koji

prost broj p. Prije nego to dokazemo dokazimo dvije leme na koje se taj dokaz
oslanja.

Podsjetimo se da, svaki prirodan broj razli¢it od 1 koji je djeljiv jedino s 1 i sa
samim sobom zovemo prost ili prim broj, a prirodan broj koji nije prost nazivamo
slozenim prirodnim brojem.

Lema 3. Neka je p bilo koji prost broj. Tada za svaki prirodan broj n, vrijedi
tordnja p?" ' dijeli (p™)!, odnosno krace zapisano p" ! [(p")!,¥n € N.

Dokaz. Dokaz leme provodimo matematickom indukcijom. Neka je p bilo koji
prost broj. Za n = 1 imamo da je ppk1 = ppo =p,dokjep!=pp—1)(p—2)(p —
3)...21. Dakle, tvrdnja je totna za n = 1, jer vrijedi p|p!.

Pretpostavimo da je tvrdnja toéna za prirodan broj n, tj. da vrijedi p?" [(p™)!.
Dokazimo da vrijedi i za n + 1, tj. da je toéna tvrdnja p?" |(p™)!. Kako je

PO =M R+ 1) . (" +p)
(PP P (207
...(2p"—|—p)...(2p”—|—p2)...(2p”+p"_1)...(3p")

o (p=Dp"+p) . (o= Dp"+p7) . ((p— Dp" +p" ). (")

gdje je

2" ="+ (—-Dp" '+ (-1p" P+ +(p—1)p+p)
=2+ (p-p" " +(p—-1)p" P+ +(p—1)p+p)

P = (- p" (- p" T+ (=" P+ (p— Dp +p).
Pogodnim grupiranje ¢lanova raspisane forme (p"*1)!i to élanova oblika
prAp=p@" " +1),2p" +p=p2p" " +1),3p" +p=pB3p" " +1)
=D = p(p=1)p" T ) P = (0" 1), 20" 407 = PP (2P D),
(=) = PP ((p=1)p" 2 41), " " = PP (0" 1), 2p" 4+ = pP (20" TP 41,
o (p=Dp"+p° = PP (p=1)p" 7 +1), p"+p" " = p"(p+1), 2" +p" T = P (2p+1),

o= Dpt " =p " (p—Dp+1)

nakon sredivanja nalazimo da se produkt na desnoj strani posljednje jednakosti
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moze napisati u obliku

P =) 1"+ 1) . (" +p) . (P D7) (" ") (207)
2P ) (2P ) (20" ) L (3p7)
(p=1p"+p)...(p=)p" +p*) ... (p—1p" +p" 1) ... (p"*")
=) ...pP" 1) p2p" T 1) p((p— Dp T4 1)
PO+ PRV (- D" TP+ 1)

" T e+ D" 2+ 1) p" (e Dp+ 1)L 29" (p— 1)pp T

Nakon sredivanja uzimajudi u obzir da je p”ni1 [(p™)! po pretpostavci, odnosno, da
postoji cijeli broj ¢ takav da je (p")! = ppn_lq, desna strana posljednje jednakosti
se moze napisati u obliku

n—1

_ n—1 n—1 _ n—1 "
L ) [ e

gdje su q,r, s pozitivni cijeli brojevi i s = ¢gr. Iz posljednje jednakosti slijedi da
P |(p"*1)!, odnosno tvrdnja je tocna za svaki prirodan broj n.
O
Druga lema koja nam je potrebna glasi
Lema 4. Ako je p prost broj, tada za svaki prirodan broj n i za svaki k €
n— k(,m n— k(on

{0,1,2,...,p"}, pP " dijeli 2 ,(3,’ ) Kraée zapisano, pP 1|%,Vn € N,iVk €
{0,1,2,...,p"}.

Dokaz. Oslanjajuéi se na rezultate Leme(3) matematickom indukcijom pokazimo
da vrijedi tvrdnja. Zan =11k € {0,1,2,...,p"}, ocito vrijedi

p1—1|p’“(p1)! pp! Pplp-1)(p—2)...3-2-1
! 3] ! ’

§to je to¢no. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za bilo koji prirodan broj n

& pl & pl

tj. da p”n71|% i pokazimo da tada vrijedi tvrdnja i za prirodan broj n + 1
tj. ppn|pk(’,:’;+l! odnosno, postoji pozitivan cijeli broj ¢, tako da vrijedi jednakost
pE(pnti) = pP" klg,,. Primijetimo da ako vrijedi pretpostavka, tada postoji poziti-
van cijeli broj s, takav da je p*(p")! = k!p?" - s, za k € {0,1,2,...,p"} za bilo
koji prost broj p. Provjerimo sada tvrdnju za n + 1. Vrijedi niz jednakosti

n—1

PP = PP ™M™ + D" +2) - (" ) (" ) (0" ) - (207)

(29" ) 2" %) (20 ) (3

(=" +p) (= Dp" +p7) - (0= Dp™ +p" ) (")

= klp”" sp” 0V, = KpP g,
SnsTns Gn SU pozitivni cijeli brojevi, g, = s, 7,. Iz posljednje jednakosti zaklju¢ujemo
da tvrdnja vrijedi i za n + 1. Dakle Lema(4) vrijedi za svaki prirodan broj n i
ke{0,1,2,...,p"}

O
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Sada mozemo formulirati i dokazati teorem.
Teorem 6. Broj eP je iracionalan broj za svaki prost broj p.
Dokaz. Pretpostavimo da je e? = ¢,a,b € N. Odaberimo prirodan broj n tako

2
da vrijedi % < % Primjenom Taylorove formule za funkciju eP dobivamo

b
. '—p+1
jednakost

) 5 " o1 42
a P D ju D p
—=1l4+p+=+=+... + +

b T e T DT+ 2)

!—I—...

Mnozenjem jednakosti sa (bp™)! dobivamo da je

ot = bl 4+ ppryt + PR POD

n 1 P p?
bp?" ! + + +-
[p" +1 (@ +DE"+2) (P + D" +2)(p" +3) ]
Na osnovi Leme 3 postoji prirodan broj ¢, takav da je (p™)! = pP" 1. c. Sliéno,
koriste¢i Lemu 4 dobivamo da postoji prirodan broj d takav da je

p*(p")!

3 (i
)+ () PR POy g

Na osnovu toga imamo jednakost

n—1 n—1 1 p p2
PP ac—pP  bd = bpp" Tt + + +...
[p’”rl (" +1)(p"+2) (™ +1)(p" +2)(p" +3) ]
Odnosno
1 p v’
ac — bd = bp? + + +...
e R P [ I P PO [P I
Kako je

1 p N »?
p+1 (pr+ 1) +2) (et + D" +2)(p"+3

)-i-...

<+ . P’ P 1
Tohl (A1) (1) e ptl

nalazimo da je 0 < ac — bd < % < % To je kontradikcija s pretpostavkom da

su a, b, ¢, d prirodni brojevi. Primijetimo, kao §to ¢ini i W. Ramasinghe, da se kao
posljedica teorema dobiva iracionalnost broja e, jer ako bi e bio racionalan onda bi

takvi bili primjerice i €2,e3,e”,€7,... to nije moguce.
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