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1. Uvod u kosinus-sinus dekompoziciju

Realna matrica Q reda n je ortogonalna ako zadovoljava jedan od uvjeta: Q'Q =I ili QQ* =1, pri
¢emu je sa Q' oznaCena transponirana matrica matrice O, dok je / jedini¢na matrica. Moze se
pokazati da uvjet Q'Q = I povlaci QQ* = I, a vrijedi i obratno, uvjet Q0" = I povlaci Q'Q = I. Uvjet
O'Q = I zapravo znaci da su stupci matrice Q medusobno ortogonalni i da svi imaju jedini¢nu
(duljinu) normu. Zato se kaze da su stupci ortogonalne matrice ortonormirani. Uvjet QQ° = [ znaci da
su retci od Q ortonormirani.

Ortogonalne matrice su vrlo vazne u konstrukciji matri¢nih algoritama jer imaju jo$ neka vazna
svojstva. Ako pomnozimo proizvoljnu n X m matricu A4 slijeva s ortogonalnom matricom Q, tada
stupci matrice QA4 imaju redom iste norme kao i stupci matrice 4. Cak i vise, kutovi izmedu stupaca
matrice 4 ostaju nepromijenjeni pri prelasku na matricu QA. Ista svojstva invarijantnosti vrijede i za
retke prizvoljne m x n matrice B pri prelasku na matricu BQ. Kona¢no, produkt ortogonalnih matrica
je opet ortogonalna matrica, inverz ortogonalne matrice je ortogonalna matrica, a i jedini¢na matrica
je ortogonalna.

Kosinus-sinus dekompozicija (kra¢e, CS dekompozicija ili CSD) ortogonalne matrice Q vezana je uz
2 x 2 particije matrice Q,

0y On)’
pri ¢emu su Q,, 1 Q,, kvadratne reda k 1 n— k, gdje je k izmedu 1 1 n— 1. Za takvu particiju CS
dekompozicija ima sljede¢i oblik

Qll Q12:|=|:U11 ] |:V11 ]T
|:Q21 Q22 U22 © V22 ’ (2)
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gdje je

100 100]}k
O=(0T-x|fk ili ®=[0T-3 , (3)
0T |}n—k ozr}n—k

ovisno o tome je li k = n—k ili je k<n—k. Ako je k=n—k, tada se u prvom ili drugom obliku
matrice ® u relaciji (3) ispusta jedini¢na matrica.

Pritom su I' 1 ¥ dijagonalne matrice s nenegativnim dijagonalnim elementima y, 1 o, za koje vrijedi y,
=y, = . = 0iy?+0?=1zasve i Zbog zadnjeg svojstva, dijagonalni elementi y, poistovjecuju
se s kosinusima, a o, sa sinusima nekih kutova, pa odatle i naziv kosinus-sinus dekompozicija
ortogonalne matrice. O¢ito mora vrijediti 0 < o, < o, < ... < 1. Uotimo takoder da za

dijagonalne matrice T i X vrijedi I? + ¥? = . U gornjim relacijama 0 oznafava nul-matricu
odgovarajuceg tipa. Matrice U, 1V, (U,, 1 V,,) su ortogonalne reda & (reda n — k).

Kako bi izlaganje bilo $to jednostavnije, mi ¢emo u ovom clanku izvesti CS dekompozicije
ortogonalnih matrica reda 2, 3 i 4, te pokazati jednu njihovu primjenu. No, prije toga trebamo razviti
"alate" koje ¢emo koristiti. Jedan od najvaznijih alata je singularna dekompozicija koju ¢emo
uglavnom koristiti za matrice reda dva.

2. Singularna dekompozicija matrice reda dva
U konstrukciji algoritma za raCunanje CS dekompozicije ortogonalnih matrica koristi se jedna od
najvaznijih matricnih dekompozicija: singularna dekompozicija (engl. singular value decomposition

ili kra¢e SVD). Za naSe potrebe, bit ¢e dovoljno znati kako ju izracunati za matrice reda dva.

Neka je 4 proizvoljna matrica reda dva. Singularna dekompozicija matrice 4 je svaki rastav oblika

(0
A{‘c’ Z]=U[ ! aij:UEVT, o =a, =0, (4)

gdje su Ui V ortogonalne matrice reda dva. Kako izgledaju ortogonalne matrice reda dva? To su ili
rotacije ili reflektori (zrcaljenja) u ravnini, pa proizvoljna ortogonalna matrica W reda dva ima jedan
od sljede¢ih dvaju oblika

W= |:cgs @ —sin go:| G W= |:cgs @ sing } .
sing cos ¢ sing —cos ¢

Pritom je ¢ € [0, 2x] kut kojim je odredena WW. Neka je

o] CoOS y — 2 D
). o

proizvoljni vektor. Tada produkt y = Ox ima u slu¢aju rotacije oblik

_|cosp —sing = | C0s ¥ cos w—sing siny |_ |cos(p+y)
sing cos ¢ sin ¢ cos y + cos ¢ sin ¥ sin(p + y) |’

dok u slucaju reflektora postaje
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_|cosp sing = |08 ¢ cos wtsing siny |_ | cos(p — )
singp —cos @ sin ¢ cos iy —cos @ sin y sin(p —y) |’

Uocimo da se vektori x definirani kutem ¢/2 ne mijenjaju kad se mnoze s reflektorom (oni su u
"zrcalu").

Sljedeca slika daje geometrijski prikaz ovih transformacija pomoc¢u tocaka ravnine. Pritom smo
vektoru [a S]* jednoznaéno pridruzili tocku (a, ) ravnine. Prikazali smo kako se transformiraju
vektori [1 0]%, [0 1]°1 [a B]° pri mnoZenju s W. Odabrali smo ¢ = 60°.

W je reflektor

Buduéi da W ne mijenja normu vektora x, mozemo smatrati da je Wx rotirani vektor x. Pritom, ako je
W rotacija, onda se svaki x rotira za kut ¢. Ako je W reflektor, onda kut rotacije ovisi i o vektoru x
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(kutu w). Stoga nam singularna dekompozicija daje jednostavnu geometrijsku interpretaciju
transformacije x — Ax = UZJV"x: prvo se x rotira u vektor J*x, zatim se komponente od V'x
pomnoZe nenegativnim brojevima o, 1 a,, te se dobije vektor ZV*x. Konatno, Z}*x se rotira

matricom U. Budu¢i da mnozZenje s V* 1 U ne mijenja normu vektora, norma od Ax ovisi jedino o
singularnim vrijednostima matrice A. Isti zakljucak vrijedi i kad je 4 viSeg reda.

Jedan algoritam kako izracunati singularnu dekompoziciju (4), pri ¢emu su U i V matrice rotacije,
opisan je u clanku [ZA]. Stoga, kad nam zatreba singularna dekompozicija matrice reda dva,
mozemo koristiti taj algoritam. ViSe o singularnoj dekompoziciji moZe se naci npr. u poznatoj
knjizi [GO].
3. CS dekompozicija ortogonalnih matrica reda 2113
CS dekompozicija ortogonalne matrice Q reda 2, koja je definirana kutem ¢, ima oblik

0= +1 0 [||cos ¢| —Ising|||{£]l O

0 £1]||sing| |cose| L0 =£1]°

Bez obzira je li Q rotacija ili reflektor, uvijek je moguée odabrati predznake u 1. i 3. matrici na
desnoj strani gornje jednakosti tako da relacija vrijedi. Budu¢i da ortogonalna matrica reda jedan ima

oblik [1] ili [-1], desna strana u zadnjoj relaciji doista predstavlja CSD od Q.

Neka je sada ortogonalna matrica Q reda 3. Gledaju¢i relacije (1), (2), (3), zakljuCujemo da CSD za
Q ima jedan od oblika,

1 0 0 T
Q{Qn le}{Uu 0]{0 cos 0 sinH]{V“ 0] 0, jereda 2,
D1 | O 0 1=+ sin 0 | cos @ 0 |1

+1 0 cos | 0 —sin@ 4] 0 '
0= g“ glz -1 TT 01 0 o7 0, jereda 1,
21 | ¥22 21| sinf| 0 cosé 2

pri ¢emu +1 znaci 1 ili -1.

ili

Promotrimo prvi sluc¢aj, kad je Q,, reda dva. Prvo izraCunajmo singularnu dekompoziciju od Q,,.
Dobijemo ortogonalne matrice U 1 17“, te nenegativne brojeve y, 17,, takve da vrijedi

_~ M0 p .
QII_U11|:Olyi|Vll’ 7123’220-
>

Pomoc¢u U, 1 V|, naCinimo ortogonalne matrice

U 0 [
u=| ' . i p=|"U
{ 0 51gn(q33)} ! { 0 1} ’

gdje je O,, = [g5;], a sign(qy;) je predznak od g, (1 ili -1). Pomnozimo U'QV i oznaimo taj
umnozak s X. Ako pokazemo da je X =0, gdje je ® oblika kao prva matrica u relaciji (3), dokazali
smo da je Q = UOV*, CSD matrice Q.
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IzraCunajmo elemente od X,

— TRAY — Un 0 || Qu| % 1711 0
-y { 0 Sign(qg)} {Qn sz}{ 0 1}

70| o
07| o

U]]TQHV]] | U]ITle
5ign(¢s3)0;, | 1935]

Budu¢i da je X ortogonalna, prva dva stupca, kao 1 prva dva retka, moraju biti ortogonalna. To nam
daje sljedece relacije

7,0+ 0y, +p8,8,=0, dakle g,4,=0,
7,0+ 0, +0,0,=0, dakle a,a,=0.

Kad bi bilo y, = 0 moralo bi zbog y, = y, = 0 biti iy, = 0. To, zajedno s uvjetom f,5, = 0 povlaci da

je ili prvi ili drugi stupac od X sastavljen od samih nula. Budu¢i da se to protivi ortogonalnosti
matrice X (svi stupci i svi retci od X su jedini¢ni), mora biti y, > 0. Tvrdimo da mora biti y, = 1.

Zaista, kad bi bilo y, < 1, bilo bi zbog y, < y,, 7, < 1. Kako je |8,| = v1 — y;2, |B,] = v1 — 7,2 morali bi
B, 1, biti razliCiti od nule, a to je nemoguce jer je f,4, = 0. Time smo pokazali da je y, =11/, =0.
Takoder, buduci da je |o,| = 1 — y;%, mora biti i a, = 0. Dakle, ortogonalna matrica X ima oblik

10 0
a
X=|07 0| paje |:;2 g 2|:| ortogonalna.
0 B lgs 2

Stoga je |q;;| =7, 1 0, =—f,. Ako je B, = 0, X=0. Ako je 5, <0, treba kao U i V" uzeti matrice

U 0 7, 0
U=|"n v=|"n .
{0 _Slgn(%s)} [0 _J

Time je dokaz egzistencije CSD vezane za prvu particiju gotov.

Dokaz za drugu particiju matrice Q vrlo je slian, pa ¢emo ga sazeto prikazati. Prvo izraCcunamo
singularnu dekompoziciju 2x2 podmatrice Q,,,

71 0

Vi, y,=9,=0,
OVJ 2 1 >

0, =0, [
a zatim sagradimo matrice U i1 V kako slijedi
sign(q,,)) 0 | . 10
U= ~ 1 V= > |,
|: 0 U22 0 V22
gdje je O,,=[q,,]. Matrica X=U'QV sada ima oblik
9y, o 0

X: ﬂl V1 07 7123’220
By 07,
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Istim zaklju¢ivanjem, odmah dobijemo y, =1, a, =0, , =0, te |g,,| =7, 1 5, =—a,. Akoje f, = 0, U
1V daju X=0. Ako je #, <0, moramo U i V' promijeniti, tako da im promijenimo predznake u svim
elementima zadnjih stupaca.

Uoc¢imo da prvi oblik CS rastava ortogonalne matrice Q ima rotacije u istim ravninama kao i rotacije
vezane uz Eulerove kutove. Stoga je 6 Eulerov kut ako je g5, = 0, jer je |q;;| = cos @ = 0 i jer je g,

kosinus Eulerova kuta. Za ostale kutove mogla bi se napraviti analiza, jer matrice U,, 1 V|, mogu biti
i reflektori. Takoder, u analizi bi se trebalo pretpostaviti da je determinanta od Q jednaka 1.

4. CS dekompozicija ortogonalne matrice reda 4

Za ortogonalnu matricu Q reda 4 postoje tri moguce particije koje daju CS dekompoziciju: kad je O,

reda dva.

4.1 Q,, jereda dva

Izraunajmo singularne dekompozicije podmatrica O, i Q,,, O, =U,,I'/V| /% O,,= U, IV, i
sagradimo ortogonalne matrice

U, 0 Vi, 0
u=| " } i V:{“ } (5)
{ Uy £5
Mnozenjem lako dobijemo
o= UTQV=|:U11:Q11V11 Un:lesz}:[ 1:1 Q~1z}
Up' OV U0V |90 T
Vl O a b
|0 necd n=7,=0, ©)
e f 70|’ y3>y4>0.
g h 07y

Pritom su y, 1y, singularne vrijednosti od Q,,, dok su y, 1 y, singularne vrijednosti od Q,,. Odatle je
proizaslodajey, =9, =01 y, =y, = 0.

Matrica O ima jediniéne retke i stupce. Stoga je suma kvadrata elemenata svakog retka i svakog
stupca jednaka jedan. To nam daje 8 jednadzbi, koje slijede iz oblika (6) matrice O, a koje
zapisujemo kroz Cetiri relacije:

pita+bi=1=yp2+e+g? (7)
prEtE+di= 1 =p2+f2+h (8)
pRtadt+ct= 1 =p2+e+ 12 9)
yEt b +di= 1 =yp2+ g+ i (10)

Buduéi da je O ortogonalna, razli¢iti stupci i retci medusobno su ortogonalni. To nam daje 12
jednadzbi, koje zapisujemo kroz 6 relacija:
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ef+gh= 0 =ac+bd (11)

natye= 0=yetya (12)
nbtyg= 0=ygtyb (13)
netyf= 0=yt (14)
vd+yh= 0=yh+yd (15)
ab+cd= 0 =eg+fh (16)

Iz relacija (7) - (10), zbrajanjem prvih i drugih dviju lijevih jednadZzbi, slijedi
yita+ Pty +ct+d? = 2= pr+at+tc+y b +dY
paje
7 = (17)
Da bi O bila ©, trebalo bi biti

1W=7,=0, e=—a=0

, b=c=f=g=0. (18)
Y,=7,=0, h=—d=0

Promotrimo prvo slu€aj 1>y, >0 . Pretpostavimo da je y, « y,. Tada relacija (12) daje

y y V5> 75>
a=——3e, e=——3a, pajeaZ%a, ezize, odakle slijedi a =0, e = 0.
4! 71 1 71

Ako uvrstimo uvjete =0 1 e=0 u relaciju (7) i iskoristimo pretpostavku y, <1, dobijemo b? =
1 —y2=g>>0,paje|b|=|g| > 0. Sada relacija (13) povlaci

Ta_ D odakleslijedi y,=y, i g=—b.

g g

Sada relacija (11) daje gh = 0 = bd, pa je h = 0 = d. Pogledajmo relacije (8) 1 (9). Vidimo da mora
biti: y,2=1-c*= 92, pa je y, = y;. Zapravo smo dobili y, =y, = y, = y,. Zbog y, = y,, to znadi
¥, =7;. Medutim, to ne moze biti, jer bi to znacilo y, = y,. Za dobivenu kontradikciju kriva je
pretpostavka y, + 5, pa mora biti y, = y,.

Dakle, mora vrijediti y, =y,, pa relacija (17) odmah daje y, =y,. Sada imamo dvije mogucnosti:
=y, iy, >y,

Pretpostavimo da vrijedi y, = y,. U tom sluCaju zapravo vrijedi y, =y, =y, = 7,, pa stavimo y = y,, za
i=1,2,3,4. Pritom vrijedi 0 <y < 1. Relacije (12) - (15) povlace: a=—e, b=—g,c=—f,d=—h. S
druge strane, oduzimanjem jednadzbe (7) od (10), pa opet (7) od (9), dobivamo a* = d?2, b> = 2, tj. |a|
= |d| 1 |b| = |c|. Pretpostavimo da je a # 0. Tada relacije (11) i (16) daju dvije moguénosti: ako
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je d = a, tada je c = —b i ako je d = —a, tada je ¢ = b. Prema tome O mozZe imati jedan od oblika

y 0 a b y 0 a b
s |0 y —b a 4 5|0 y b —a
0= -a b y 0 i g —-a by 0
b —a 0 y b a 0 vy

Da bi vrijedila relacija (18), dovoljno je konstruirati rotaciju R, takvu da vrijedi

rl7@ || cosa sina ||—a |_|o ’ G=4m, tan(x=b__
-b —sino cosa||—b 0 a

Kad se iz tan a izraCunaju cos a 1 sin o, joS se izracuna i reflektor
f=|cosa sin o
sino —cos o |’
Da bi matrica O iz relacije (6) poprimila trazeni oblik matrice ® iz relacije (3), potrebno je u prvom
slu¢aju (d = a 1 ¢ = —b) zamijeniti matrice U,, 1 V,, s U,R"1 V,,R", a u drugom sluCaju (d = —aic=
b) zamijeniti matrice U,, 1V, s U22R~T i V22R~T. Provjerite matricnim mnozenjem da se u oba slucaja
dobije matrica

Promotrimo sada slucaj y, > y,. Kako vrijedi y, = y, i y, = y,, prou¢imo prvo slucaj kad je y, =y, = 0.

Relacije (12), (13) 1 (15) svode se na e =—a, b=0=g, c = 0=/, respektivno. Zato relacije (7) - (10)
daju |a| =1 —y#>0,|d = |h| = 1.

Dakle je

V10 a

; (19)

gdje je d =+1, h==+1. Da bi O postala ®, potrebno je zamijeniti matrice U,iV,,sU,Ji szj,
respektivno, gdje je

L A S e A |

Neka je sada y, =y, > 0. Relacije (12) i1 (15) kra¢enjem s y,, odnosno y,, daju e = —a 1 h = —d. Sada
relacije (7) 1 (8) daju |b] = |g] 1 |c| = | f]. Oduzimanjem jednadzbi u relaciji (7) od onih u relaciji (9)
dobivamo |c| =[], |g] = | /1.

Dakle, vrijedi: |b| = |c| =| f| = |g|. Sada iz relacije (13) slijedi
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B : s . _V42 2%
b=——g 1 g=-—b, pajeb=—7 odnosno(l__z)bzo.
1 VA 71

Dakle b =0, a to znaci i ¢ =f= g = 0. Stoga O ima oblik kao u relaciji (19), uz dodatni uvijet » = —d.
Da bi Q postala ®, potrebno je zamijeniti matrice U,, 1 V,, s U,,J'1 V,,J', gdje je

[ )

Preostaje razmotriti slucajeve y, =01y, = 1.

Neka je y, = 0. Sada je nuzno zbog relacije (17), y, =y, =y, =y, = 0. Relacije (7) - (16) pokazuju da

su
GRS

proizvoljne ortogonalne matrice reda dva. S obzirom da je

w0 0 Wy o -1 —0
o Wji||W, of |I O =
bit ¢e potrebno matrice U, i U,, iz relacije (5) zamijeniti s —U,, W, i U,,W,, respektivno.

Konacno, neka je y, =1 . Iz relacija (7) slijedi a = b =e =g = 0. Pokazimo da je 1 y, = 1. Kad bi bilo
7; <1, tada relacija (9) povlaci |c|=|f|> 0. Stoga moZemo dijeliti s ¢, pa podijelimo jednadzbe u
relaciji (14) s ¢. Ako su c i f istog predznaka, tada slijedi y, +y,=0, pa je y,=01i y,=0. Zbog
3 = 7, odmah slijedi y, =0, a to se protivi relaciji (17). Ako su c i f razli¢itog predznaka, tada
relacija (14) daje y, =y, i f= —c. Sada relacija (17) daje y, = 1. Budu¢i da je y; <1, dobili smo y, <y,,
a to je nemoguce. Dakle, pretpostavka y, <1 vodi u proturjecje, pa mora biti y;,=1. No, p; =11
relacija (9) daje /= ¢ = 0. Takoder, relacija (17) daje y, = y,. Ortogonalna matrica O ima oblik

, pricemuje y, = 0. (20)

Ako je y,>0, relacija (15) implicira h=—d. Tada © nastaje iz O ako U,, 1 V,, iz relacije (5)
zamijenimo s U,,J"1 V,,J", gdje je

/ :[tl) —sigonw)] 1)

Ako je y, =0, tada relacija (8) pokazuje da vrijedi |d| = |2| = 1. Sada ® nastaje iz O ako Uy,iV,iz
relacije (5) zamijenimo s U,,J""1 V,,J", gdje je J"kao u (21), a

"_— 1 0
J [o sign(h)]
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4.2 Q,, je reda jedan

IzraCunajmo singularnu dekompoziciju podmatrice Q,,, O,, = U,,I',V,,* i sagradimo ortogonalne

sign(q;)) 0 | . 1 0
U= V= .
|: 0 U22 ' 0 V22

matrice

Mnozenjem se dobije

Q~=UTQV=|: 1444 01V i|:|:|q~11| Q~1{|
Up'0s1 Uy'0V s 0, T,

(22)

Pritom je y, = |q,,| jedina singularna vrijednost od Q,,, dok su y,, 5, y, singularne vrijednosti od Q,,.

Kako izracunati singularnu dekompoziciju matrice reda 3 izlazi iz okvira ovog rada (vidjeti [GO]).
Slucajeve kad je O, reda 1 i reda 3 ionako ne¢emo koristiti u primjenama CS dekompozicije u ovom

radu.

Ortogonalnost matrice Q daje relacije

prra@ b= 1 =yl fitg (23)
Pltat=1=yp2+¢ (24)
pEHB = 1 =y (25)
prtcd=1=92+g (26)

rnetypa= 0=y atye

y1f+y3b: 0 :ylb+73f

H&tTre= 0=yctyg (27)
ab= 0 =ef (28)
ac= 0 =eg (29)
bc= 0 =fg (30)

Prvo pokazimo da mora biti a = 0. Kad bi bilo a # 0, tada bi zbog relacija (28) i (29), moralo vrijediti
b=0=c, a onda bi zbog (25) i (26) bilo y, =1=7,. Budu¢i da je zbog (24) y,= 1 —a* <1, dobili
bismo kontradikciju s pretpostavkom (22) daje y, = y, = y,.

Buduci da je a = 0, zbog lijeve jednadzbe u (24) mora biti y, = 1, a onda zbog desne jednadzbe e = 0.
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Relacija (30) pokazuje da mora biti b= 01ili ¢ = 0.
Zbog relacije y; = y, i relacija (25) i (26), mora svakako biti b = 0.

Ako je i ¢ =0, tada relacije (25), (26) i (23) pokazuju da je O = 1, jedini¢na matrica reda 4, koja se
uklapa u oblik od ©.

Ako je ¢ 0, onda je y, = 1 — ¢* =y,, pa relacija (27) pokazuje da je g = —c. Tada je

pa jo§ treba osigurati da je —c = 0. To se postiZe tako da se zadnji redak i stupac od O, odnosno
zadnji stupac od U,, i od V,, pomnoZi sa —sign(c).

4.3 Q,, je reda tri

Taj sluCaj moze se svesti na prethodni koriStenjem transformacije sli¢nosti sa specijalnom
permutacijom. Ipak, zbog cjelovitosti prikaza i zbog koriStenja $to manjeg obujma iz teorije matrica,
nacinit ¢emo cjelovitu analizu.

IzraCunajmo singularnu dekompoziciju podmatrice Q,,, Q,, = U,,I',V|,* 1 sagradimo ortogonalne

matrice
U 0 V.0
U= . iov=
{0 31gn(q44)} ! |:0 1}

Mnozenjem se dobije

Q:UTQV: U111Q11V11 U11TQ12 _ 1:1 Q12
51gn(q44)Q21 |(I44| Q21 |Q44|

07y 0|b V1>722V320, 31
00pcl” yp=0. )

Pritom je y, = |q,,| jedina singularna vrijednost od Q,,, dok su y,, y, 1y, singularne vrijednosti od Q.
Ortogonalnost matrice Q daje relacije

y12 + 612 = 1= y12 + 62 (32)
pt b= 1 =y S (33)
pPre= 1=yt (34)
YRR +A= 1 =p2+ e +fi+ g (35)
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rnetya= 0=y atye

y2f+y4b: 0 :yzb+y4f

P38t r,c= 0=pctyg (36)
ab= 0 =ef (37)
ac= 0 =eg (38)
bc= 0 =fg (39)

Prvo pokazimo da mora biti @ = 0. Kad bi bilo a # 0, tada bi zbog relacija (37) 1 (38) moralo vrijediti
b=0=c, a onda bi zbog (33) i (34) bilo y,=1=7y,. Budud¢i da je zbog (32) y, = y1 —a® <1, dobili
bismo kontradikciju s pretpostavkom (31) dajey, =y, = 7.

Buduci da je a = 0, mora po relaciji (32) biti y, = 1, a onda takoder 1 e = 0. Relacija (39) pokazuje da
mora biti b= 0 ili ¢ = 0. Zbog relacije y, = y, irelacija (33), (34), mora svakako biti b = 0.

Ako je i ¢ =0, onda relacije (33) i (34) pokazuju daje O =1 , jedini¢na matrica reda 4 koja se uklapa
u oblik od @®.

Ako je ¢ + 0, onda je y, = 1 — ¢2 =y,, pa relacija (36) pokazuje da je g = —c. Tada je

pa jo§ treba osigurati da je —c > 0. To se postize tako da se zadnji redak i stupac od O te zadnji
stupac od U,, 1 od V' pomnoZe sa —sign(c).

S. Jedna primjena CS dekompozicije

Iz teorije matrica poznato je da se svaka simetricna matrica 4 reda n moze prikazati u obliku
A= QAQr, pri Cemu je Q ortogonalna matrica, a A = diag(4,,...,4,) dijagonalna matrica.

Stupci matrice Q €ine ortonormiran sistem vlastitih vektora, a dijagonalni elementi 4,,...,4, matrice A

su vlastite vrijednosti od 4. Takav rastav zove se spektralni rastav (ili dekompozicija) simetri¢ne
matrice. Zbog A = Q'4Q, kaze se da A nastaje iz A transformacijom slicnosti pomocu matrice Q.

Za potrebe ubrzavanja tzv. dijagonalizacijskih metoda za raCunanje spektralnog rastava simetri¢ne
matrice reda n, javlja se problem S§to tocnijeg 1 brZzeg racunanja spektralnih rastava simetricnih
matrica malih dimenzija. Ovdje ¢emo pokazati kako nas CS dekompozicija ortogonalnih matrica
dimenzija 3 i 4 upucuje na smjer u kojem treba nastaviti istrazivanje, za nalazenje $to efikasnijeg i
tocnijeg algoritma za simetri¢ne matrice reda 3 i 4.
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5.1. Dijagonalizacija simetri¢ne matrice reda 3

Neka je Q ortogonalna matrica reda 3. Tada su

T 0 . T
0- g“ glz - S 0 COSH‘_SmH Fut) 0 0,, jereda 2,
2 2 0 1=+ JL 0 sin@| cosb 0 | =1
O | 91, +1 0 cos 6 | 0—sin6 11 0 .
0- 0,10, | 0]U 0j1 1 0 0 V. 0, jereda 1,
2 2 22| sin@ | 0 cos® 22

njene CS dekompozicije. Vidimo da se svaka ortogonalna matrica Q reda 3 moZe prikazati kao
produkt od tri ravninske rotacije. Prvi red zadnje relacije pokazuje da je

0= (D1R12(V/1)R23(V/2)R12(l//3)q)23 Y, = 0,

gdje su @, 1 @, dijagonalne matrice predznaka. Kako @, ne utjeCe na dijagonalizaciju jer je
®,D®, = D za svaku dijagonalnu matricu D, problem se svodi na traZenje Sto efikasnijeg 1 toCnijeg
algoritma za raCunanje kutova v/, v, 1 y;.

Drugi red iste relacije pokazuje da Q mozemo traziti u obliku
O = O Ry (R 3(12) Ry (w3) D,

Dakle, trazena ortogonalna matrica moze se prikazati u obliku triju ravninskih rotacija (i jedne
dijagonalne matrice predznaka). Drugim rije¢ima, simetri¢na matrica reda 3 moze se dijagonalizirati
koriStenjem samo triju rotacija. Pritom o rotacijama znamo u kojem redoslijedu 1 u kojim ravninama
rotiraju, ali ne znamo jednostavno izracunati kutove. Nalazenje efikasnog algoritma za brzo i tocno
raCunanje tih kutova na racunalima zanimljiv je istrazivacki problem.

5.2. Dijagonalizacija simetri¢ne matrice reda 4

Ovdje ¢emo na sli¢an nacin pokazati da se simetri¢na matrica reda 4 moze dijagonalizirati pomocu 6
rotacija i o rotacijama znamo sve (u kojem redoslijedu i u kojim ravninama rotiraju) osim kutova.
Promatrat ¢emo samo slucaj kad je gornja vodeca podmatrica Q,, reda 2. Ostale particije, kad je O,

reda 1 ili 3, daju nepovoljniji krajnji rezultat, koji ukljucuje 8 rotacija, pa ih neCemo razmatrati.

Relacija (2) se za ortogonalnu matricu reda 4 moze zapisati kao

€ =S 0 0[S O]7S3 0]]|C7S 0 0 |«
0=0, s; ¢ | 00 0 ¢yl 0-s,0[s5¢5] 00 o,

0 0| ~S|[%3 0 ¢ O 0 0] % ¢

0 0fs, ¢ 0 s, 0¢y 0 0| s4 ¢

pri ¢emu je ¢, = cos v, s, =sin y, zai = 1,...,6. Ako su

ay Ap| 3 dyy

a,, a,| a,. a
12 Ay | Gy Ay . )
A= i Qtakvedaje 4=QAQ",
a3 Qx| d33 dyy

iy Gog| G3q Ayy
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tada @, 1 prve dvije rotacije "pripremaju teren" za sljedece dvije rotacije koje moraju "ponistiti" cijeli
blok koji ¢ine elementi a,,, a,,, a,; 1 a,,. Dakle prve 4 rotacije, transformacijama slinosti na A4,
trebaju pretvoriti te elemente u nulu. To mora biti tako, jer zadnje dvije rotacije ne mijenjaju normu
(korijen iz sume kvadrata elemenata) tog bloka. Pa ako on nije postao nul-matrica prije primjene
zadnjih dviju rotacija, 1 na kraju ¢e ostati takav, razli¢it od nul-matrice. Stoga, zadnje dvije rotacije
pretvaraju u nule elemente na pozicijama elemenata a,, i a,,. Zadnja dijagonalna matrica predznaka

®, nije potrebna iz gore spomenutih razloga.

U zaklju¢ku napominjemo da smo uz prikaz CS dekompozicije ortogonalnih matrica do reda 4,
otvorili 1 problem brzog racunanja spektralne dekompozicije simetri¢nih matrica reda 3 i 4. Pritom
smo dali upute o minimalnom broju i redoslijedu rotacija s obzirom na ravnine u kojima rotiraju.
Algoritam za direktno raCunanje pripadnih rotacijskih kutova . izazovan je istrazivacki problem.

Autori zahvaljuju anonimnim recenzentima na korisnim primjedbama koje su poboljsale kvalitetu
ovog rada.
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