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Obujam rotacijskog tijela

The Volume of a Solid of Revolution Obujam rotacijskog tijela

ABSTRACT SAZETAK

In this paper we present classical methods (disk and shell U ovom ¢&lanku su opisane klasi¢ne metode diska i ljuske
integration) to compute the volume of a solid of revolu- za ralunanje volumena rotacijskih tijela. Takoder je na-
tion. We also give a method to compute the volume of vedena metoda za radunanje volumena rotacijskih tijela
a solid of revolution as a double integral. In the end we pomocu dvostrukog integrala, te Guldin-Pappusov pou&ak
show how Guldin-Pappus’ theorem follows from the third kao neposredna posljedica te metode.

method.
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1 Uvod y
. . . Lo o S0
RacCunanje obujma rotacijskog tijela je uobic¢ajenatema k
ja se pojavljuje u kolegijima iz matematike na preddiplom-
skoj razini studiranja [1]. UdZzbenici obicno sadrzejdvi
klasicne metode izvoda formula za raCunanje obujma rota-
cijskog tijela:

e metodu ljuske, gdje se tijelo podijeli vertikalno na 1)
tanke koncentri¢ne ljuske oko osi vrtnje,

e metodu diska, koja se sastoji u djeljenju tijela hori- ¢ °

zontalno na tanke slojeve okomite na os vrtnje. Slika 1: Podruje omeeno funkcijama f(x) i f2(x)

. . : - izmediaib

Metodu odabiremo prema nacinu zadavanja podrucja ko-

je rotira i prema izboru osi rotacije o temu €e biti govora Za svaku toCkur (x,y) € Q x-koordinata predstavlja uda-

nesto kasnije. U ovom Clanku su opisane metode ljuske iljenost tockeTl od osi rotacijey. Oznacimo §/(Q,y) obu-

diska, a takodr i metoda racunanja volumena rotacijskog jam tijela dobivenog rotacijom podruc§aoko osiy. Oda-

tijela pomocu dvostrukog integrala. Metode diska i ljuske beremo odréehix € [a,b]. Promotrimo vertikalnu trakicu

se mogu izvesti iz spomenutog dvostrukog integrala ko- koja se prostire od donjeg do gornjeg ruba |RaSirine

ristenjem Fubinijevog teorema. Direktna posliedica dvos dx kao na slici 1. Kada vertikalna trakica rotira oko osi

trukog integrala za racunanje volumena rotacijskogaijel Y, dobivamo vertikalnu cilindricnu ljusku pribliznog opu

je i Guldin-Pappusov poutak. Svi rezultati su bez gubitka ma 2x( f2(x) — f1(x))dx. Zbrajanjem obujama ljusaka za

opcenitosti prikazani za slu¢aj rotacije oko gsi svex € [a, b] dobivamo priblizni obujam rotacijskog tije-
la. Prelaskom na limes, kada Sirina trakice tezi prema nul
zbroj prelazi u integral

2 Klasi¢ne metode

b

_ o . v@Qy) = / 21X( f2(%) — F1(x))lx,
Izvedimo formulu za raCunanje obujma rotacijskog tijela a
metodom ljuske. Promotrimo podrudkkoje je omeéno koji predstavlja to€nu vrijednost obujma rotacijsko@!gj
neprekidnim funkcijamg= f1(x) i y= fa(x) izmethix=a dobivenu metodom ljuske (detaljnije obrazloZenje pogle-
i x= b kao u primjeru na slici 1. dajte u [1], tocka 7.5.2, stranica 318).
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Sada ¢emo izvesti formulu za racunanje obujma rotacij-
skog tijela metodom diska. Pretpostavimo da je podrucje
Q ometeno funkcijama = gi(y) i x=gz(y) izmetby=c

i y=d kao u primjeru na slici 2.

y
dt

8,0 8()

Slika 2: Podrutje omeéno funkcijama gly) i ga(y)
izmedicid

Fiksiramoy € [c,d] i promotrimo vodoravnu trakicu duz

lika Q visine dy kao na slici 2. Kada trakica rotira oko osi

y, dobivamo vodoravni disk pribliznog obujnrggs(y) —

g2(y))dy. Zbrajanjem obujama svih diskova gae [c,d]

dobivamo priblizni obujam rotacijskog tijela. Prelaskom

na limes, kada visina vodoravne trakice tezi prema nuli,
zbroj postaje integral

d
V(@) = [ @) -Gy
koji predstavlja to€nu vrijednost obujma rotacijskog+ij

la dobivenu metodom diska (detaljnije obrazloZenje pogle
dajte u [1], tocka 7.5.2, stranica 318).

3 Obujam kao dvostruki integral

Neka jeQ zatvoreno podrucje koje se nalazi u ravragi 0
i ne sijeCe 0y, kao na slici 3.

y

Slika 3: Zatvoreno podrgje Q koje rotiramo oko osi y.

Kada lik Q rotiramo oko osly dobivamo rotacijsko tijelo
prikazano na slici 4.
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Slika 4: Rotacijsko tijelo nastalo rotacijom podgja Q
sa slike 3.

Izvedimo formulu za raCunanje obujma rotacijskog tijela
uz pomot dvostrukog integrala. Za svaku todki,y) €

Q, promotrimo sitni pravokutnik sa srediStem u to€kpo-
vrSine 5. Kada pustimo da pravokutnik rotira oko gsi
dobijemo prstenasti dio rotacijskog valjka obujna@s.
Zbroj svih takvih prstenastih dijelova daje pribliznu -vri
jednost obujma rotacijskog tijela. Ukoliko prijetho na
limes, kada povrSina pravokutnika teZi prema nuli, debij
mo formulu za obujam rotacijskog tijela pomoc¢u dvostru-
kog integrala:

V(Q,y) = //Q orxds (1)

Primijetimo da se opisane metode racunanja obujma ro-
tacijskog tijela odnose na slucajeve kada os rotacije
sijeCe likQ.

Postavlja se pitanje kako odrediti obujam rotacijskoddije
kada os rotacijg sijece likQ kao na slici 5.

P

Slika 5: Os rotacije y sijée podri&je Q.

U tom slucaju potrebno je rotirati lik koji se dobije kao
unija dijela podrucja s desne strane pskrcalne slike po-
drucja s lijeve strane ogikako je prikazano na slici 6.
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y e Prema formuli (1) obujam rotacijskog tijela mozemo iz-
racunati prelaskom na polarne koordinate na sljedeginna”

3 1
V(Q,y)://QZT[de: Zn/id(p/o r -rcospdr
1

s
3

n 1 31
=2n/3 coS(Pd‘P/ r2dr = 2msing| | = N (v34V2).
. 0 3lp 3

n
1

Prema tome, obujam rotacijskog tijela se u ovom primje-
ru izracuna nesto lakse pomocu dvostrukog integradmne
klasichom metodom ljuske.

Slika 6: Unija dijela podritja Q s desne strane osiy i Y

zrcalne slike dijela podrtja Q s lijeve strane
osiy.

Slika 8: Podrwtje omeeno jedinénom krinicom X +
y? = lipravcimay= v/3xiy= —x.

Slika 7: Rotacijsko tijelo koje nastaje rotacijom po-
drutja Q sa slike 5 oko osi y.

Primjer koji slijedi pokazuje da prikazani pristup racuojea
obujma pomocu dvostrukog integrala ima nekih prednosti
u odnosu na klasi¢ne metode. Naime, prilikom racunanja
dvostrukog integrala mozemo koristiti polarne koordinat

u kojima je odretvanje integrala u nekim slucajevima je-
dnostavnije nego u Kartezijevim koordinatama.

Neka je Q podrucje u ravnini omeasho jedinicnom
kruznicomx? 4+ y? = 1 i pravcimay = v/3x i y = —x kao

na slici 8. Izracunajmo, Kkoriste€i integrale, obujaneltj ] i i . ) B
dobivenog rotacijom podrugj@ oko osiy. Slika 9: Rotacijsko tijelo koje nastaje rotacijom po-

o Koriste€i metodu ljuske dobijemo sljedecu formulu za drutja sa slike 8 oko osiy.
obujam rotacijskog tijela

4 Izvod klasiéninh metoda

5 a
V(Qy) = /0 2m(V/3x+ x)dx+/l 21(v/1—x%+x)dx Sada temo pokazati kako mozemo dobiti klasitne metode
2 diska i ljuske iz formule (1).
1 Promotrimo najprije podrucj€ koje je omeeno nepre-
+/ﬁ 21m(2y/ 1 — x2)dx. kidnim funkcijamay = f1(x) i y = f2(x) izmeth x=a i
a x = b kao u primjeru na slici 1. Prema Fubinijevom te-

« Prema metodi diska trazeni obujam se ratuna po formulio"eému dvostrukiintegral= [, 2mxdSmozemo izracunati
pomocu jednostrukih integrala na sljedeti nacin

vy - [, -y B n(l—yz—y—;)dy. = () amay ac [ am( - a00jo

1(X)
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Sto predstavlja dobro poznatu formulu koja se dobije me- Sada iz formule (1) slijedi:
todom ljuske.

Pretpostavimo sada_daje podruﬁj@meﬂano funk(_:ijama V(Q,y) = // 2TXdS = 2n// XdS= 2mxc D,
Xx=01(y) i x=02(y) izmetlhy=ci y=d kao u primjeru Q Q

na slici 2. | u ovom slucaju, koriste€i Fubinijev teorem, o . . L
svedemo dvostruki integraina formulu pri cemu smo Koristili linearnost integrala i definiciju

tezista.
d g2(y) d ,
= / (/ 2T[de) dy = / T(g3(y) — g1(y))dy,
c g1(y) c

koja odgovara metodi diska.

Sada se postavlja pitanje zbog €ega su klasiche metodé/etoda odrétvanja obujma rotacijskog tijela pomocu
za raCtunanje obujma rotacijskog tijela u sustini jednake dvostrukog integrala je zanimljiva ne samo s matema-
iako su na prvi pogled geometrijski posve razlicite. Od- tickog, nego i sa stanovista metodike nastave. Ponovimo
govor na spomenuto pitanje je vrlo jednostavan. Naime, neke od prednosti opisane metode:

koriste€i formulu/f, 2rxdS zapravo zbrajamo obujme pr-
stenastih dijelova rotacijskog valjka dobivene rotiramje
pravokutnika sa sredistemTux, y) povrsine & oko y-osi.
Zbrajanje svih obujama moZzemo provoditi na dva razlicita

6 Zakljucak

e Metoda predstavlja pooptenje metode diska, metode
ljuske i Guldin-Pappusovog poucka. Svi navedeni
rezultati slijede neposredno iz formule (1).

nacina:

o Odaberemo odrethi x = Xo. Zbrajanjem obujama prste- e Primjena tehnika ratunanja dvostrukog integrala,
nastih dijelova rotacuskpg valjka koji odgpvaraju to_oka kao 3to je prelazak na polarne koordinate, u nekim
(X0,y) za svey takve da je(xo,y) € Q, dobijemo vertikal- slu¢ajevima pojednostavljuje postupak ratunanja.

nu cilindri¢nu ljusku. Sada treba samo zbroijiti obujme tih

ljusaka da bismo dobili priblizni obujam rotacijskog tge o Odabir klasicne metode za raéunanje obujma rotacij-
Opisani postupak zapravo predstavlja metodu ljuske. skog tijela ovisi 0 obliku tiiela. Za primjenu meto-

 Neka jey = yp fiksan. Zbroj obujama prstenastih dije- de odreianja obujma pomocu dvostrukog integrala
lova rotacijskog valjka koji odgovaraju tockanayp) za oblik tijela nije bitan.

svex takve da je(x,yo) € Q predstavlja vodoravni disk.

Sada zbrojimo obujme svih takvih diskova da bismo dobili

priblizni obujam rotacijskog tijela. Opisani postupaleni

nidta drugo nego metoda diska.

Dakle, dvije klasitne metode slijede iz dvostrukog inte- Literatura

grala tako da se prstenasti dijelovi rotacijskog valjkig, ¢

obujmi se zbrajaju, pazljivo posloze na odgovaraju€ina [1] T. DosSLIC, N. SANDRIC, Matematika ] interna
skripta Gra@vinskog fakulteta SveuciliSta u Zagrebu

5 Guldin-Pappusov poutak [2] P. AvOR, Matemattka analiza 1 Element, Zagreb,

Promotrimo zatvoreno podruce u ravniniz = 0 koje ne 2001.

sijeCe osy kao na slici 3. Oznacimo sateziSte podrucja

Q, a s povrsinu 0dQ. Uz navedene oznake, Guldin-
Pappusov poucak u klasitcnom obliku kaze da je obujam
rotacijskog tijela dobivenog rotacijom podru&proko osi

y dan formulom:

[3] P. AvOR, Matemattka analiza 2 Element, Zagreb,
2002.

[4] J. MARTIN-MORALES, A. M. OLLER-MARCEN,
Volumes of Solids of Revolution. A Unified Appro-
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gdje jexc apscisa tezist& podrucjaQ. Drugim rijeCima,
obujam torusa koji se dobije rotacijom podruflako osi
y je jednak obujmu cilindra osnovid@ i visine 2rxc. Tatjana Slijeptevié-Manger
Izvedimo sada Guldin-Pappusov poucak koriste€i dvestru ¢ mail: tmanger@grad.hr

ki integral za racunanje obujma rotacijskog tijela. Fifisj

mo se da se koordinate tezi€éxc, yc) lika Q povrsinen Gradevinski fakultet, Sveuciliste u Zagrebu

racunaju prema formulama Fra Andrije Kati¢a-Mio%ica 26, 10000 Zagreb
_ JJgxdS _ JlqydS

Xc = P Yc = P
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