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Strojna pogreska kod izracunavanja vrijednosti
funkcije

PETAR TALER*

Sazetak. U clanku se promatraju problemi koji nastaju prilikom izrac¢unavanja
vrijednosti nekih funkcija u aritmetici s pomicnim zarezom. Analizirano je neko-
liko karakteristi¢nih primjera i dan postupak kako umanjiti pogreske koje nastaju
prilikom izra¢unavanja vrijednosti funkcija.

Kljuéne rijeéi: pogreske, vrijednosti funkcije, aritmetika s pomi¢nim zarezom.

Computer error in calculating function value

Abstract. Problems arising when calculating values of some floating-point arith-
metic functions are considered in this paper. Several typical examples are analyzed
and the procedure is given on how to reduce errors arising in the calculation of
function values.

Key words: errors, function values, floating point arithmetic.

1. Uvod

Brojevi se u racunalu zapisuju u unaprijed zadanom formatu koji propisuje koliko
se binarnih znamenaka (bitova) koristi za prikaz broja i kako se one interpretiraju.
Stoga se u ra¢unalu moze prikazati samo konacan podskup skupa cijelih odnosno
realnih brojeva. Ako je za prikaz cijelog broja rezervirano n bitova, onda je na taj
nac¢in moguce prikazati ili sve pozitivne cijele brojeve od 0 do 2™ — 1 ili pozitivne
i negativne cijele brojeve npr. od —2"~! do 2*~! — 1. Brojevi izvan tih intervala
nisu prikazivi u racunalu.

Prikaz realnih brojeva u rac¢unalu predstavlja slozeniji problem. Oni se mogu
prikazati kao brojevi s fiksnom tockom ili kao brojevi s pomicnom tockom. Drugi
na¢in je prihvacdeniji i u nastavku éemo ga podrazumijevati. Pri tome posebnu
paznju treba obratiti na racunske operacije nad brojevima s pomi¢nom tockom, jer
se kod njih mogu pojaviti neke neocekivane pogreske.

Primjer 1. Promotrimo izradunavanje vrijednosti funkcije f : R\{0} — R

1 —cos(x)

fla) = ——— (1)

X
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u okolini nule uz pretpostavku da se racunanje odvija na racunalu koje radi sa 7
znacajnih znamenksi.

Za xo = 5.4 x 10~* zaokruzivanjem na 7 znacajnih znamenki izra¢unajmo vri-
jednost funkcije f. Imamo:

cos xo = 0.9999999,
1 — cosxg = 0.0000001,

1—cos 10~"7 ~
flwo) = =33 = go1ex10-7 ~ 0-343.
Kako je lim, ¢ f(z) = 0.5, primjeéujemo da smo strojnim ra¢unanjem do-

bili rezultat koji nema niti jednu to¢nu decimalu. Zbog cega je doslo do tolike
netocnosti? Da bismo mogli odgovoriti na ovo pitanje, moramo znati kako racunala
rade s realnim brojevima.

2. Prikaz realnih brojeva u racunalu

Racunalo je stroj koji radi s odredenim (kona¢nim) brojem znamenaka i kao takvo
ne moze realne brojeve egzaktno prikazati. Brojeve zapisane u racunalu nazivamo
strojnim brojevima. Definiranje skupa strojnih brojeva pocinje odabirom baze b
brojevnog sustava i broja znamenki ¢ koje ¢e se koristiti za reprezentaciju brojeva.
Odabirom brojeva b i t, strojni broj se definira kao

Z1 zZ2 Zt—1
s =dz0.2120 - 2—1 - b = £(20 + " + 5 + -+ bi_l)-be7 (2)
gdje su (2, ..., 2—1) znamenke strojnog broja iz skupa {0,1,...,b — 1}, a ekspo-

nent e cijeli broj iz segmenta [emin, €maz]. DIio 29.2122 - - - 2¢—1 nazivamo mantisa
strojnog broja i kazemo da je ona normalizirana ako je zy # 0. Dakle, prikaz stro-
jnog broja potpuno je odreden Getvorkom parametara (b, t, €min, €maz). Vedina
danasnjih ra¢unala koristi binarni brojevni sustav (b = 2) i u nastavku ¢emo po-
drazumijevati upotrebu tog sustava.

Da bismo spremili normalizirani broj u ra¢unalo, podijelimo memorijsku rije¢
u tri dijela — polja. Kod 32-bitnih rac¢unala, rije¢ obi¢no ima 32 bita (tip podatka
singlel), pa éemo podjelu izvrsiti na sljedeéi nacin: 1 bit za predznak, 8 bitova za
eksponent i 23 bita za mantisu. Bit za predznak je 0 ako je broj pozitivan, a 1 ako
je broj negativan. Polje za eksponent ima 8 bitova i smjesta se s pomakom od —127.
Tako primjerice pohranjena vrijednost 1 znac¢i da je eksponent 1 —127 = —126, dok
pohranjena vrijednost 200 daje eksponent 200 — 127 = 73. Bududéi su najmanji i
najveéi eksponent rezervirani za posebnu upotrebu, ovim nac¢inom mozemo dobiti
eksponente izmedu —126 i 127. Preostala 23 bita koriste se za smjestaj decimalnog
dijela mantise, jer je kod normaliziranih binarnih brojeva uvijek by = 1, pa ga nema
potrebe spremati.

Pogledajmo sada koji je najveéi, odnosno najmanji broj koji se na ovaj nacin
moze zapisati u racunalo. Najveéi eksponent je 127, pa uzimanjem svih binarnih
znamenki mantise jednakih 1 dobijemo najveé¢u vrijednost:

(14271 272 4. 4 2723) x 2127 = (2 — 2723) x 2127 ~ 3.4028 x 10,

ljedan od tipova podataka u IEEE standardu, vidi primjerice [6]
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Najmanji pozitivni cijeli broj dobijemo ako uzmemo z; = 20 = -+ = 23 = 0 i
najmanji eksponent, —126. Dobivena vrijednost je

(140-27140-2724...40-2723) x 27126 = 27126 1 1 1755 x 10738,

3. Algoritam za pohranjivanje realnih brojeva u racunalo

Neka je zadan realni broj x = x.+ x,, pri cemu je x. cijeli dio broja, a x, decimalni
dio, takav da je 0 < x, < 1. Izradimo algoritam koji ra¢una binarnu reprezentaciju
brojeva z. i z,. Koristit ¢emo operaciju div za cjelobrojno dijeljenje, mod za
dobivanje ostatka kod cjelobrojnog dijeljenja i int za zaokruzivanje realnog broja
do cijelog broja u smjeru nule. Sa 4, 0znacit éemo najvecéi dopusteni broj binarnih
znamenaka u binarnoj mantisi.

Algoritam 1.

y=x_c
k=-1
ponavljati
k=k+1
a(k)=mod (y,2)
y=div(y,2)
sve dok je y<>0
Z=X_T
1=0
ponavljati
1=1+1
ZZ=2%Z
b(1)=int(zz)
z=zz-b (1)
sve dok je z<>0 i 1<=1_max

Pri tome su a(k) binarne znamenke cjelobrojnog dijela x., a b(1) binarne zna-
menke decimalnog dijela z, broja x.
Primjer 2. Upotrijebimo Algoritam 1 da bi izracunali binarnu reprezentaciju
brojeva a) 8.25 i b) 26.1 uz lpa. = 10.
a)
r=82=z.=8,z, =0.25

ETol1]2]3 Zzl 015 ?
a(k) [0]0]0]|1 :

I(2(1]0 b)) | 0 |1

y 20510

z = (1000.01),.

r=26.1=2z.,=26,z,=0.1
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2]/ 02]04]08]06|02]04]08]|06]|02]04

= (11010.0001100110)a.

Primijetimo da je u slu¢aju a) ponavljati - dok je petlja za ra¢unanje decimalnog
dijela prekinuta zbog ispunjenja uvjeta z = 0, dok je u slucaju b) doslo do ispun-
jenja uvjeta | > lq.. Dakle, u sluéaju b) broj se ne moze predstaviti sa zadanim
maksimalnim brojem binarnih znamenaka.

Ako se realni broj  moze bez greske pohraniti u ra¢unalu, nazivamo ga egza-
ktno reprezentabilnim. Ako broj nije egzaktno reprezentabilan, on se prije
pohranjivanja u rac¢unalo mora zaokruziti. Kao $to smo pokazali, broj (26.1)10
nije egzaktno reprezentabilan jer je?

(26.1)10 = (11010.00011)s.
Nakon normalizacije dobije se
z = (1.101000011) x 2*.

Bududi koristimo mantisu duljine 23 bita, broj se zaokruzuje na 23 znamenke iza
decimalne tocke i sprema u prostor za mantisu, pa je reprezentacija tog broja u
rac¢unalu

#=1.1010000110011001100110 x 2*.

4. Pogreska aproksimacije i strojni epsilon

Apsolutna pogreska aproksimacije realnog broja x strojnim brojem % definira se
kao AZ := |z — Z|, dok se relativna pogreska definira s

0L = |z — 2]

||

U radu s normaliziranim strojnim brojevima pogresku aproksimacije je prirod-
no mjeriti u jedinicama na posljednjem mjestu - (engl. units in the last place —
ulp). Ako je primjerica zadana baza b = 10 i ¢ = 3 znamenke u mantisi, te ako
je rezultat raéunanja u tom sustavu jednak & = 3.14 x 1072, dok je to¢an rezultat
x =0.0312 = 3.12 x 1072, reéi ¢emo da je ucinjena pogreska od 2 ulp-a.

2oznakom ™ "“ ogradujemo dio decimalnog broja koji se ponavlja u beskonaénost, primjerice

1.2345 = 1.2345345345. . .
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Ukoliko je rezultat racunanja strojnog broja najblizi to¢nom rezultatu, ocito je
da je apsolutna pogreska aproksimacije najvise 1/2 ulp-a. Relativna pogreska koja
odgovara apsolutnoj pogresci od 1/2 ulp-a naziva se strojni epsilon i iznosi

1o
6—2ﬂ .

Uoc¢imo da u binarnom sustavu (8 = 2) vrijedi

e=2""

5. Aritmeticke operacije sa strojnim brojevima

Aritmeticke operacije u sustavu strojnih brojeva vrse se s kona¢nim brojem zna-
menaka. Kod operacija zbrajanja i oduzimanja dvaju normaliziranih brojeva s
razli¢itim eksponentima potrebno je najprije poravnati eksponente operanada, a
zatim izvrsiti operaciju nad mantisama, koristeéi ogranicen broj znamenaka. Tako
se manjem broju eksponent poveca, a decimalni zarez mu se pomakne udesno. Pri
tome se nepovratno izgubi onoliko znamenaka koliko mjesta se pomaknuo decimalni
zarez. Taj gubitak predstavlja opasan izvor greSaka pri zbrajanju i oduzimanju.
Ilustrirajmo to na primjeru zbrajanja brojeva z = 1.32 x 10* i y = 9.15 x 10*
u sustavu s ¢ = 3 znamenke u mantisi i bazom § = 10. Tocan zbroj je z +y =
1.32915 x 10* koji ispravno zaokruzen na 3 znamenke daje 1.33 x 10%. Pogledajmo
§to se dogada kod strojnog zbrajanja tih brojeva u troznamenkastoj aritmetici s
pomi¢nom tockom:
1.32000 x 10*
+ 0.00915 x 10*
1.32000 x 10*

Pri tome su izgubljene sve znamenke drugog pribrojnika i nastala je relativna
pogreska od priblizno 1.38e.

Vratimo se sada na problem iz Primjera 1. Vrijednost coszg = 0.9999999 ima
sve to¢ne znamenke, no problem je $to 1 — cos(zp) = 0.0000001 u 7-znamenkastoj
aritmetici s pomi¢nom tockom ima samo jednu znacajnu znamenku. Oduzimanje
1 — cos(xg) je egzaktno, ali to oduzimanje proizvodi rezultat koji je veli¢ine kao i
pogreska u cos(zg). Drugim rije¢ima, oduzimanje podize znacaj prethodne greske.

Ovaj problem mozemo eliminirati tako da upotrijebivsi formulu

Lo X
1—cosx = 2sm2§

izraz (1) transformiramo u

2
:251115

f(z)

Kada na racunalu izracunamo f(5.4 x 10~%) pomoéu ove transformirane formule,
dobit éemo 0.5, §to je toc¢an rezultat na 7 znacajnih znamenki.
Primjer 3. Promotrimo rjeSavanje kvadratne jednadzbe

x2

ar® +bx+c=0, a#0, (3)
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ako je b2 > dac (njena diskriminanta je puno veéa od nule).
Postoje dva rjesenja jednadzbe:

—b+ Vb2 — 4ac

Y (4)

T1,2 =
Pretpostavimo najprije da je b > 0. Buduéi da vrijedi b?> > 4ac, imat éemo
Vb2 —4ac = b, pa se prilikom izraCunavanja po apsolutnoj vrijednosti manjeg
rjesenja (izbor predznaka “+”) iz formule (4) dobiva rjesenje 1 = 0. Ovaj prob-
lem mozemo eliminirati tako da najprije izra¢unamo po apsolutnoj vrijednosti veée
rjeSenje primjenom formule

. —(b+ Vb2 — dac)
1= .
2a

Drugo rjesenje dobije se iz Vieteove formule

C
€Tl -T2 = —,
a

1 iznosi
c

(®)

To = .
a- Ty

Sve prethodno navedeno moze se provjeriti na rjesavanju jednadzbe
22 41000z + 0.1 =0 (6)

na rac¢unalu sa 7 znacajnih znamenaka. Ako sa & i To ozna¢imo strojne brojeve koji
reprezentiraju vrijednosti rjesenja jednadzbe (6), izborom predznaka “+” u formuli
(4) dobiva se

- —1000 + /1000000 — 0.4  —1000 4 1000 0
€T = = =
! 2 2
Ako najprije izraGunamo po apsolutnoj vrijednosti veée rjesenje, a potom to rjesenje
uvrstimo u formulu (5), dobiva se

- —1000—/TO00000—04 _ —1000—
5y = —L000=VIOOO00004 _ —1000-1000 _ ()0,

1 = %55 = 0.0001,

IS X

§to su tocna rjeSenja na 7 znacajnih znamenaka.

Sami proanalizirajte slu¢aj b < 0 u jednadzbi (4).

Primjer 4. Promotrimo rjeSavanje Heronove formule za izracunavanje povrsine
trokuta

P=./s(s—a)(s—b)(s—c), gdjejes=tbtc (7)
u sluéaju a ~ b > c. (8)

Iz uvjeta (8) slijedi s = a = b i zbog toga dolazi do nekontroliranog ponistava-
nja nekih medurezultata u izrazu (7). Kako bi bolje razumjeli ovaj problem sa s



STROJNA POGRESKA KOD IZRACUNAVANJA VRIJEDNOSTI FUNKCIJE 113

ozna¢imo pravu vrijednost poluzbroja opsega trokuta (a + b+ ¢)/2, a sa § strojni
broj koji reprezentatira tu vrijednost. Tada vrijedi

5§=s(149)

pri ¢emu je § relativna pogreska za 5. Veli¢inu § — @ mozemo zapisati u obliku

S—a=s—a+s-0=(s—a)(l+461), 6o = i 9,

s—a

Sto znaci da je relativna pogreska d; u veli¢ini s — a postala —*— puta veca od
vrijednosti pogreske 6 u 5. Ako je s —a puno manji od s, onda je —*- veliki broj,
pa relativna pogreska §; postaje jako velika.

Ovaj problem moze se eliminirati oznacavanjem stranica trokuta tako da vrijedi

a > b > c. Naime, ako u jednakosti

a+b+c=2-s

na lijevoj i desnoj strani redom oduzimamo: 2¢, 2a, 2b, dobivamo:

a+b—c=2-(s—¢)
b+c—a=2-(s—a)
ct+a—-b=2-(s—0).

Koristedi ove jednakosti, izraz (7) transformira se u

P:%\/(a—&—b—&—c)(b—i—c—a)(c+a—b)(a—|—b—c) (9)
i time se eliminira problem ponistavanja medurezultata.

Primjerice, za vrijednosti ¢ = 1000, b = 1000.001, ¢ = 0.002 imamo s =
1000.0015, a prava vrijednost povrsine trokuta iznosi P ~ 0.866. Racunajudéi sa
7 znacajnih znamenaka, formula (7) daje Py ~ 1.441, a formula (9) P; ~ 0.866.

Primjer 5. Razmotrimo izracunavanje vrijednosti funkcije f : R? — R

fla,y) =a* -y (10)

kada je x ~ y. Usporedimo pogreske koja nastaju prilikom izrac¢unavanja funkcije

(10) i funkcije

flz,y) =(x—y) (x+y). (11)

Ako sa € oznaCimo strojni epsilon, a sa Z i § strojne brojeve koji reprezentiraju
z iy znamo da je

+y

(x—y)(1+01), [01]<e
(x4+y)(1+68), |6 <e

=
<)
I

=

Tada imamo

f(@,9)=@-9) @+7) = [(z—y)(@+y)(L+)(1+02)](1+d3)
= (z—y)(x+y)(1+01)(1+d2)(1 + d3),
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pri ¢emu je O3 relativna pogreska mnozenja (Z — §) - (Z 4+ ¢). Stoga je ukupna
relativna pogreska:

(T -9 (@+7) — (@ —¢*)
22 — g2

= (1+6)1+0)(1+4d3)—1

81 4 02 + 03 + 0102 + 0103 + 0205 + 01205
3(e 4 €?) = 3¢(1 + €) (uz pretpostavku € ~ 0).

Q

S druge strane je
-i:x2(1+54), |(54|§€
g=y (1+0), |6 <e

=N

<

pa imamo
f(@,9)=(@-7) —(§-9) = [2*(1L+61) — y* (1 +8)](1 + &)
= [(@? = y*) (1 + 0a) + (34 — 85)y°](1 + J6),
pri ¢emu je d¢ relativna pogreska oduzimanja (Z - ) — (7 - §). Ukupna relativna
pogreska za ovaj slucaj iznosi

-39 — (@) _ B y?
(:CQ—yQ) —54+56+5456+(54 55)(1+56)x2_y2.

Kada je x ~ y, izraz mzyjyz postaje velik, pa zakljuéujemo da je formula (11)
pogodnija za strojno racunanje, buduéi da relativna pogreska kod nje ne ovisi o
vrijednosti koeficijenata.

Primjerice, ako uzmemo vrijednosti x = 7500001 i y = 7500000, tocna vrijednost
funkcije (10), odnosno (11) iznosi f(z,y) = 1.5000001x107. Ra¢unajuéi na ra¢unalu
sa 7 znacajnih znamenaka, formulom (10) dobije se fi(z,y) =2 x 107, a formulom
(11) f2(z,y) = 1.5 x 107, §to je tocan rezultat na 7 znac¢ajnih znamenaka.
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