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Dokazi nekih planimetrijskih ¢injenica
koordinatnom metodom

Ilija IliSevic*

Sazetak

U radu se razmatra primjena koordinatne metode u dokazu niza
zanimljivih tvrdnji iz planimetrije, te odredivanju skupova to¢aka rav-
nine koji zadovoljavaju odredeni uvjet.

Kljuéne rijeéi: koordinatna metoda, trokut

Proofs of some planimetric statements by means of
the coordinate method

Abstract

In this paper, the application of the coordinate method on solving
interesting statements in planimetry is considered. Determination of
the set of points in a plane satisfying certain conditions is also studied
by means of this method.

Keywords: coordinate method, triangle

Mnoge planimetrijske zada¢e moZemo rijesiti primjenom analiticke ge-
ometrije (tzv. koordinatnom metodom). Najprije se prisjetimo nekih ¢inje-
nica iz analiticke geometrije ravnine koje ¢e nam trebati pri rjeSavanju za-
dataka.
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. Udaljenost d to¢aka T1(x1,y1) i To(x2,y2) je

d=TiTa| = /(32— 312 + (2 — )2

. Ako to¢ka C(x,y) dijeli duzinu AB, A(x1,y1), B(x2,2), u omjeru A

tj. ako je |AC| = A|CB|, onda je
X1+ Axp y1+ Ay

B A A S

Ako je to¢ka C poloviste duzine AB, tadaje A = 1, paje

_ntx _nty
2 Y 2

. Koordinate tezista T(x, y) trokuta ABC, A(x1,y1), B(x2,¥2), C(x3,y3),

iznose
U0 T o Bt y= Vit+y2+ys

3 ’ 3

. Eksplicitni oblik jednadZzbe pravca:

y=kx+1

. Implicitni oblik jednadzbe pravca:

Ax+By+C=0, A24B2#0.

. JednadZba pravca koeficijenta k koji prolazi tockom T (x1,y1) :

y—y1 =k(x —xq).

. JednadZba pravca koji prolazi toc¢kama T; (x1,y1), T (x2, ¥2) :

y—1y = u(x_xl)_

X2 — X1

. Uvjet okomitosti pravaca p;...y =kix+1 i po...y=kxx+1p:

ki ky =—1.

. Udaljenost d to¢ke Ty (x1,y1) od pravca Ax + By + C = 0:

_ |A.‘)C1 + By +C‘

d
V A%+ B?
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10. Jednadzba kruznice k srediSta S(xo, yo) i polumjera r :

(x = x0)% + (y — yo)? = 1%,

11. Povrsina trokuta s vrthovima A(x1,y1), B(x2,y2), C(x3,y3):
P = %|x1(y2 —y3) +x2(ys —y1) +x3(y1 — v2)l.
12. Povrgina Cetverokuta s vrhovima A(xq,y1), B(x2,y2), C(x3,y3), D(x4, y4):
P = %|x1(y2 —ya) + x2(y3 — y1) + x3(ya — y2) + x4(y1 — y3)|.

13. Jednadzbe simetrala kutova izmedu pravaca Ajx + Bijy +C; = 01
Azx + By +Cy = 0su

Aix+ By +C i Axx + Boy + G

Sada ¢emo koordinatnu metodu primijeniti u dokazima nekih planime-
trijskih ¢injenica.

=0.

Zadatak 1. Sredistem S jednakostrani¢nog trokuta ABC povucen je proizvo-
ljan pravac. DokaZite da je zbroj kvadrata udaljenosti vrhova trokuta od tog
pravca jednak %Rz, gdje je R polumjer kruZnice opisane trokutu ABC.

Rjesenje. Uvedimo pravokutni koordinatni sustav xOy kao na Slici 1. Ako
duljinu stranice jednakostrani¢nog trokuta oznacimo sa 24, onda su koor-

dinate vrhova trokuta A(—a,0), B(a,0) i C(0,av/3), a sredista S(0, #)
JednadZzba pravca p koji prolazi tockom S je

y—¥=k(x—0),

odnosno

3kx — 3y +av3 =0.

Neka su M, P, Q redom nozista okomica povucenih iz vrhova C, A, B na
pravac p. Udaljenosti to¢aka A, B, C od pravca p su, redom,

| —3ak + a/3| |3ak + a+/3]| _ 2aV3

AP| = YoV
AP 3vkI+1 3vkZ+1 | | 3vkZ+1
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Q
M
o) B x
Slika 1.
paje
18a2k? + 1842
AP|*+ |BQJ? = =20

Kako u trokutu AOS vrijedi
R=at® %2 §. SR? = 222,
3 3 2
toje

|AP|*> + |BQ|* + |CM|* = %Rz.

Zadatak 2. DokaZite da je zbroj kvadrata udaljenosti proizvoljne tocke kruz-
nice od svih vrhova jednakostrani¢nog trokuta upisanog u tu kruZznicu kons-
tantna veli¢ina.

Rjesenje. Uvedimo pravokutni koordinatni sustav xOy tako da mu je is-
hodiste u sredistu kruznice k polumjera R, a na negativnom dijelu x-osi
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A

Yy

Slika 2.

lezi vrh C jednakostrani¢nog trokuta ABC upisanog u kruznicu k (Slika 2).
Tada vrhovi A, B, C trokuta ABC redom imaju koordinate

(5-4) (35) -vo

272 272
Neka proizvoljna tocka T na kruZnici k ima koordinate (x, y). Stoga vrijedi

24yt =R
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Zbrajanjem jednakosti
2 2
R RV3
2 _= -V
|ITA|* = (x 2) +<y+ > )
= x>+ — Rx+RV3y+R?

R

= x> +y*— Rx— RV3y +R?
ITC> = (x+R)Z?+y?
= 2*+y*+2Rx+R?,
dobivamo

ITA]> + |TBJ? + |TC|? = 3(x* + y?) + 3R? = 3R> + 3R? = 6R.

Zadatak 3. Dan je jednakostranican trokut ABC. Odredite skup svih tocaka
T ravnine za koje vrijedi

|TA|> +|TB|* = |TC|*.

Rjesenje. Neka je poloviste osnovice AB ishodiste pravokutnog koordinat-
nog sustava te neka x-os sadrzi osnovicu AB (Slika 3). Ako je a duljina
stranice trokuta, onda je

A<— ;o> B(Z,O), c(o,”‘f).

Neka tocka T koja zadovoljava dani uvjet ima koordinate (x, y). Tada imamo

2
ITAR = <x+;> +17

2 a? 2
= X tax+ 4y

2
ITB]? = (x—;> +12
2
= xzfax+%+y2,

2 2 ﬂ32
|ITCI© = x"+ Yy

2 2 3612
= X +y *ﬂ\@y+7,
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\/

Slika 3.

pa iz danog uvjeta dobivamo
av3\’
x4 <y+2> :az/

§to znadi da je traZeni skup tofaka kruZnica sa sredistem u S(0, —#) i
polumjera a.

Zadatak 4. Dan je pravokutan trokut ABC s duljinama kateta a i b i ku-
tom <BCA = 90°. Odredite skup svih to¢aka T ravnine za koje je |TA|? +
|TB|?> = 2|TC|*.

Rjesenje. Neka je u pravokutnom koordinatnom sustavu A(b,0), B(0,a),
C(0,0), T(x,y). Tada iz | TA|? + | TB|*> = 2|TC|? slijedi

(x =D +y*+x2+ (y—a)? =2(x* +y?),
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x? = 2bx + 0* + 9 + 2+ y* — 2ay + a® = 2x% + 2%,
odnosno
2bx 4 2ay — a® — b* = 0.

Dakle, trazeni skup to¢aka T ravnine je pravac ¢ija je jednadZzba 2bx 4 2ay —
2_ 32
a-— b~ =0.

Zadatak 5. Dokazite da je zbroj kvadrata udaljenosti tocke T, koja lezi na
promjeru neke kruznice, od krajeva proizvoljne tetive paralelne tom pro-
mjeru stalan.

RjeSenje. Smjestimo kruznicu polumjera r u pravokutni koordinatni sustav
xOy tako da je sredite kruZnice u ishodistu. Tada krajevi promjera AB
imaju koordinate A(—r,0), B(r,0). Neka je T(xt,0) to¢ka na promjeru AB
iC(xc,yc), D(xp,yc), gdjesu CiD krajevi tetive koja je paralelna promjeru

AB. Tadaje
ITCP+|TDP = ((xc —x1)* +yg) + ((xp — x1)* + )
xzc—Zxch+x2T+y2C+x2D—2xDxT+x2T+y2C
= (¢ +y&) + (xp +y&) + 237 — 2xcxr — 2pxT
= r2+r2+2x2T—2xT(xC+xD)

= 212 4 2x3 — 2x7(xc + xp). (1)

Tocke C i D su sjecista pravca CD i kruznice. Znaci da njihove koordinate
zadovoljavaju jednadzbe

y=vyc, ¥+y*=r

Rjesavanjem ovog sustava dobivamo x = +,/r2 — y2, pajexc = — /12 — y2,

axp =,/r*— y%. Slijedi xc 4+ xp = 0 odakle uvrstavanjem u (1) dobivamo

ITC> + |TD|? = 2(r* + x%).

Zadatak 6. U kvadrat ABCD upisana je kruznica. DokaZite da zbroj kva-
drata udaljenosti tocke kruznice od vrhova kvadrata ne ovisi o izboru tocke
na kruznici.
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Rjesenje. Neka je srediste kvadrata ABCD u ishodistu pravokutnog koor-
dinatnog sustava xOy i neka su stranice AB i CD paralelne x-osi. Ako je
duljina stranice kvadrata 24, tada je A(—a, —a), B(a, —a), C(a,a), D(—a,a),
ajednadzba kruznice x> +y? = a?. Neka je T(x, y) tocka na kruznici. Tada
je
ITA[> + |TB|* +|TCJ* + |TD|?
= (o’ +y+a)’) + (x-a)’+ (y+a)?)
+H((x=a) + y—a)) + ((x+a)* + (y—a)?)
= 4x% +4y? +8a% = 4(x* +y*) + 847
= 40 +8a° = 124°.

Zadatak 7. Oko kvadrata ABCD opisana je kruznica. DokaZite da zbroj
kvadrata udaljenosti tocke kruznice od vrhova kvadrata ne ovisi o izboru
tocke na kruZnici.

Rjesenje. Neka je srediste kvadrata ABCD u ishodistu pravokutnog koor-
dinatnog sustava xOy, neka je duljina stranice kvadrata a i neka su stranice
AB1iCD paralelne s x-osi. Tada je

a a a a a a a a
A(-33) B(z-3) <(G3) p(-33)
Kako za duljinu d dijagonale kvadrata vrijedi d> = 242, to je (%)2 = %, pa

jednadzba kruZnice opisane kvadratu glasi x? + y? = ”2—2 Neka tocka T na
kruznici ima koordinate (x,y). Tada je

|TA|> + |TB|* + |TC|* + |TD|?
= () ) (8 )
() (-3 )+ ((+3) + (-3))

2
= 4x2+4y2+8~% = 4(x® + %) + 24°

a2
— 4'?+2a2 = 442,
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Zadatak 8. Neka su duZine AB i CD osnovice trapeza ABCD ineka je tocka
M poloviste kraka AD. DokaZite da je povrsina trokuta MBC jednaka po-
lovini povrsine trapeza.

Rjesenje. Uvedimo pravokutni koordinatni sustav xOy tako da je vrh A
ishodiste koordinatnog sustava, a osnovica AB lezi na x-osi. Tada je

1 1
A(0,0), B(x,0), Clxc,yc), Dlxp.ye), M(3%0,5vc).

Odredimo povrsinu trapeza ABCD i povrsinu trokuta MBC :

P(ABCD) = %|o(0 —yc) +x(yc —0) +xc(yc —0) +xp(0 — yc)|
- %|x3yc + xcyc — xpycl-
P(MBC) = %‘%xD(O —yc) +xs (yc - %%) + xc(%yc - 0) ’
- %'1|XBF/C + xcyc — xpycl-

2
Dakle, P(MBC) = }P(ABCD).

Zadatak 9. Polovista dviju susjednih stranica kvadrata i vrh kvadrata koji
ne leZi na tim stranicama su vrhovi trokuta. Dokazite da je povrsina tako

dobivenog trokuta %‘2, gdje je a duljina stranice kvadrata.

Rjesenje. Neka su u pravokutnom koordinatnom sustavu xOy to¢ke A(0,0),
B(a,0), C(a,a), D(0,a) vrhovi kvadrata i neka su E i F redom polovista
stranica AB i AD tog kvadrata. Kako je E(§,0), F(0, %), toje

P(ECF) = %‘%(ﬂ—%)—i—d(%—O)—i—O(O—a)‘
_ 132 3
24 8

Zadatak 10. Neka tezi$nice AA; i BB trokuta ABC imaju jednake duljine.
Dokazite da je tada trokut ABC jednakokracan.

Rjesenje. Neka je u pravokutnom koordinatnom sustavu xOy,

A(0,0), B(XB,O), C(XC,yc).
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Tada je
Xp T Xc Yc *c Yc
Al( 2 ’2)’ Bl(z’z)’
paimamo
2 (XpFtxc  N\?, (¥c  )?
A _( 2 O)+<2 O)
1
= (G +2xpxc + g +y2),
x 2 2
ol = (5 -m) (5 0)
1
= (¢ —dxprc +4xg + ).

Kako je |AA;| = |BBy|, toje
x%; + 2xgxc + x% + yzc = x% —4xgxc + 4x% + y2c
odakle slijedi xp = 2x¢. Sada imamo
IBC> = (xc—x)*+ (yc —0)
= x% — 2xpxc + x4 +y%;

x2 —2-2xc - xc + (2xc)* + y&
= x% +y2C = |AC|2,

pa je trokut ABC jednakokra¢an s osnovicom AB.
Zadatak 11. Kvadrati ABCD i CEFG imaju tocku C zajednicku. DokaZite
da su teZidnice CK trokuta CBE i visina CL trokuta DCG kolinearne.

Rjesenje. Neka je u pravokutnom koordinatnom sustavu xOy tocka C u is-
hodistu, stranica CD leZi na negativnom dijelu x-osi, a stranica CB na nega-
tivnom dijelu y-osi (Slika 4). Tada ée tocke B, D, E redom imati koordinate

B(0,—a), D(—a,0), E(b,c),

gdje je a duljina stranice kvadrata ABCD, a brojevi b i ¢ takvi pozitivni
realni brojevi da je duljina stranice kvadrata GEFC jednaka v/b? + ¢2. Ako
je G = (xg,yc), tada iz okomitosti pravaca

CG...y:Z—zx i CE...y:Ex
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F Ay
L E
G
X
D C K
A B
Slika 4.
zaklju¢ujemo
e € _
XG b
odnosno .
Yo =—.%c
Iz |CG| = Vb2 + c2 dobivamo
b2 b2 +C2
P =GR =+ =+ it =
odakle slijedi x5 = —cjer je xg < 0. Konacno, y; = b istoga
G(—c, D).

Tocka K je poloviste duzine BE pa ima koordinate

b c—a
K (E’ 2 ) '
Koeficijenti smjera pravaca KC i DG su redom

a—c b
kke =——— kpc=_——_

94



DoxkAzi NEKIH PLANIMETRIJSKIH éIN]ENICA KOORDINATNOM METODOM

Kako je kxc - kpg = —1, to su pravci KC i DG okomiti $to znadi da visina
CL trokuta DCG leZi na pravcu KC.

Zadatak 12. Neka je dan trokut ABC. Na pravcu AB odabrana je tocka P
tako da je |BP| = | ABJ, na pravcu BC to¢ka Q tako da je |CQ| = |BC|ina
pravcu CA tocka R tako daje |AR| = |CA|. DokaZite da trokuti ABC i PQR
imaju zajednicko teZiste.

Rjesenje. Nekaje A(x1,y1), B(x2,2), C(x3,y3), P(x},v}), Q(x5, v5) i R(x5, y5).
Teziste T trokuta ABC ima koordinate

(X1+X2+X3 i +yz+y3)
3 ! 3 g

a teziste T’ trokuta PQR koordinate

(XHXHx’a y’1+y’z+y’s)
3 ! 3 ’

Kako je A poloviste duZine CR, to je

x3+xg y1:y3+yg

L 2

odakle je
Xy =2x1—x3, Y5 =2y1— Vs

Analogno dobivamo

X} =2x0—x1, Yy=242—vy1, xXb=2x3—2X2, VYh=2y3— 1>

Tada je
x+xp+xy (20 —x1) + (2x3 — ) + (23 — x3)
3 B 3
X1+ X2 + X3
3 7
ity tys 2 —wi)+ 2y —y2) + (251 — 1)
3 3
_ Ntptys
3 v

§to znadi da se tocke T i T’ podudaraju.

95



ILya ILiSEvIC

Df Y

Slika 5.

Zadatak 13. Nad katetama AC i BC pravokutnog trokuta ABC konstruirani
su (na vanjsku stranu) kvadrati ACDE i BGFC. Dokazite da se sjeciSte pra-
vaca AG i BE nalazi na visini CC; trokuta ABC.

Rjesenje. Neka su a i b duljine kateta trokuta ABC. Trokut smjestimo u pra-
vokutni koordinatni sustav (Slika 5) tako da njegovi vrhovi imaju koordi-
nate

A(b,0), B(0,a), C(0,0).

Tocke D, E, F i G, prema uvjetima zadatka, imaju koordinate
D(0,—b), E(b,—b), F(-a,0), G(—a,a).
JednadZba pravca AG glasi:

a - ab
a+b a+b’

a pravca BE :

y:—a—;;bx—l—a.

Sjeciste H pravaca AG i BE ima koordinate

a%b ab?
a2 4+ab+b%" a2 4+ab+0?)°
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JednadZzba pravca AB glasi:

_—EX‘I—Q
y_ b 4

pa je jednadzba pravca CCy :

y:Ex.

Vidimo da koordinate tocke H zadovoljavaju jednadzbu pravca CCy, pa H
lezi na pravcu CC;.

Zadatak 14. Dan je jednakostrani¢an trokut ABC. Na stranici AB odabrana
je tocka D, a na stranici BC to¢ka E tako daje |[AD| = 1|AB|i|BE| = 1|BC|.
Pravci AE i CD sijeku se u tocki P. Odredite mjeru kuta <BPC.

Slika 6.

Rjesenje. Neka je tocka A ishodiSte pravokutnog koordinatnog sustava,
tocka B na pozitivnom dijelu osi x, a tocka C u prvom kvadrantu (Slika
6). Tada je

A(0,0), B(a,0), c(i”‘f) D(%,O).

Iz uvjeta |BE| = 3|BC|, koji je ekvivalentan sa |BE| = }|EC|, dobivamo
p(52, 03
6" 6 )
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Odredimo jednadZbe pravaca AEiCD :

CD...y:3\/§x—a\/§.
Njihovo sjeciste P ima koordinate
p(32,av3
14" 14 )
Koeficijenti smjera pravaca PB i PC suredom

3
kpp = —%, kpc = 3V3.

Kako je
kpp - kpc = —§ :3v3 =1,

to su pravci PB i PC okomiti, pa je <BPC = 90°.

Zadatak 15. U jednakostrani¢nom trokutu ABC tocka D nalazi se na stranici
BC tako daje |BC| = 3|CD|. Neka je totka C; poloviste stranice AB. Pravac
AD sijee visinu CCy u to¢ki P. Dokazite da kruZnica sa sredistem u P i
polumjera |CP| dodiruje stranicu AB trokuta ABC.

Rjesenje. Smjestimo trokut ABC u pravokutni koordinatni sustav tako da
mu vrhovi imaju koordinate

A(—a,0), B(a,0), C(0,aV3),

gdje je 2a duljina stranice tog trokuta (Slika 7). Toc¢ka C; ima koordinate
(0,0). Iz uvjeta |BC| = 3|CD| slijedi |[BD| = 2|DC]|, pa tocka D ima koor-

dinate /3
a 2av3

D=, — .

(5%5°)

JednadZzba pravca AD glasi

VENE
¥y=7 2
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Kako se tocka P nalazi na tom pravcu i na visini CC; trokuta ABC za koor-
dinate tocke P dobivamo
P (o ”‘@)

2
JednadZzba kruznice k sa srediStem u P i polumjera |CP| glasi
2 2
o) - ()

JednadZba pravca AB je y = 0. RjeSenje sustava kojeg ¢ine jednadzba kruz-
nice k i jednadZba pravca AB je jedinstveno: x = 0,y = 0. Dakle, kruZnica
k dodiruje stranicu AB i to u toc¢ki (0,0) odnosno u to¢ki Cj.

Zadatak 16. DokaZite da simetrala unutarnjeg kuta trokuta dijeli nasuprotnu
stranicu u omjeru drugih dviju stranica.

Rjesenje. Nekaje ABC trokut. Uvedimo pravokutni koordinatni sustav xOy
tako da je sjeciste simetrale kuta <ACB i stranice AB ishodiste koordinat-
nog sustava, a stranica AB leZi na x-osi (Slika 8). Stavimo A(—m,0), B(n,0),
C(p,q), gdjejem >0,n > 0iq # 0. Tada je

a = |BCl = /(p—n2+ g2,

b=|AC| = \/(p+m)? + ¢~
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Slika 8.

Jednadzba pravca AC je

qx — (m+p)y +mq =0,
a pravca BC:

gx —(p—n)y —ng=0.
JednadZbe simetrala kutova izmedu pravaca AC i BC su

q Y — m+p v+ mq
VPR +m+p? Pt p)? P+ (mtp)?
p—n nq > -0

q L B
i<\/q2+(p_n)z VET-mr e+ (p—nP

odnosno

(e T 20) + (257 20) o

Nas zanima ona simetrala koja prolazi ishodistem. Za x = y = 0 gornja
jednadZzba postaje

mq _ . nq

b + a
odnosno (zbog g # 0)

m n

— =+—.

b a

Kako sum,n,a,b > 0, uzimamo pozitivan predznak i zaklju¢ujemo

m:n=~"b:a,
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Sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 17. Nozista visina trokuta ABC su vrhovi trokuta ¢ije su simetrale
kutova pravci na kojima leZe visine trokuta ABC. Dokazite.

Ry

Slika 9.

Rjesenje. Neka su Ay, By i C redom nozi$ta visina trokuta ABC povucenih
iz tocaka A, B i C. Smjestimo trokut u pravokutni koordinatni sustav xOy
tako da je tocka C; u ishodistu, a vrhovi A i B na x-osi. Tada je to¢ka C
na y-osi (Slika 9). Neka su koordinate vrhova trokuta: A(—a,0), B(b,0),
C(0,¢). Dokazimo da je pravac CC; simetrala kuta <t<B;C1 A;.

JednadZzba pravca AC je

y:§x+a )

a jednadZba pravca koji prolazi tockom B i okomit je na pravac AC (dakle
pravca BBy) je

a
y=-—x+ ®)

? .
Rijesivsi sustav jednadZzbi (2) i (3) dobivamo koordinate sjecista tih pravaca:

B, (a(ab - cz), ac(a+ b))

a2+c2 " a2+ c?
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Napisavsi jednadZbe pravca BC i pravca koji prolazi tockom A i okomit je
na BC (pravca AA1) te rijesivsi dobiveni sustav jednadZbi, nalazimo koor-

dinate tocke Aj :
(b(cz —ab) be(a+ b))
A :

b2+c2 " b2+ 2

Sada odredimo jednadZbe pravaca A1C; i B1Cy:

c(a+b) B
A1C1...C2_abx—y—0,

c(a+Db)
B —y=0.
16 ab — c? y=0

Ako stavimo
k_c(a+b)
2 —ab’

jednadZzbe pravaca A;C; i B1C; postaju
A1C1...kx—y:O,
B1C1~~~—kx—y:0.
Simetrale kutova koje zatvaraju ti pravci imaju jednadzbe
kx—y | —kx—y
+ =
VIZ+T ViE+1

odnosno x = 0iy = 0. Kako je x = 0 jednadZba pravca CC;, to je CCy
zaista simetrala kuta <B;C;A;. Analogno dokazujemo da su i pravci na
kojima leZe druge dvije visine trokuta ABC simetrale odgovarajué¢ih kutova
trokuta A1B1C;.
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