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Kineski teorem o ostatcima za polinome

Suzana Bingulac* Ivan Mati¢ *

Sazetak

U radu najprije kratko opisujemo klasi¢ni oblik Kineskog teorema
o ostatcima za cijele brojeve te potom definiramo pojmove najveceg
zajednickog djelitelja polinoma i kongruencije modulo polinom. Ovi
pojmovi nam omogucuju da iskaZemo i dokaZzemo Kineski teorem o o0s-
tatcima za polinome. Nakon navodenja nekih bitnih posljedica tog te-
orema, pokazujemo primjene na faktorizaciju polinoma i brzo mnoze-
nje polinoma.
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Chinese remainder theorem for polynomials

Abstract

We start by giving a brief description of the classical Chinese rema-
inder theorem for integers, after which we define the greatest common
divisor of two polynomials and congruences modulo a polynomial.
These concepts allow us to state and prove the Chinese remainder the-
orem for polynomials. After presenting some important consequences
of that theorem, we give its applications to the factorization of polyno-
mials and to fast polynomial multiplication.
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1 Uvod

Kineski teorem o ostatcima se smatra jednim od fundamentalnih rezultata
elementarne teorije brojeva. Osnovna vaznost ovog rezultata, ime kojeg
se vezuje uz kineskog matematicara Sun-Tza iz treeg stoljeca, se nalazi
u rjeSavanju sustava linearnih kongruencija. Podsjetimo se kako za cijele
brojeve a i b kazemo da su kongruentni modulo 7, gdje je n prirodan broj,
ako n djjeli razliku a — b. U tom slu¢aju piSemo a = b (mod n). Vise
o svojstvima kongruencija ¢e biti govora naknadno, dok brojne posljedice
tih svojstava i primjene kongruencija zainteresirani ¢itatelj moze naéi u [5].
Sun-Tzu je postavio sljedeci problem:

(5.5t.prKr.), "Podijeli broj s 3, ostatak je 2; podijeli broj s 5, ostatak je 3; podijeli broj sa 7,
kineski general i ostatak je 2. Koji je to broj?”

ffa’]‘zt;g”]ﬁ;’fxfz’;‘; Primijetimo kako su brojevi s kojima dijelimo (2,51 7) u parovima rela-
ratovanju: Umijece tivno prosti, tj. njihov najveci zajednicki djelitelj je jednak jedan. Upravo je

o S L
ratovanye rjeSenje takvog problema dano idué¢im teoremom:

Teorem 1.1. (Kineski teorem o ostatcima) Neka su 1, ..., m; u parovima
relativno prosti prirodni brojevi, te neka su ay, ..., a, cijeli brojevi. Tada
sustav kongruencija

x=a, (modmi), ..., x=a, (modm,)

ima rjeSenja.
Akoje xg jedno rjeSenje, onda su sva rjeSenja sustava danas x = xo (mod my - - - m;).

Dokaz. Nekaje m = my ---m,, te neka je nj = mﬂ] zaj = 1,2,...,r.
Tadaje (mj, n;) = 1, pa postoji cijeli broj x; takav daje n;x; = a; (mod m;).
Promotrimo broj xo = n1xy + -+ - + n,x,. Za njega vrijedi xo = n;x; = a;
(mod m]'). Prema tome, x je rjeSenje sustava kongruencija.

Ako su x, y dva rjeSenja sustava kongruencija, onda je x =y (mod ;)
zaj=1,2,...,r. Buduéisu m; u parovima relativno prosti, dobivamo da
jex =y (mod m). O

Prema ovom vaznom teoremu, ukoliko sustav kongruencija ima rjeSenje,
tada ih ima beskona¢no mnogo, a sva rjesenja su medusobno kongruentna
modulo produkt zadanih djelitelja.

Primjer 1. RijeSimo pocetni problem koji moZemo zapisati kao sustav kon-
gruencija x =2 (mod 3), x =3 (mod 5), x =2 (mod 7).

Koriste¢i oznake iz prethodnog teorema, dobivamo: a1 = 2, m; = 3,
ap =3, my =5,a3 =2, my =7tem =my-my-mg =23-5-7 = 105.
Nadaljeje n; = 7211 = 1%5 = 35,1, = mﬂz = % =2ling = mﬂs = @ =15.
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Kako je o¢ito 33x = 0 (mod 3), 20x = 0 (mod 5) i 14x = 0 (mod 7),
slijedi

nx =ap (mod my)

35x =2 (mod 3)
2x =2 (mod 3)
= x1=1,
npx = ay (mod my)
21x =3 (mod 5)
x=3 (mod5)
=  xp =3,
nzx = az (mod m3)
15x =2 (mod 7)
x=2 (mod?7)
= x3=2

RjeSenje problema je dano s

x=35-1+21-3+15-2 (mod 105)
—35+63+30 (mod 105)
=128 (mod 105)
=23 (mod 105).

Prema tome, neki od cijelih brojeva koji zadovoljavaju problem koji je pos-
tavio Sun-Tzu su 23,128,578, —82, —187.

Prema predaji, Kinezi su se ¢esto u primjenama koristili opisanim pos-
tupkom. Neki navodi govore kako je opisani postupak prvenstveno kori-
Sten u vojne svrhe prilikom prebrojavanja prezivjelih vojnika nakon bitke.
Naime, umjesto da se nepotrebno trosi vrijeme na dugacka prebrojavanja,
prezivjeli vojnici bi se jednostavno postrojili u redove od po 3,4,5,7,11 i
eventualno 13 vojnika (ukoliko bi se radilo o ve¢em broju preZivjelih voj-
nika), a potom bi se pomocu broja vojnika preostalih u zadnjem redu dobi-
vao sustav kongruencija. RjeSavanje tako dobivenog sustava bi rezultiralo
kongruencijom iz koje bi se direktno dobio toc¢an broj prezivjelih vojnika.
Naravno, broj vojnika u pojedinom redu se mogao i mijenjati, jedino se
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uvijek moralo paziti da brojevi budu medusobno relativno prosti te njihov
produkt dovoljno velik kako bi se iz zavréne kongruencije mogao ocitati
tocan broj prezivjelih vojnika.

Vi$e o povijesnom razvoju te pozadinama spomenutog i slicnih problema
se moze vidjeti u [2] i [3]].

No, s vremenom se pojavljuju raznolika poopcenja Kineskog teorema o
ostatcima i na brojne druge skupove, izuzev skupa cijelih brojeva. Pokazalo
se daneka od tih poopéenja posjeduju vazne dalekosezne primjene kako na
proucavanje svojstava odredenih skupova, tako i u praksi. Cilj ovog rada
je upravo prikazati neke od tih primjena.

2 Kineski teorem o ostatcima za polinome

2.1 Kongruencije modulo polinom

Kako se moglo vidjeti iz uvodnog poglavlja, u samoj jezgri Kineskog te-
orema o ostatcima se nalazi teorija kongruencija. Jedino svojstvo potrebno
da bi se ova teorija zasnovala je svojstvo djeljivosti, te se ona mozZe prosiriti
na svaki skup u kome se djeljivost moze promatrati.

Nas ¢e posebno interesirati teorija kongruencija za polinome s koefici-
jentima iz nekog, unaprijed zadanog prstena. Nadalje ¢emo promatrati
polinome u jednoj varijabli (koja ¢e uvijek biti oznacena s x) s realnim,
kompleksnim, racionalnim ili cjelobrojnim koeficijentima. Redom, skup
polinoma u jednoj varijabli s realnim koeficijentima ¢e biti oznacen s R[x],
s kompleksnim koeficijentima C[x], s racionalnim koeficijentima Q[x], a s
cjelobrojnim Z[x]. U diplomskom radu [I] je ¢itava situacija promatrana
na nesto opcenitiji nacin.

Neka je p(x) ne-nul polinom s koeficijentima iz prstena K, tj. p(x) €
K[x], gdje je s K oznaden prsten realnih, kompleksnih, racionalnih ili ci-
jelih brojeva. Kazemo da je polinom f(x) iz K[x] kongruentan polinomu
g(x) iz K[x] modulo p(x) i piSemo f(x) = g(x) (mod p(x)), ako p(x) di-
jeli f(x) — g(x), ili ekvivalentno, ako je f(x) = g(x) + m(x)p(x) za neki
polinom m(x) iz K[x].

Na primjer, polinom x° je kongruentan konstantnom polinomu 1 mo-
dulo x — 1, tj. x> = 1 (mod x — 1), jer x — 1 dijeli razliku x*> — 1 = (x —
D(x*+ 23+ 22 +x+1).

Time su definirane kongruencije modulo polinom. Njihova svojstva su
identi¢na svojstvima kongruencija modulo prirodan broj, a slijede direktno
iz definicije. Navedimo neka od najvaznijih:
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e Akoje f(x) = g(x) (mod p(x)),
h(x)f(x) = h(x)g(x) (mod p(x) )
) (

t
( )
o Akoje fi(x) = g1(x) (mod p(x )lfz( ) = &2(x) (mod p(x)), tada
je fi(x) + falx ) 81(x) +g2(x) (mod p(x))i fi(x)- f( x) = gi(x)-
82(x) (mod p(x));

e Akoje f(x) = g(x) (mod p(x))ig(x) = h(x) (mod p(x)), tada je i
f(x) = h(x) (mod p(x)).
Tustrirajmo idu¢im primjerom kako se mogu iskoristiti neka od navede-
nih svojstava:

ada je
za svaki h(x) € K[x];

\/

Primjer 2. Za polinom f(x) iz K[x], pokazimo daje f(x) = f(1) (mod x —
1).

Mozemo primijetiti da vrijedi kongruencijax —1 =0 (mod x —1). Zbra-
janjem obje strane kongruencije s 1, tj. s konstantnim polinomom, kao u
drugom od navedenih svojstava, dobivamo x =1 (mod x —1).

Podignemo li dobivenu kongruenciju na r-tu potenciju, gdje je r proizvo-
ljan prirodan broj, uzastopnom primjenom drugog od navedenih svojstava
slijedix” =1 (mod x —1). Prema tome, zamijenimo li u polinomu f(x) iz-
raz x" s 1, dobivamo polinom koji je kongruentan s f(x) modulo x — 1. Za-
pisemo li polinom f(x) u obliku f(x) = apx™ +a,_1x" 1 + - +a;x +ag,
tada je f(x) = apx" + a,_1x" 1+ +mx +ag (mod x — 1), §j. f(x) =
ap+a,_1+---+a;+ay (mod x — 1) i desna strana posljednje kongruen-
cije je jednaka f(1).

Pokazimo i jedno vrlo korisno svojstvo kongruencija modulo polinom.

Primjer 3. Neka je f(x) € K[x] tea,b € K. Tada je f(x) kongruentno b
modulo x — a ako i samo ako je f(a) = b.

Najprije, ako je f(x) = b (mod x — a), tada postoji polinom g(x) takav
daje f(x) —b = (x —a)g(x) te uvrdtavanjem x = a dobivamo f(a) —b =0,
§. f(a) = b

S druge strane, ako je f(a) = b, tada je a nultocka polinoma f(x) — b te
je taj polinom djeljiv s polinomom x — a, odakle slijedi trazena tvrdnja.

Kako bi dosli u situaciju iskazati rezultat analogan Kineskom teoremu o
ostatcima u slucaju polinoma, moramo najprije definirati kada ¢emo poli-
nome smatrati relativno prostima.

Neka su f(x) i g(x) polinomi iz K[x], gdje je K polje racionalnih, realnih
ili kompleksnih brojeva. Za polinome f(x) i g(x) ¢emo re¢i da su relativno
prosti ukoliko ih ne dijeli niti jedan polinom stupnja barem 1. Na primjer,
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polinomi x + 1ix — 1 surelativno prosti jer su jedini njihovi zajednic¢ki dje-
litelji konstantni ne-nul polinomi. Najveci zajednicki djelitelj polinoma f(x)
i g(x) je svaki polinom p(x) iz K[x] koji dijeli i f(x) i g(x) i ima svojstvo
da svaki polinom ¢(x) iz K[x] koji dijeli i f(x) i g(x) ima stupanj manji ili
jednak stupnju polinoma p(x). Dakle, p(x) je zajednicki djelitelj polinoma
f(x)ig(x) najveceg stupnja. Primijetimo kako najveci zajednicki djelitelj ne
mora biti jedinstven, jer npr. polinomi x? — 1 i 5x? + 5x + 5 imaju mnoge
najvece zajednicke djelitelje, od kojih su neki x + 1, 2x + 2, &% + 5. No,
medu najve¢im zajednickim djeliteljima postoji samo jedan koji je normi-
ran, tj. koji je polinom vodeceg koeficijenta jednakog 1. Jedinstveni nor-
mirani najveéi zajednicki djelitelj polinoma f(x) i g(x) ¢emo nadalje oz-
nacavati s (f(x),g(x)). Primijetimo da se svi najveéi zajednicki djelitelji
polinoma f(x) i g(x) dobivaju iz (f(x), g(x)) mnozenjem elementom iz K
razli¢itim od nule.

Postupak odredivanja najveceg zajednickog djelitelja dvaju polinoma je
slican postupku za cijele brojeve. Kako bi ga opisali, najprije trebamo

Teorem 2.1. (Teorem o dijeljenju s ostatkom za polinome) Neka su f(x)
i g(x) polinomi iz K[x], gdje je s K oznaceno polje racionalnih, realnih ili
kompleksnih brojeva, te neka je f(x) ne-nul polinom. Tada postoje poli-
nomi g(x) i r(x), gdje je stupanj od r(x) strogo manji od stupnja od f(x),
takvi da je g(x) = f(x)g(x) +r(x). Ako je takoder g(x) = f(x)g1(x) +
r1(x), tada vrijedi g(x) = g1(x) i r(x) = r1(x), tj. takvi polinomi g(x) i r(x)
su jedinstveni.

Dokaz. Fiksirajmo polinom f(x) te dokazimo da za svaki polinom g(x)
postoje trazeni polinomi g(x) i (x) indukcijom po stupnju polinoma g(x).
Ukoliko je stupanj polinoma g(x) manji od stupnja polinoma f(x), sta-
vimo li g(x) = 0ir(x) = g(x), ocito vrijedi g(x) = f(x)q(x) + r(x).
Pretpostavimo sada da je stupanj polinoma g(x) vedi ili jednak stupnju
polinoma f(x). Zapi$imo polinom f(x) u obliku

f(x) = adxd —|—ad_1xd_1 + - 4ag
gdje je a; # 0 te polinom g(x) u obliku
g(X) = bd+sxd+s + dd+5_1xd+s_1 4+ 4 bO

gdje je by, s # 0. Primijetimo da je s > 0. Definirajmo polinom g1 (x) s
g1(x) = g(x) — b‘;—;”‘xsf(x). Tada je stupanj polinoma g (x) strogo manji od
stupnja polinoma g(x) te prema induktivnoj pretpostavci postoje polinomi
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q1(x)ir(x) takvidaje g1(x) = f(x)g1(x) + r(x) teje stupanj od r(x) strogo
manji od stupnja od f(x). No tada je

g(x) = g1(x) + ’ﬁjxwx)

= 0 (x) +r(x) + ()
d

= £ () + (1) + 25) (),
¢ime dobivamo traZene polinome. Prema principu matematicke indukcije,
dokazali smo postojanje polinoma g(x) i r(x).
Kako bi dokazali jedinstvenost, pretpostavimo da je g(x) = f(x)q(x) +
r(x) = f(x)q2(x) + r2(x), gdje je i stupanj polinoma r(x) i stupanj poli-
noma r;(x) strogo manji od stupnja polinoma f(x). No, tada je

F(2)(G(x) = q2(x)) = r2(x) = r(x).

Polinom na lijevoj strani prethodne jednakosti je ili jednak 0 ili je stupnja
veceg ili jednakog od stupnja polinoma f(x), dok je stupanj polinoma s
desne strane prethodne jednakosti strogo manji od stupnja polinoma f(x).
Prema tome, obje strane su jednake 0, tj. g(x) = g2(x) ir(x) =r(x). O

Primijetimo kako prethodni teorem ne vrijedi u slu¢aju daje K = Z, tj. u
slu¢aju da promatramo samo polinome s cjelobrojnim koeficijentima. Pri-
mjerice, pokusamo li podijeliti polinom x? s 2x traze¢i da i kvocijent i osta-
tak budu polinomi s cjelobrojnim koeficijentima, dobivamo x* = 0 - 2x + x2.

Kako sada raspolazemo s Teoremom o dijeljenju s ostatkom za polinome,
u mogucénosti smo opisati postupak odredivanja najveéeg zajednickog dje-
litelja dvaju polinoma. Postupak koji éemo opisati se naziva Euklidov al-
goritam za polinome, a datira jo§ od Simona Stevina, iz 1585.

Neka su f(x) i g(x) polinomi iz K[x] te neka je f(x) # 0. Neka je uzas-
topnom primjenom prethodnog teorema dobiven sljede¢i niz jednakosti:

8(x) = f(¥)q1(x) +r1(x)

f(x) = r1(x)qa(x) +r2(x)
r1(x) = ra(x)gs(x) + r3(x)

"n—2(x) = 1 1(X)qu(x) +7n(x)
ru—1(x) = rn(x)gu41(x) +0

gdje je stupanj polinoma r1(x) manji od stupnja polinoma f(x), stupan;
polinoma r,(x) manji od stupnja polinoma r1(x) itd. Tada vrijedi idudi
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rezultat, koji se moZze pokazati na identi¢an nacin kao i klasi¢ni Euklidov
algoritam (koji je detaljno obraden u [6]):

Teorem 2.2. Posljednji ne-nul ostatak r,, (x) je najveci zajednicki djelitelj po-
linoma f(x) i g(x).

Primjer 4. Euklidovim algoritmom za polinome odredimo (x? — 1,5x +
10x + 5). Redom dobivamo

5x2 4+10x +5 = (x> —1) -5+ 10x + 10
1 1

2
—1=(10x+10) - (—=x — —
x (10x 4 10) (mx 10
Prema tome, jedan najveci zajednicki djelitelj je 10x + 10. Trazimo li normi-

rani polinom, mnoZzenjem s recipro¢nom vrijednosti vodeceg koeficijenta
dobivamo (x2 —1,5x2 +10x + 5)=x+1.

) +0.

Kombiniranjem jednakosti dobivenih u provedbi Euklidova algoritma za
polinome (uvrstavanjem dobivenih polinoma iz krajnjih jednakosti prema
pocetnima, analogno postupku kod klasi¢nog Euklidova algoritma), dobi-
vamo iduéi rezultat.

Lema 2.1. (Bezoutova lema) Za polinome f(x) i g(x) iz K[x] postoje polinomi
s(x) i t(x) iz K[x] takovi da je (f(x), g(x)) = s(x)f(x) + t(x)g(x).

U Primjeru [ se tvrdnja Bezoutove leme moZe jednostavno zapisati u
obliku x + 1 = ;(5x2 +10x +5) — 3 (x* — 1).

Pogledajmo sada kongruencije u prstenu polinoma K]x].

Opcenito, kongruencija f(x)z(x) = h(x) (mod m(x)) ima rjeSenje z(x)
u prstenu K[x] ako i samo ako (f(x),m(x)) dijeli h(x). TraZenje rjeSenja
kongruencije f(x)z(x) = h(x) (mod m(x))jeisto §toirjeSavanjejednadzbe
f(x)z(x) + m(x)y(x) = h(x). Ako postoji rjeSenje, tada (f(x), m(x)) mora
dijeliti 1(x). S druge strane, pomocu Bezoutovog identiteta moZzemo pro-
nadi polinome r(x) i s(x) takve daje f(x)r(x) +m(x)s(x) = (f(x), m(x)).
Ako (f(x),m(x)) dijeli h(x), tada postoji polinom ¢(x) takav da je h(x) =
(f(x),m(x)) - c(x) te uvrdtavanjem y(x) = s(x)c(x), z(x) = r(x)c(x) dobi-
vamo rjeSenje jednadzbe.

Specijalno, ukoliko su polinomi f(x) i m(x) relativno prosti mozemo ri-
jesiti kongruenciju f(x)z(x) = ¢q (mod m(x)).

2.2 Kineski teorem o ostatcima za polinome

U ovom potpoglavlju éemo iskazati i dokazati Kineski teorem o ostatcima
za polinome te iznijeti vaZnu posljedicu tog teorema. Ponovno ¢e s K biti
oznaceno polje racionalnih, realnih ili kompleksnih brojeva.
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Teorem 2.3. (Kineski teorem o ostatcima za polinome)
Nekasuay(x),...,a(x) proizvoljni polinomiiz K[x], te neka sum;y (x), ..., m,(x)
u parovima relativno prosti polinomi iz K[x]. Tada postoji polinom f(x) iz

K[x] takav da je

f(x) =a1(x) (mod mq(x)),

f(x)=a,(x) (mod m,(x)).

Ako su f1(x) i fo(x) dva rjeSenja prethodnog sustava kongruencija, tada je

fi(x) = fo(x)  (mod my(x) - - my(x)).

Dokaz. Bududije m;(x) relativno prost s m;(x) za svaki j # i, m;(x) je re-
lativno prostis produktom [;(x) = my (x)my(x) - - - m;_1(x)mjpq(x) - - - my.
Zbog toga pomocu Bezoutove leme mozemo pronadi polinome k;(x) i 1;(x)
za koje vrijedi 1 = h;(x)m;(x) + k; (x)1;(x).

Tada polinom k;(x)I;(x) zadovoljava sljedece kongruencije:

ki(x)li(x) =1 (mod m;(x)),
ki(x)li(x) =0 (mod mj(x)), za j#i.

Stavimo li
fo(x) = ar(x)ky (x) 11 (x) + - - + ar(x)kr ()11 (x),

iz prethodnih kongruencija se direktno vidi daje fy(x) traZeno rjeSenje sus-
tava.
S druge strane, za bilo koje rjeSenje f(x) vrijedi

f(x) = fo(x)  (mod my(x) - - my(x)),

jer susvim;(x) u parovima relativno prosti. Odatle slijedi da postoji jedins-
tveno rjeSenje danog sustava kongruencija ¢iji stupanj je manji od stupnja
polinoma m1(x) - - - m,(x). O

Iduca posljedica Kineskog teorema o ostatcima za polinome ¢e biti od
posebne vaznosti u narednom poglavlju.

Korolar 2.1. Nekasury,...,r, razli¢itielementiizKtesy, ..., s, proizvoljni

elementi iz K. Tada postoji jedinstveni polinom f(x) € K[x] stupnja manjeg
od n za koji vrijedi f(r;) =s;,zai=1,2,...,n.
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Dokaz. Primijetimo da su za razli¢ite r; i r; polinomi x — r; i x — r; rela-
tivno prosti. Prema prethodnom teoremu postoji jedinstveni polinom f(x)
stupnja manjeg od stupnja polinoma (x — 1) (x —r2) - - - (x — 1) (§j. stupnja
manjeg od n) za koji vrijedi f(x) =s; (mod x —r;), gdjejei =1,2,...,n.
No, prema Primjeru 3} posljednja kongruencija je ekvivalentna s f(r;) =
s; iz Cega proizlazi tvrdnja korolara. O

3 Primjene Kineskog teorema o ostatcima za
polinome

3.1 Metoda Lagrangeove interpolacije

Problem faktorizacije polinoma je slican problemu faktorizacije cijelog broja,
tj. prikazu cijelog broja u obliku produkta prostih faktora. Polazna ideja je
pokusati prikazati dani polinom u obliku produkta polinoma manjeg stup-
nja koji se ne mogu dalje rastavljati.

Opcenito, za polinom p(x) € K[x] stupnja 1, gdje je K polje, éemo reéi
da je ireducibilan u prstenu polinoma K|[x] ukoliko ne postoje polinomi
g(x),r(x) € K[x] stupnja barem jedan takvi da je p(x) = g(x)r(x). Ako
takvi polinomi postoje, primijetimo kako su oni stupnja strogo manjeg od
n. Ukoliko polinom nije ireducibilan, kazemo da je reducibilan.

Na primjer, polinom x> — 1 € Q[x] je reducibilan, jer se moZe prikazati u
obliku (x —1)(x + 1) te ovaj produkt tada nazivamo faktorizacija polinoma
x? — 1. Sdruge strane, polinom x? + 1je ireducibilan u prstenu Q[x], kaoiu
prstenu R[x]. No, ovaj polinom je reducibilan u prstenu C[x], jerje x> + 1 =
(x —i)(x 4+ 1) u C[x]. No, kako je polje kompleksnih brojeva algebarski
zatvoreno, tj. svaki nekonstantan polinom s kompleksnim koeficijentima
ima kompleksnu nultocku, izbjegavamo koristenje kompleksnih brojeva u
faktorizaciji jer ju ¢ine trivijalnom.

U ovom potpoglavlju éemo proucavati faktorizaciju iskljuc¢ivo polinoma
s cjelobrojnim koeficijentima.

Kod postupka faktorizacije polinoma s cjelobrojnim koeficijentima, mo-
Zemo pretpostaviti da faktori takoder imaju cjelobrojne koeficijente (ovo je
posljedica opéenitijeg rezultata poznatog pod nazivom Gaussova lema, u de-
talje kojeg na ovom mjestu necemo ulaziti, a vise o toj temi se moZe naci u
[4], Poglavlje 18). Metoda Lagrangeove interpolacije je postupak faktoriza-
cije bilo kojeg polinoma iz Z[x]. Otkri¢e metode 1883. godine pripisuje se
Kroneckeru, iako ju je zapravo ve¢ 1793. otkrio Schubert. Metoda se temelji
na Kineskom teoremu o ostatcima.

Neka je p(x) iz Z[x] polinom koji Zelimo faktorizirati.
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Primijetimo da ako je stupanj polinoma p(x) jednak 7 i ako p(x) nije iredu-
cibilan, tada je stupanj jednog od njegovih faktora manji ili jednak 4. Neka
jed = % akoje n paranid = ! ako je n neparan.

Neka su ny, ..., n; medusobno razli¢iti cijeli brojevi i p(ng) = ro,...,
p(ng) = ry. Buduéije p(x) iz Z[x], ry, ..., r4 sucijeli brojevi. Na svaku ure-
denu d-torku s = (sp,...,s4) cjelobrojnih djelitelja od (ro,...,r;) (si|t; za
svakii = 0,...,d), mozemo primijeniti korolar Kineskog teorema o ostat-
cima kako bismo dobili jedinstveni polinom a,(x) iz Q[x] stupnja manjeg
ili jednakog d takav daje as(n;) = s; za svakii. U daljnjem ¢emo, jednostav-
nosti notacije radi, uredenu d—torku cjelobrojnih djelitelja s kratko nazivati
vektorom. Bududi svaki r; ima konacan broj pozitivnih ili negativnih dje-
litelja s;, postoji konacan broj mogucéih vektora s i konacan broj polinoma
as(x) za svaki vektor s.

Prema tome, djelitelj polinoma p(x) iz Z[x]| stupnja manjeg ili jedna-
kog d je a5 za neki s. Neka je a(x) iz Z|[x] stupnja manjeg ili jednakog d i
a(x)b(x) = p(x) zaneki b(x) iz Z[x]. Tada za svaki n; vrijedi a(n;)b(n;) =
p(n;) u Z. Stoga, a(n;) dijeli p(n;) = r;. Odatle slijedi da je vektor s =
(a(ng),...,a(ng)) vektor djelitelja od (ro,...,rs). Iz Kineskog teorema o
ostatcima slijedi da postoji jedinstveni polinom a;(x) stupnja manjeg ili jed-
nakog d takav da as(ng) = a(ng), ..., as(ng) = a(ny).

Bududi da su polinomi a(x) i a5(x) oba stupnja manjeg ili jednakog d te
im se vrijednosti podudaraju u d + 1 razli¢itih elemenata, moraju biti jed-
naki (jer je razlika polinoma a(x) i as(x) polinom stupnja manjeg od d + 1
koji ima d + 1 nultocku te stoga mora biti nul-polinom). Mozemo zakljuciti
da se svaki djelitelj a(x) polinoma p(x) stupnja manjeg ili jednakog d mora
nalaziti medu polinomima 4,(x) dobivenim pomocu vektora djelitelja s.

Kako bismo ispitali je li polinom p(x) ireducibilan ili ne, moramo podije-
liti p(x) svakim polinomom a(x) kako bi vidjeli je li a5(x) mozda djelitel;.
Ako neki nekonstantan polinom a;(x) stupnja manjeg od n dijeli p(x), tada
se polinom p(x) moZze faktorizirati. U suprotnom, p(x) mora biti ireduci-
bilan.

Iz konacnosti broja potencijalnih djelitelja as(x) slijedi:

Teorem 3.1. Potpunu faktorizaciju bilo kojeg polinoma iz Z[x] je moguce
ostvariti u kona¢no mnogo koraka.

Polinom 4,(x) nazivamo Lagrangeov interpolator. Moguce ga je kons-
truirati na sljededi nacin:

Neka su ny, ..., ng, so, .. .,5; kao gore i neka je g(x) = (x —np) - - - (x —
8(x)

n4), tenekaje ¢’ (x) derivacija od g(x). Nakon skracivanja =)

je polinom
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stupnja d. Stoga, (96_5(7)2,(”) = h;(x) je polinom stupnja d takav da je
hi(ni) =1 i hi(ng) = --- = hi(nj_1) = hi(niy1) = --- = hi(ns) = 0.

Prema tome, traZeni polinom je dan s
as(x) = soho(x) + - - - +s4h(x).

Primjer 5. Nekaje p(x) = x* + x + 1. Ako se p(x) moZe faktorizirati, tada
mora sadrzavati faktor stupnja manjeg ilijednakog 2. Znamodaje p(—1) =
1, p(0) = 1ip(1) = 3. Dakle, g(x) = x*> — x, ¢'(x) = 3x> — 1. Za svaki
s = (s—1,50,51) koji dijeli (1,1,3) odgovaraju¢i Lagrangeov interpolator
as(x) je

x(x—1)

(x=1)(x+1) n x(x+1)

+ So 1 S1 5

as(x) = s

Sljedeca tablica prikazuje sve moguce vektore s = (s_1, ¢, s1) i odgovara-
juée polinome as(x):

5= (571150/ 51) as(x>
1 1 3) x> +x+1
(1 1 1) 1
(1 1 -3) —2x% —2x+1
11 -1) —x2—x+1
(-1 1 3) 2x+1
(-1 1 1) —x?+x+1
(-1 1 -3) —-3x2—x+1
(-1 1 —1) —2x%+1
1 —1 3) 32 +x—1
1 -1 1) 2x% —1
1 -1 -3) —2x —1

(-1 —1 3) 2x2 +2x — 1
(-1 -1 1) x?+x—1
(-1 -1 -3) —x>—-x-1
(-1 -1 —1) ~1

Tablica5.1 Vektori s = (s_1,sp,s1) i odgovarajuci polinomi as(x)
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Ako se polinom x* + x + 1 moZe faktorizirati, moZemo pretpostaviti da su
svi faktori ireducibilni i imaju cjelobrojne koeficijente. Bududi je polinom
x* 4+ x + 1 normiran, vode¢i koeficijenti njegovih faktora moraju biti jednaki
+1. Osam polinoma 4,(x) nemaju vodece koeficijente jednake +1, pa ne
mogu biti faktori. Dva polinoma a5(x) nisu zanimljiva jer su stupnja 0.
Dakle, samo $est polinoma as(x) su mogudi faktori polinoma x* + x + 1:

Prx+l, —x—x—1;
4+x—1, —x*—x+1;
x2—x—1, —x24+x+1.

Kako se polinomi s desne strane mogu dobiti mnoZenjem polinoma s lijeve
strane s —1, dovoljno je provjeriti samo tri polinoma s lijeve strane. Tri brza
dijeljenja pokazuju da niti jedan polinom nije faktor.

Mozemo primijetiti da broj mogucih faktora a;(x) polinoma p(x) ovisi o
d (koji je maniji ili jednak od %, gdje je n stupanj polinoma p(x)). No, &esto je
mnogo znacajnija ¢injenica da broj mogucih faktora takoder ovisi i o broju
djelitelja od p(n;). Broj mogucih faktora u primjeru je mali zbog ¢injenice
daje p(1) = p(0) = 1, koji ima samo dva faktora u Z.

Opéenito, broj faktora as(x) moZe biti izrazito velik. Posljednjih nekoliko
godina razvijena je puno uc¢inkovitija metoda faktorizacije koja se temelji na
faktorizaciji modulo M za odgovarajuéi prirodan broj M.

3.2 Brzo mnoZenje polinoma

Ubrzani razvoj ra¢unala nakon 40-tih godina proslog stolje¢a je nanovo
otvorio brojna pitanja starije matematike, ¢ije rjeSavanje je do tada bilo go-
tovo neizvedivo. Jedno od tih pitanja, na koje éemo sada pokusati odgovo-
riti je: Kako moZzemo ucinkovito pomnoziti dva polinoma?

MnozZenje je jedna od osnovnih algebarskih operacija s polinomima. Pri-
sjetimo se ukratko tog postupka.

Pretpostavimo da su dana dva polinoma stupnja d:

f(x) = ag+ a1x + apx® 4 - - - + a4x?, g(x) = by + byx 4 byx® + - - - + byx“.
Njihov produkt
F(x)g(x) = (ap + a1x + apx® + - -+ agx?) - (by + byx + bpx® + - - - 4 byx?)

dobivamo tako da svaki 4;x' pomnozimo sa svakim b;x/ i grupiramo sve
koeficijente uz odgovaraju¢u potenciju od x-a:

f(x)g(x) =Co+C1X + C2x2 +---+ CdeZd,
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gdje su

co = aobo,
c1 = agby + ayby,
¢y = agby + a1by + axby,

cg = agbg +arbg_q + - - +ag_1b1 +agbo,
Cay1 = a1by +azby_1 + -+ - +ag_1bx +agby,

Cog = adbd.

Kako bismo ispitali u¢inkovitost ove metode, moramo odrediti broj potreb-
nih mnoZenja. Buduéi da su polinomi f(x) i g(x) oba stupnja d, oba imaju
d + 1 koeficijent, i svaki koeficijent od f(x) je pomnoZen sa svakim koefici-
jentom od g(x). Stoga, standardni postupak mnoZenja dva polinoma stup-
nja d zahtijeva (d + 1)? operacija mnoZenja.

Postoji li uc¢inkovitiji na¢in mnozenja dva polinoma? Preciznije, postoji
li postupak mnoZenja dva polinoma stupnja d koji zahtijeva manje od (d +
1)? mnoZenja?

Iako donekle iznenadujuéi, odgovor je da postoji.

Opisimo ukratko strategiju u¢inkovitijeg postupka mnoZenja dvaju po-
linoma f(x) i g(x) stupnja d s kompleksnim koeficijentima:

I. Evaluacija. Odabrati 2d + 1 tocaka ay,ay,...,a4p441 te evaluirati poli-
nome f(x)ig(x) usvakojod odabranih to¢aka, tj. odrediti f(a1), ..., f(a2341)
ig(a),..., g(azd1).

II. MnoZenje. Pomnoziti f(a;)g(a;) zasvakii =1,2,...,2d + 1.

III. Interpolacija. Pronaci polinom /(x) stupnja manjeg ili jednakog 2d
takav daje h(a;) = f(a;)g(a;) zasvakii =1,2,...,2d + 1.

Ovaj postupak izgleda prili¢no sloZeno. No, on ima jednu znac¢ajnu pred-
nost, a ta je da u II. koraku broj mnozenja iznosi 24 + 1 §to je puno manje
od (d + 1)?> mnoZenja u standardnom postupku.

Prema tome, ukoliko je u¢inkovitost I. i III. koraka velika, izgledno je da
opisani postupak bude mnogo uc¢inkovitiji od standardnog.

Prije nego komentiramo ucinkovitost I. i III. koraka, primijetimo klju¢ni
detalj - polinom /(x) dobiven u III. koraku je doista jednak f(x)g(x), prema
Korolaru 2,11

Primijenimo li taj korolar na III. korak postupka mnoZenja dva polinoma
f(x) i g(x) stupnja d, moZemo pronadi polinom /h(x) stupnja manjeg ili
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jednakog 2d takav da je h(a;) = f(a;)g(a;) za svakii = 1,2,...,2d + 1.
Bududi je f(x)g(x) takoder polinom stupnja manjeg ili jednakog 24 s istim
vrijednostima u tockama ay, ay, . . ., 4411 kaoipolinom h(x), polinomi i (x)
i f(x)g(x) moraju biti jednaki. Dakle, postupak za pronalaZenje polinoma
f(x)g(x) ée zaista dati traZeni rezultat.

Primjer 6. Neka su f(x) = x +1i g(x) = x — 2. Zelimo pronadi f(x)g(x)
danim postupkom.
Nekajea; = 0,ay = 3,a3 = —1. L. iIl. korak su brzi:

fla) =1, glm)=-2 = fla)g(m)=-2;
flag) =4, ga) =1 = f(a)g(az) =4
flaz) =0, g(a3)=-3 = flas)g(as) =0.
U III. koraku moramo interpolirati polinom /(x) stupnja strogo manjeg od
3sh(0) =—2,h(3) =4,h(-1) =0.
To moZemo uciniti na jedan od sljede¢a dva nacina.
Prvi nacin je da koristenjem Lagrangeovih interpolatora pronademo

() = EIEED i 0) =1, ho(3) = (1) =0
i) = 0D ) = i1 = 0m®) = 1
ha() =22 ) = @) =0 k(1) =1

Tada h(x) = —2ho(x) +4h3(x) +0h_1(x) = x? — x — 2 zadovoljava h(0) =
—2,h(3) =4, h(—1) =0, pa mora biti jednak f(x)g(x).

Drugi nac¢in da odredimo polinom #(x) stupnja manjeg ili jednakog 2 s
h(0) = —2,h(3) = 4,h(—1) = 0je da zapigemo h(x) kao h(x) = rx? +sx +
tievaluiramo h(x) u0, 3, —1 te tako dobivamo tri jednadZzbe s nepoznatim
koeficijentima:

—-2="h(0) =t,
4=h(3)=9+3s+1t,
0=h(-1)=r—s+t
Rjesavanjem ovih jednadzbi dobivamo t = =2, r = 1,5 = —1ih(x) =
x?—x—2.

O¢ito je ova interpolacijska metoda puno sporija od jednostavnog mno-

renja f(x)g(x) = (x +1)(x - 2).
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Klju¢na ¢injenica za povecanje ucinkovitosti ovog postupka lezi u oda-
biru $to povoljnijeg skupa tocaka a1, ay, ..., a4p;11. U nastavku ¢emo se po-
svetiti opisu povoljnijeg odabira.

Definicija 3.1. Korijenom jedinice nazivamo kompleksan broj w takav da
jew" =1zanekin > 0.

Primjer 7. 1i —1 su jedini realni brojevi koji su korijeni jedinice.
Prema Osnovnom teoremu algebre, polinom x" — 1 ima n korijena u
skupu C. Ako je w korijen polinoma x" — 1, tada je w korijen jedinice.

Za korijen jedinice w, definiramo red od w kao najmanji eksponent/ > 0
takav da je w' = 1. Ako je ! red od w, tada se w naziva primitivni [-ti
korijen jedinice.

Primjer 8. —1 je primitivni drugi korijen jedinice.
w = cos(5T) +isin(5) je primitivni m-ti korijen jedinice.
Ako je w primitivni m-ti korijen jedinice i (¥, m) = 1, tada je takoder i w"

primitivni m-ti korijen jedinice.
Teorem 3.2. Za bilo koji n postoji primitivni n-ti korijen jedinice.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz ¢injenice da je w = cos(2X) + isin(2X) primi-
tivni n-ti korijen jedinice. O
Vratimo se problemu interpolacije. Neka je r prirodan broj za koji vrijedi
2"-1 < 2d+1 < 2" teneka je w primitivni 2"-ti korijen jedinice. U postupku
pronalaZenja umnoska f(x)g(x), gdje su f(x) ig(x) oba stupnja d, moramo
evaluirati f(x) i g(x) u potencijama od w. To je klju¢na ¢injenica koja ovu
metodu ¢ini uéinkovitom.

Teorem 3.3. Neka je w primitivni 2"-ti korijen jedinice i f(x) polinom stup-
njad < 27-1 Tada evaluacija f(x) u 1, w, w?,.. . w1l zahtijeva najvise

2"(r — 1) mnoZenja.

Dokaz. Pretpostavimo da je stupanj polinoma f(x) jednak d = 1. Tada
jer =2,2"=4i2"1 =2, f(x) = ay + a;x gdje su ag i a; kompleksni
brojevi te w primitivni Cetvrti korijen jedinice. Ra¢unanje

f(1) = a9 +ay,
flw) =ay+mw,
f(w?) = ag + a1?,
f(w®) = ag + a1,
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zahtjeva najviSe Cetiri mnoZenja (toénije, tri: 41w, a1w?, a1w°).

Pretpostavimo sada da je r = 3. Tada je w primitivni osmi korijen jedi-
nice, a f(x) je stupnja 3; f(x) = ag + a1 x + axx* + azx>. Dabismo evaluirali
f(x)ul,w,w?, ..., w’, moramo uciniti sljedece:

f(x) = (a0 + ax%) + x(ay + azx®)
= (ag + azy) + x(a1 + azy),

zay = x°,

=g0(y) +x81(¥),

gdje je go(y) = ao + a2y i g1(y) = a1 + azy.

Stoga, evaluirati f(x) u 1,w,w?,...,w’ je isto §to i evaluirati go(y)

go(xz) uy = 1, w?, w*, Wb, zatim evaluirati g1 (y) = gl(xz) uy = 1, w?, w
te pomnoziti ¢1(y) sx =1, w, W W.
Evaluacija go(y) = go(x?) uy = 1, w?, w*, w® zahtjeva najvige etiri mnoze-
nja (slijedi iz slucaja r = 2), te evaluacija g1 (y) = g1(x*) uy = 1, w?, w*, w®
takoder zahtjeva najviSe Cetiri mnoZenja (slijedi iz slu¢aja r = 2). Nadalje,
mnoZenje ¢1(x?) s x za x = 1,w,w?,...,w’ zahtjeva najvise osam mno-
Zenja (to¢nije najvise sedam jer imamo jedno mnoZenje s jedinicom $to za-
pravo i nije mnoZenje).

Prema tome, evaluacija polinoma f(x) stupnja 3 < 22 na osmu potenciju
primitivnog osmog korijena jedinice zahtjeva najvise 16 = 8 - 2 mnoZenja.

Pretpostavimo da je » > 2 proizvoljan. Slucaj za tako odabrani r je isti
kao i slucajr = 3.

Pretpostavimo induktivno da evaluacija polinoma g(y) stupnja strogo ma-
njeg od 2" ! u svakoj potenciji primitivnog 2’-tog korijena jedinice zahtijeva
najvise M,_1 = 2"(r — 1) mnoZenja.

Nekaje f(x) polinom stupnja strogo manjeg od 2". Zelimo ga evaluirati u

svakoj potenciji 1, w, w?,. .., w? primitivnog 2"*!-tog korijena jedinice.

Kao za polinom stupnja 3, zapiSemo f(x) kao sumu parnih potencija od x,
tj. polinom go(x?), i sumu neparnih potencija od x, tj. polinom g7 (x?) puta
x. Dakle, f(x) = go(x?) + xg1(x?). Sada stavimo y = x2.

Evaluacija go(x?) ux = 1,w,w?,...,w? "1 je isto to i evaluacija go(y)
uy =1,0% ..., 0?1, Ali, w? je primitivni 2'-ti korijen jedinice pa
zato evaluiramo polinom go(y) stupnja strogo manjeg od 2"~ u potenci-
jama od w?. Prema induktivnoj pretpostavci to zahtjeva najvise M, 1 mno-
Zenja.

Sli¢no, potrebno je najvise M,_; mnozenja da bismo evaluirali g1 (y) za

y=10% 0t ..., @D,

4 Wb,
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Konaéno, potrebno je najvise 2! mnoZenja da bismo pomnozili vrijed-
. r+1_
nosti ¢1(y) = g1(x?) sx =1, w,w?,...,w?" L

Dakle, ukupan broj potrebnih mnozenja iznosi M;,, gdje je

M, =M, 1+ Mr—l + 2r+l
=2"(r—1)+2"(r—1) +2"*!
=ty

O

Dokaz prethodnog teorema opisuje algoritam poznat pod nazivom Brza
Fourierova transformacija. Evaluacija polinoma f(x) u 1, w, w?,... wr 1
je isto to i primjena diskretne Fourierove transformacije na f(x). Dokaz
pokazuje kako doéi do rezultata vrlo brzo.

Vratimo se postupku odredivanje produkta f(x)g(x) dva polinoma stup-
njad.

Za1. korak pretpostavimo daje 2" 2 < d < 2"~ ! i evaluirajmo f(x) i g(x)
u svim potencijama primitivnog 2"-tog korijena w. Prema prethodnom te-
oremu za to je potrebno 2 - 2 (r — 1) mnoZenja. OCito vrijedi 21 < 2d <
2" < 4d. Stogaje r — 1 < log, 2d pa slijedi

2.2"(r—1) < 8dlog, 2d.

Korolar 3.1. I. korak postupka za pronalaZzenje produkta dva polinoma
stupnja d zahtijeva najviSe 8d log, 2d mnoZenja.

Primijetimo da je dobiveni broj znatno manji od (d + 1)? za veliki d.

Rekli smo ranije da je za IL. korak postupka potrebno 24 + 1 mnoZzenja, Sto
je daleko manje od (d + 1)? za veliki d. Sada znamo da ukoliko odaberemo
odgovarajude elemente za evaluaciju polinoma, tada ¢e za provedbu prvog
koraka postupka takoder biti potrebno znatno manje mnoZenja od (d + 1)?
za veliki d.

Preostaje jos ispitati III. korak postupka.

Propozicija 3.1. Neka je ¢ primitivni [-ti korijen jedinice. Tada je

14+0+82+--4+71=0 ako je 7+#1,

1—9—C+§2+---+§l’1:l ako je (=1,
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Dokaz. Druga jednakost je o¢ita. Za dokaz Iprve jednakosti, uo¢imo da
je { korijen od x! —1 = (x —1)(1+x + - - - +x/~1), ali nije korijen od x — 1
ako je { # 1. Stoga, { mora biti korijen faktora 1 4 x + - - - + x'~1. Dakle,
1+€+€2++§l—1:0 O

Teorem 3.4. Neka je [ = 2', w primitivni [-ti korijen jedinice te

h(x) = ho+hx +hpx® + -+ hy_x' L.
Pretpostavimo da su nam poznate vrijednosti ¢y = h(1), c; = h(w), ...,
¢;_1 = h(w'1). Neka je c(x) polinom

c(x) =cog+crx+cx®+ -+ cqx L
Tada moZemo pronaci koeficijente hg, hy, . . ., h;_1 tako da evaluiramo poli-
nom c(x), .

Prema tome je

c(1 (w1
= S )

Ovaj teorem nam govori da mozemo interpolirati polinom h(x) za koji
vrijedi h(1) = cg, h(w) = ¢y, ..., h(w'™1) = ¢;_1 za dane cg, ¢y, ..., c1_1
tako da evaluiramo polinom c(x) u 1, w1, w2, .. w. Prema tome, in-
terpolacija je u¢inkovita kao i evaluacija.

Dokaz. U dokazu teorema koristit é¢emo vektorsku i matri¢nu notaciju.
Akoje
h(x) = ho -+ hlx + h2x2 + -4+ hl,lxlfl,
tada je za svaki i
c; = h(wi) =hg+ hw' +hyw? + -+ hl,lw(lfl)i.
Stoga, vektor redak
C=(coct,...,c1) = (h(1), h(w), h(w?),..., h(w™1))

moZemo zapisati kao C = HF, gdje je

H=(ho,h,..., h_1)
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vektor redak ¢iji su elementi koeficijenti polinoma k(x), a F je | x | matrica

1 1 1 .. 1

1 w w? oWt
1 w? wt Ww2(-1)
1 w1 20-1 w

koja se naziva diskretna Fourierova transformacija. Inverz matrice F je ma-

trica % gdje su elementi od F inverzi elemenata od F. Matrica F se naziva
inverzna diskretna Fourierova transformacija od F.

Da bismo pokazali da je % inverzna matrica matrice F, najprije treba pri-
mijetiti da je i-ti redak matrice F jednak

(w02, w3, 1-Diy,
a j-ti stupac matrice F je transponirani redak
(1,wj,w2f, W, ,w(l_l)j).
MnoZenjem i-tog retka matrice F s j-tim stupcem matrice F dobivamo:

i =1+ 0o +wdw ™ 4+ 4 Vi~

Neka je { = w/~". Tada je { I-ti korijen jedinice i
g =140+ +--+7N

Iz Propozicijeslijedi jeqij = 0zaj # i, teq; = I Stoga, FF = 11, 4.
dokazali smo da je matrica % inverzna matrica matrice F.
Buduci je C = HF, imamo da je CF = [H. To zna&i da je

”’lo = C(l),
Ih = c(w'™),
Ih_1 = c(w).
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Sada smo u poziciji odrediti ukupan broj mnoZenja opisanog postupka
za pronalaZenje produkta f(x)g(x) gdje su f(x) i g(x) polinomi stupnja
d < 21, koji se sastoji od tri koraka:

L. Evaluacija polinoma f(x) i g(x) u potencijama od w, primitivnog 2"-
tog korijena jedinice: za evaluaciju polinoma f(x) potrebno je 2"(r — 1)
mnozenja, kao i za evaluaciju polinoma g(x).

I. Mnozenje f(w')g(w') = h(w') zai = 0,1,2,...,2" 1 potrebno je 2’
mnoZenja.

III. Interpolacija polinoma (x) pomoéu h(w'),i = 0,1,...,2" 1 : poka-
zali smo da je ovaj postupak identi¢an evaluaciji polinoma

c(x) = h(1) + h(w)x + h(w?)x® 4 - - - + h(w? 1) !
ux=1w1 w2 .. w gdjeje I = 2', za $to je potrebno 2"r mnoZenja.
Dakle, ukupan broj mnoZenja je najvise

2(r—=1)+2"(r—=1)+2"+2'r =2"(3r - 1).
Akoje2 72 <d <27} tadaje
2"(3r — 1) < 4d(3log, 4d).

Za veliki d, 4d(31og, 44) je znatno manji od (d + 1)2. Preciznije, ako d raste,
kvocijent 4d(3log, 4d) / (d + 1)? tezi prema nuli.

Na ovaj nacin smo opisali postupak brzog mnoZenja polinoma s kom-
pleksnim koeficijentima. Uz odredene izmjene, uglavnom algebarske pri-
rode, postupak se moZe prilagoditi i za primjenu na mnoZenje polinoma s
gjelobrojnim koeficijentima.

U postupku pretvorbe vektora H koeficijenata polinoma 4 (x) u vektor
C = (h(1),h(w), ..., h(«w'"1)) mnoZzenjem s F, diskretnu Fourierovu tran-
sformaciju mozemo odrediti metodom opisanom u Teoremu 3.3} Opisana
metoda je primjena algoritma poznatog pod nazivom Brza Fourierova tran-
sformacija, kojeg su 1965. objavili ].W.Cooley (IBM) i ].W.Tukey (Princeton).
Brza Fourierova transformacija se ¢esto naziva najznacajnijim numerickim
algoritmom modernog doba.
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