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Trisekcija kuta, jos od starih Grka zadavala je glavobolje matematicarima, koji su je pokusavali
rijeSiti samo uz pomoc ravnala i Sestara. Takav nacin rjeSavanja konstrukcije postavila je
Platonova akademija.

Matematicari su dolazili do razlicitih rjeSenja ovoga problema, od blago rec¢eno uzaludnih do
poprili¢no pribliznih, pa sve do toc¢nih rjeSenja uz pritom koristenih pomoc¢nih krivulja ili drugih
sredstava. Na posljetku matematicari su dosli do zakljucka da trisekcija kuta ne moze rijesiti uz
pomoc¢ euklidskih konstrukcija.

Tema je obradena s povijesnog stajaliSta i pokazana je nekoliko rjesenja dobivenih neeuklidskim
metodama do kojih su dosli slavni matematicari. Takoder pokazane su dvije priblizne konstrukcije
trisekcije kuta, do kojih se doslo euklidskim metodama. Uz primjer nacina konstrukcija, prikazana
su i "rjeSenja" kojima je prikazano kolika su odstupanja s tim nacinom rjeSavanja navedenog
problema.

Povijest trisekcije kuta

Geometrijske konstrukcije predstavljale su znacajan dio matematike starih Grka. Oni su
konstrukcije vrsili iskljucivo ravnalom i Sestarom, pri ¢emu su ravnalo koristili za spajanje dviju
toCaka, a Sestar za crtanje kruznica, kojima su unaprijed poznati srediste i radijus. Akademija
koja je postavila takva pravila, bila je Platonova akademija, koja je djelovala od 387. godine prije
nove ere, do 529. godine nove ere. Navedeni pristup geometrijskim konstrukcijama doveo je do
niza matematickih problema, medu kojima su najpoznatija tri: kvadratura kruga, duplikacija
kocke i trisekcija kuta. Vazno je napomenuti da su pokusaji rjeSavanja tih problema doveli do
velikog razvoja tadasnje matematike, a matematicarima diljem svijeta ovi su problemi i danas
jednako zanimljivi.

Problem trisekcije kuta bio je poznat Grcima jos iz doba Antike. Stolje¢ima su matematicari trazili
eukidske konstrukcije, koristeé¢i samo ravnalo i Sestar, pa isto tako i druge pristupe: to¢na rjesenja
pomoc¢u pomocnih krivulja i priblizne vrijednosti euklidskih metoda. Najutjecajniji matematicari
koji su se bavili ovim problemom bili su Grci Hipija, Arhimed i Nicomedes. Rani rad na tom
problemu pokazuje svaki zamisliv stupanj vjestine, u rasponu od najvise uzaludnih,do izvrsnih
pribliznih rjeSenja, kao i genijalno rjeSenje koristedi "vise" krivulje. Matematicari su na kraju dosli
do empirijskog zakljucka da se problem trisekcije kuta ne moze rijesiti putem euklidskih
konstrukcija, ali to je uzdiglo dublji problem: potreba za dokazom njegove nemogucnosti pod
navedenim ograni¢enjima.



Prema tradicionalnoj klasifikaciji koristenoj u Antici postoje tri vrste problema u
geometriji:ravnine, ¢vrstog tijela i linearan. Problem ravnine je takav problem koji se moze rijesiti
euklidskim metodama, koristeéi ravne linije i kruZnice. Koristeéi jedan ili vise dijelova konusa, pod
nazivom povrsina stosca, rjeSavamo problem c¢vrstog tijela. Problemi koji ukljucuju druge linije
osim prethodnih navedenih, koje imaju manje prirodne i slozenije izvore jer su generirane od vise
nepravilnih povrsina ili ¢isto mehanickih konstrukcija, zovu se linearni. Rani matematicari su
posebno bili zainteresirani za trisekciju kuta uz pomo¢ metode ravnine. Kako se uspostavilo,
trisekcija kuta nije problem ravnine, vec problem cvrstog tijela. To je razlog zasto rani
matematicari nisu uspjeli pronadi opéu konstrukciju trisekcije kuta uz pomo¢ euklidskih
konstrukcija, iako su nasli elegantna rjeSenja temeljena na koristenju konika i drugih
sofisticiranih krivulja.

Trisekcija kuta ili opéenitije, podjela kuta na bilo koji broj jednakih dijelova, prirodni je nastavak
problema bisekcije kuta, koji je rijeSen u anticko doba. Euklidsko rjeSenje za problem bisekcije
kuta, kao Sto je navedeno u njegovom djelu "Elementi", je kako slijedi:

C

B

" Napraviti bisekciju pravolinijskog kuta: Neka je kut BAC zadani pravolinijski kut. Stoga je
potrebno da ga prepolovimo. Neka je tocka D nasumicno uzeta na AB ; neka se na AC odsijece
AE koji je jednak AD ; spojimo tocke D i E i neka se na DE konstruira jednakostranican trokut
DEF ; spojimo tocke A i F. KaZzemo da je ravna linija AF prepolovila kut BAC . Jer, bududi da je
AD jednaka AE i AF im je zajednicka, dvije stranice DA i AF su jednake dvjema stranica EA
odnosno AF . Baza DF jednaka je bazi EF ; stoga kut DAF jednak je kutu EAF . Stoga je dani
pravolinijski kut BAC podijeljen na dva jednaka dijela ravnom linijom AF ".

Postoji nekoliko nacina po kojima je problem trisekcije kuta razlic¢it od preostala dva klasi¢na
problema. Prvi je taj da nema stvarnu povijest koja se odnosi navnaéin kojim se ovaj problem prvi
put poceo proucavati. Drugo, to je problem sasvim druge vrste. Covjek ne moze kvadrirati krug,
niti moze duplicirati kocku. Ali, moguce je napraviti trisekciju kuta za odredene kutove. Za
primjer prilicno je jednostavno napraviti trisekciju pravog kuta. Za dani pravi kut CAB

konstruiraj kruznicu takvu da sijeCe AB u tocki E. Konstruiramo drugu kruznicu jednakog
radijusa sa centrom u tocki E. Sjeciste dviju kruznica je tocka D. Tada je trokut DAE
jedankostranican i stoga je kut DAE = 60° i kut DAC = 30° . Time je rijeSena trisekcija kuta
CAB .



Iako je tesko dati tocan datum kada se problem trisekcije kuta prvi put pojavio, zna se da je
Hipokrat, koji je dao prvi veliki doprinos problemu kvadriranju kruga i duplikacije kocke, takoder
proucavao problem trisekcije kuta. Postoji prilicno jednostavan nacin trisekcije kuta koji je poznat
Hipokratu.

On funkcionira na sljededi nacin. S obzirom na dani kut CAB konstruiramo okomicu CD na AB
tako da ju sijece u tocki D. Konstruiramo pravokutnik CDAF . Produzimo F C do tocke E i tada
spojimo A i E tako da sijeCe CD u H. Tocka E je odabrana tako da HE = 2AC . Sada je kut EAB
jednak % od kuta CAB .

Kako bi se to vidjelo, neka je G poloviste od HE tako da HG = GE = AC . Kako je ECH pravi
kut, stoga je CG=HG =GE .Sadaje XEAB= xCEA = XECG . Takoder, bududi da je

AC =CG tada je kut CAG jednak kutu CGA . Ali XCGA = XGEC + XECG =2CEG = 2EAB
kako je potrebno.

Jedan od razloga zasto je problem trisekcije kuta bio manje privlacan od preostala dva problema
kod grckih matematicara je da iako konstrukcija iznad nije moguca s neoznacenim ravnalom i
Sestarom, ipak je lako provediva u praksi. Mehanicki tip rjeSenja je lako za naci. Dovoljno je
oznaciti duljinu od 2AC na desnoj strani ravnala, a zatim klizimo ravnalom s jednim oznacenim
krajem po CD i drugim krajem po polupravcu FC do te mjere da ravnalom definiramo pravac
kroz A . Trisekcija je nadena na prilicno jednostavan mehanicki nacin.

Dokaz nerjesivosti



Da se dokaze nerjesivost ove konstrukcije ravnalom i Ssestarom, dovoljno je da to dokazemo za
jedan posebni kut.

Na temelju Moivreove formule imamo

(cos% +isin%)3 =cos@+ising

(cos® % — 3 cos % sin’ %) + i(3cos’® % sin% - sin’ %) =cos@+ising

Odatle slijedi

sin ¢ = 3cos? ¢ sin % — sin
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sing = 3sin% — 4sin® % .
Neka je uz jedini¢nu duzinu dan i kut ¢. Sada moZzemo smatrati sin ¢ kao danu veli¢inu, a sin%
trazenu velic¢inu. Uvrstimo li sada
sing =a
sin ?_ X
3
u gornju jednadzbu, dobijemo
4x3 = 3x+a=0.
Uvrstimo ovdje joS y = 2x i dobijemo
y3 =3y +2a=0.
Promotrit ¢emo dalje poseban slucaj trisekcije kuta od 30°. Kako je sin30° = % , pa je onda a = % ,

pa je gornja jednadzba oblika
y3=3y+1=0.
Kad bi ova konstrukcija bila rjeSiva tada bi gornja jednadzba morala imati jedno iz racionalnih
brojeva konstruktibilno rjesenje. Prema teoremu
Ako kubna jednadzba

x3+a2x2+a1x+a0 =0

s racionalnim koeficijentima nema ni jedno racionalno rjesenje, onda ni jedno njeno rjesenje nije
konstruktibilno iz racionalnih brojeva.

bi tada jednadzba y* —3y + 1 =0 morala imati barem jedno racionalno rjedenje i to bi riedenje
prema teoremu

Ako neka kubna jednadzba
3 2 _
x> +ax +aix+ayg=0

s cjelobrojnim koeficijentima ima racionalno rjesenje x, tada je taj x cijeli broj i djelitelj od ay.



moralo biti djelitelj od 1. Kako ni -1 ni +1 nije rjeenje od y> =3y +1 =0 , to smo time doéli do
proturjecja, odakle vidimo da ova geometrijska konstrukcija nije rjesiva ravnalom i Sestarom.

Kako moZemo neograni¢eno mnogo vrijednosti od a navesti za kojih jednadzba y> — 3y + 2a = 0
vodi opet do nerjeSivosti odgovarajuce konstrukcije, to ocito ima neizmjerno mnogo kutova kod
kojih trisekcija nije izvediva ravnalom i Sestarom.

Promotrimo kratko jo$ nekoliko slucajeva kada je trisekcija kuta rjesiva. Kut od 90° ocito mozemo
lako podijeliti na tri dijela. U tom slucaju je a = 1, pa jednadzba y3 —-3y+2a=0 glasi sada

y3=3y+2=0,

pa se lako provjeri rjesivost konstrukcije.

Dalje je olito da ako je za neki kut a trisekcija rjeSiva, tada je i za polovicu od o takoder
trisekcija rjesiva. Opcenito je za svaki kut oblika 21"' gdje je n neki pozitivni cijeli broj, trisekcija
rjesiva.

Osim ovih slucajeva, postoje jos i drugi kutovi za koje je trisekcija izvediva. Neka je s mjerni broj
duzine koju smo dobili bilo kojom konstrukcijom iz jedini¢ne duZzine. Uvrstimo

sing =a = 53 - 3s,
pa je time mogucde konstruirati i kut ¢. Pripadna jednadzba je sada oblika
y3 =3y—s3+3s=0.

RjeSenje ove jednadzZbe je s, pa je time i trisekcija ovog kuta izvediva.
Arhimedova konstrukcija - trisekcija kuta pomocu trake papira

Kao sto je poznato, ovaj problem se ne moze rijesiti sa Sestarom i ravnalom. Pretpostavimo li
uporabu jos drugih pomagala, mogu se napraviti takve konstrukcije. Tako ¢emo sada prikazati vrlo
jednostavno i s teorijskog gledista vrlo zanimljivo rjeSenje trisekcije kuta pomoc¢u ravnala, Sestara
i trake papira.

Ova metoda, to jest konstrukcija je dana u arapskom djelu "Knjiga lema" koja se pripisuje
Arhimedu. Sigurno ovo djelo nije samo prijevod arhimedovih radova, jer je Arhimed citiran
nekoliko puta u djelu na takav nacin da si ne moze to pripisati za sebe. Medutim vedina
povjesni¢ara matematike vjeruje da mnogi rezultati u "Knjiga lema" doista dobiveni zbog
Arhimeda i rezultat trisekcije kuta je toliko u duhu njegovog rada na spirali da je Siroko
prihvaceno da je ova metoda doista Arhimedova.

Uzimamo S kao vrh kuta ® kojega ¢emo podijeliti na tri jednaka dijela. Konstruiramo kruznicu
radijusa r koja presijeca krakove kuta ® u tockama A i B. Nanesemo na rub trake papira tocke Q
i P tako da je IQP| = r . Polozimo tu traku papira na nasu ravninu crteza tako da joj tocka Q bude
na pravcu SA i da joj rub prolazi tockom B. tu traku sada pomic¢emo tako sa tocka Q ostaje na
pravcu SA i da joj rub stalno prolazi kroz B, i to tako dugo dok joj tocka P ne padne u tocku na
kruznici. Tada xP QS = ¢ je jedna trecina danog kuta @.



DOKAZ: Kako je PS=PQ (=r), A PQOS je jednakokracan pa je stoga i XPSQ velitine ¢, dok je
vanjski kut XSPB tada jednak 2¢. Kako je A SPB takoder jednakokracan, xSBP = xXSPB =
2¢. Konacno, kako je vanjski kut @ u vrhu § trokuta A SBQ jednak zbroju dva nesusjedna
unutarnja kuta XSOB i XxSBQ , doznajemo da je ® = ¢+ 2¢ ili

p=—=0.

Trisekcija kuta pomocu fiksne hiperbole

Problem trisekcije kuta se takoder moze rijesiti uz pomo¢ fiksne hiperbole, kako je grcki
matematicar Pappus pokazao u svojem genijalnom remek-djelu Zovaywyar uobnuatixar
(Collectiones mathematicae ili matematicke zbirke).

Kako bi razumjeli konstrukciju prvo moramo rijesiti sljedeci problem: Pronadi geometrijsko
mjesto toCaka vrha P trokuta ABP sa fiksnom bazom AB kada su kutovi baze o i jedan prema
drugome u omjeru 2:1.



Neka je AB =3k , AP =u . Polozimo kut £ u tocki P na duzini PB i odredimo tocku Q kao mjesto
presijecanja kraka kuta f i duzine AB . Trokuti BPQ i APQ su jednakokracni ( XAQP je kao
vanjski kut od trokuta BPQ jednak 2 = a ); stoga slijedi AP = QP = BQ =u . Tada produzimo
AB za BC =k i postavimo da je CP jednako v. Iz lika AQCP slijedi, prema Stewartovom
teoremu (vidi http://en.wikipedia.org/wiki/Stewart's_theorem), da je

v2—u? = CA - CQ = 4k(k + u)

V2 = (u+2k)°,
jednostavnije
v=u+2k
ili isto
v—u="2k

Ovo je jednadzba geometrijskog mjesta toCaka sa kooordinatama u,v.

Geometrijsko mjesto toCaka je dakle hiperbola sa Zaristima u tockama A i C i glavhom osi
BD =2k . (D leziizmedu A i B tako da prema jednadzbi geometrijskog mjesta toCaka
v—u=2k,CD=3k ,iAD=k .

Razmotrimo sada da je hiperbola nacrtana za svaki k. ( Dovoljno je uzeti u obzir polovicu krivulje
koja pripada zaristu A i da je iznad glavne osi.)

Tada nazovimo vanjski kut trokuta ABP u vrhu P w, to jest

1
£ABP = fi = 3 o

DOKAZ: Iz XAPB = 180° — w zakljuCujemo da je a + f = w i iz toga slijedi ( zato jer je a = 24 ),
p=0w.
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