Vatka 21 (2012./2013.) br. 82

STEWARTOV TEOREM

Zeljko Hanjs, Zagreb

b
( :esto se u raznim zadatcima u $koli spominju tezi$nice, simetrale ku-

tova i visine trokuta. Moze li se re¢i nesto o svakoj duzini koja spaja
vrh trokuta sa suprotnom stranicom? Odgovor na to pitanje prvi je dao $kotski
astronom i matematicar Stewart Matthew (1717. - 1785.) koji se bavio i geo-
metrijom. U jednom radu iz 1745. godine izveo je vezu izmedu duljine duzine
od vrha do neke tocke na suprotnoj stranici, duljina duzina na koje ona dijeli
tu stranicu i duljina duzina stranica trokuta.

Uz oznake kao na slici vrijedi sljedeca tvrdnja: a’m+b’n=c(d* + mn).

C
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Da bismo dokazali tu tvrdnju, dovoljno je nekoliko puta primijeniti Pita-
gorin poucak.

Uvedimo uobicajene oznake u trokutu ABC, |BC|=a, |CA|=b, |AB|=c,
AA,. To¢ka D dijeli duzinu AB na dva dijela, pri ¢emu je |AD|=m i |DB|=n.
Ne smanjujuci opéenitost, moZemo staviti m > n. Nadalje, stavimo da je dulji-
na visine na stranicu AB jednaka |CE|=h i |ED|= p.

Da bismo dokazali gornju tvrdnju, izvest ¢emo dvije pomoc¢ne relacije.
Promatrajmo najprije trokut CAD. Primjenom Pitagorinog poucka na trokut
CAE dobivamo

|CA|" =|CE|" +|AE[".




Kako je |AE|=m— p,
b> =h’ +(m—p)’. (1)

Analogno, primjenom Pitagorinog poucka na trokut CED dobivamo
|CD* =|CE[’ +|ED[*, 4. h> =d* - p’.
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Iz dviju posljednjih relacija je
b’ =d*—p* +(m-p), 4.
b’ =d* +m* —2mp’. (2)

Sada sli¢no zakljuc¢ivanje primijenimo na trokut CDB :
|BC[" =|CE|’ +|EB|,
akako je |[EB|=n+ p, slijedi
a’=h’>+(n+p). (3)

Uvrstavanjem ponovo h* =d’ — p°, iz (3) se dobiva
a’=d’—p* +(n+p),
i napokon

2

a’=d’ +n’ +2np. (4)

Sada ¢emo iz (2) i (4) izvesti trazenu tvrdnju.

Pomnozimo li relaciju (2) s n i (4) s m, dobit ¢emo:
Vn=d*n+m’n— 2mnp,
a’m=d’m+n*m+2mnp.
Zbrajanjem ovih jednakosti dobivamo

am+bn=d*(m+n)+nm(m+n).

Kako je m+n=c, imamo trazenu jednakost a’m+b’n=c(d* + mn).

Sada ¢emo na nekoliko primjera pokazati kako se ova tvrdnja koristi u
konkretnim situacijama.
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Primjer 1. Ako su a, b, ¢ duljine stranica trokuta, odredimo duljine nje-
govih tezi$nica.

Rjesenje: Oznacimo s AA, teziSnicu trokuta ABC, as t, = |AA1| njezinu
duljinu.

Prema Stewartovom teoremu, za vrh A, stranicu BC i njezino poloviste
A, vrijedi

|AB[* -|A,C| +|CA[* -|BA,| =|BC|(AA,[ +|BA,|-|AC).

Kako je A, polovite stranice BC, vrijedi |BA1| =|A1C| =§. Sada dobi-

vamo

Nakon sredivanja dobivamo

P
2 2 4 4
ili

1
t, =E\/2b2 +2¢* —a’.

Primjer 2. Duljine stranica trokuta ABC su g, b, c. Odredimo duljine
njegovih visina.

Rjesenje: Odredit cemo duljinu visine v, iz vrha C. NoziSte D visine neka
dijeli stranicu AB na dva dijela, duljinu m i ¢ —m. Prema slici, po Pitagori-
nom poucku za trokute ADC i BDC imamo

W =b"-m’=a’—(c-m)’.



C
b a
h.
L
A m D c-m B
Odavde, sredivanjem, dobivamo
3 —a*+b*+¢?

>

2c

Uvrstavanjem u polazni izraz dobivamo

>

Wbt a4+ _2a°b’ +2b°c° +2¢%a° —at -b* -t
o 2c - 4c?

i kona¢no

1
h, =2—\/2a2b2 +2b*c? +2c%a> —a' b -t
c

Analogno se dobivaju visine h, i h,.

Mozete li jednostavnije dobiti ove formule pomoc¢u Heronove formule za
povrsinu trokuta?

Primjer 3. Dan je pravokutan trokut ABC s pravim kutom uz vrh A.
Tocke T, i T, dijele hipotenuzu BC na tri jednaka dijela. Dokazi da vrijedi
jednakost

2
AT +|AT,| :%.

Rjesenje: Primjenom Stewartovog teorema na trokute B
BT,A i T,CA , kao na slici, dobivamo
T,
|AB[ -[TT,|+ AT, -|BT, | = [BL,|(AT] + BT [T, o/ \ |
I
|AT[ -|1,C|+|AC] |1, | = |L.C|(AT,[ +|5,T, - |1,C).
C b A
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Kako je ABC pravokutan trokut, vrijedi a* = b* + ¢*. Uvritavanjem imamo

& sfazf 2= OAﬂf+3£)ﬁi
33

a

a3 b2 [|AT2|2+£.EJ/.E,
3 33) 4

2
& +|AT,[ = 2(\ATI\2 +%j

2
\Aﬂf+V=ZUAQf+%J.

Zbrajanjem ovih jednakosti dobivamo

(JAT[ +|AT[ )+t +¢* =2(|AT;[ +|AT, 'I‘IrTI Y.

AT AT [ ==

Zadatci za vjezbu

1. Znajudi da simetrala kuta trokuta dijeli nasuprotnu stranicu na dvije duzine

¢iji je omjer duljina jednak omjeru duljina drugih odgovarajucih stranica,
odredi duljine simetrala kutova unutar trokuta.

2. Duljine stranica trokuta su a,b,c, a nasuprotni kutovi «, f, y. Poznato je
dajea=4 cm, b=5 cmi y =2a. Izracunaj duljinu stranice c.

3. Dokazi da je kvadrat duljine simetrale kuta trokuta jednak produktu dulji-
na stranica koje zatvaraju taj kut, umanjenom za produkt duljina duzina na
koje simetrala dijeli nasuprotnu stranicu.



