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Varijable i funkcije:
Upotrebljavanje geometrije za
istrazivanje vaznih koncepata u algebri

SCOTT STEKETEE!

Mnogo se godina ozbiljno raspravljalo o tome kako bi trebalo poucavati algebru
i koje bi elemente trebalo istaknuti.

Staticki pristup algebri

U SAD-u je tradicionalan pristup algebri stavljao naglasak na varijable kao na
konkretne brojeve ¢ija je vrijednost nepoznata, te na izraCunavanje izraza i rjeSavanje
jednadzbi. Takvo isticanje jo$ uvijek prevladava u mnogim srednjoskolskim
udzbenicima u SAD-u.

U ovom pristupu na varijable se isprva
gleda kao na stati¢ne «drZace mjesta”, kao $to
se vidi iz problema u primjeru 1. (u drugom Rijesi 2x* - 3x + 1 = 10
problemu x ve¢ predstavlja dva broja, a ne samo
jedan, no jo$ nema naznake varijacije). Kako
napreduju, ucenici uce da ti .drZaci mjesta”
mogu preuzimati razli¢ite vrijednosti te razvijaju koncepte varijabilnosti prosirujuci
staticki pogled tako da uklju¢uje mnoge vrijednosti — isprva mnoge diskretne
vrijednosti te, naposljetku, mnoge kontinuirane vrijednosti.

Izracunaj 2x* — 3x + 1 for x = 2

Primjer 1.

Sli¢no, funkcije se isprva prikazuju kao staticna pravila koja uzimaju jedan
konkretan broj kao ulaznu vrijednost i proizvode drugi konkretni broj kao izlaznu
vrijednost. Barem ispocetka, ne postoji nikakav osjec¢aj o ponasanju funkcija; one
samo uzimaju jedan broj i daju drugi.

1.LA=LW
Mnoge jednadzbe koje piSemo su stati¢ne, bez ikakvog 240 = 5x

osjecaja varijacije ili ponaSanja. Zalman Isiskin (1988.) 3 sinx = cosx - tanx
daje primjere prikazane u primjeru 2. On opaza da je prvi 41=n-1/n
formula ili pravilo, drugi je jednadzba koju treba rijesiti, treci
je identitet, a Cetvrti svojstvo. Tek nam peti daje naznaku x-a
kao varijable, dinamicke vrijednosti koja se mijenja.

5.y=kx

Primjer 2.

'Scott Steketee, KCP Technology, SAD
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Dinamicki pristup algebri

Chazan (2000.) i drugi zalazu se za drugaciji pristup: naglasavanje uloge va-
rijabli kao promjenjivih vrijednosti, te za koncept funkcija i njihova ponasanja kao
ujedinjujucih tema algebre. Dinamicki elementi ovdje su najvazniji: varijable su pro-
mjenjive vrijednosti i funkcije se ponasaju na odreden nacin.

Ovaj pristup naglasava ponasanje funkcija kao nacin karakteriziranja odnosa iz-
medu vrijednosti koje variraju. Uéenici razmisljaju o funkciji kao o odnosu izmedu
promjenjivih vrijednosti i istrazuju njezino ponasanje mijenjajuci vrijednost nezavi-
snih varijabli.

Naglasak je na razlici

Ovo nisu apsolutne kategorije. Ucenici u tradicionalnoj nastavi proucavaju
funkcije i mijenjaju varijable, dok u¢enici u nastavi s dinamickim pristupom uce izra-
¢unavati izraze i rjeSavati jednadzbe. Razlika je u naglasku: §to prenosimo ucenicima
kao temeljni objekt proucavanja u algebri? Nase su mogucnosti donekle ogranicene
dostupnim medijima.

Staticni medij

Jedna od poteskoca pri prelasku na dinamicki pristup poucavanja algebre je ¢i-
njenica da je uc¢enicima te§ko omoguciti da steknu iskustvo mijenjanja varijabli, a isto
im je tako tesko omoguciti da istrazuju i promatraju ponasanje funkcija dok im se
mijenjaju neovisne varijable. Donedavno su skoro sva nastavna sredstva i pomagala
(udzbenici, $kolske ploce, projektori) bila staticna. Tesko je i neuvjerljivo prikazivati
varijacije pomocu stati¢nih medija, a jo$ je teze u¢enicima dati direktnu kontrolu nad
varijacijama. Kad bi uc¢enici mogli kontrolirati neovisnu varijablu, te kad bi jedno-
stavno mogli mijenjati njezine vrijednosti kako god Zele, dobili bi dinamicku sposob-
nost da istrazuju ponasanje funkcija.

Dinamicki medij

Posljednjih 20 godina svjedoci smo razvoja dinamickih matematickih softvera
(poput Sketchpada) koji korisnicima omoguc¢uju dinamicku kontrolu nad matema-
tikom koju stvaraju. Sketchpad je isprva bio program dinamicke geometrije koji je
ucenicima pruzao mogucénost manipuliranja geometrijom pomicanjem toc¢aka i dru-
gih geometrijskih objekata po ekranu. Nedavno su Sketchpadu pridodane vazne alge-
barske karakteristike koje omogucavaju stvaranje numerickih vrijednosti koje se lako
mogu mijenjati i animirati, te podrzavaju stvaranje i crtanje grafova funkcija.
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No, i dalje je ucenicka sposobnost varijacije geo-
metrijskih objekata bolja od njihove sposobnosti vari-  x=241]
jacije numerickih objekata. Ucenicima je jednostavno ~ * ~°~"*!
pomicati tocku po ekranu i gledati kako se konstrukcija
mijenja. Pomicu¢i tocku misem, ucenik ima neposred-
nu kontrolu nad njom. On je moze pomicati u bilo ko-
jem smjeru, brzo ili polako, te ¢ak i oprezno, promatra-
judi za to vrijeme ponasanje konstrukcije da bi ostvario
odredeni cilj.

Primjer 3.

Numericke vrijable u Sketchpadu

Brojeve je lako stvoriti, mijenjati i animirati. U¢enik moze stvoriti broj, lako
ga promijeniti, mijenjati ga upotrebljavajuci + i - tipke (diskretne vrijednosti) ili ga
kontinuirano varirati njegovom animacijom. Koriste¢i broj u racunu poput x° - 5,
moze stvoriti (ovisnu) varijablu koja ovisi o njemu, moze ucrtati te dvije vrijednosti
u pravokutni koordinatni sustav u ravnini te vidjeti kako se graf razvija promjenom
neovisne varijable (primjer 3.). No, u¢enik jo$ uvijek nema isti osjecaj kontrole koji
ima kada pomice tocku koja odreduju geometrijsku konstrukciju.

24 Nesto je bolji u¢inak kada ucenik postavi tocku

N | i na os x, izmjeri joj apscisu, te je koristi kao neovisnu
' ! varijablu. Kao $to se vidi u primjeru 4., sada ucenik
’ A moze pomicati neovisnu varijablu i gledati ponasanje

\ 1 ' funkcije. Ulenik moze vidjeti kako se vrijednost
vy / zavisne varijable mijenja numericki, te kako se

\ T ona mijenja na grafu (pomicanjem tocke). Iako je

‘et / postizanje dinamicke kontrole nad varijablom nesto

\L. teze nego postizanje dinamicke kontrole nad to¢kom,

ucenik ima direktnu kontrolu nad varijablom putem
misa. Ucenik pomicanjem mi$a mozZe promijeniti
vrijednost broja, ¢ineci ga tako pravom varijablom. U tom procesu uc¢enik promatra
kako variranje definira funkciju i stvara graficku prikaz ponasanja funkcije.

Primjer 4.

Nedostatci numerickih varijabli i funkcija

Cak i s tim moénim nacinima variranja brojeva, ucenici ne dobivaju osjecaj
potpune kontrole i kontinuirane varijacije u numerickom podrucju kao $to dobivaju
s tockama u geometrickom podrucju. To ostaje vazna briga; konkretna iskustva
s dinamickom, kontinuiranom prirodom varijabli napravit ¢e veliki pomak u
razvoju ucenikovih sposobnosti za istrazivanje ponasanja funkcija. Sadasnji nacini
manipuliranja brojeva ne daju isto taktilno iskustvo, isti osjec¢aj kontrole, isti osjecaj
zadovoljstva i moc¢i kao pomicanje tocaka.
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Geometrijske varijable i funkcije

Vecina definicija funkcije ne precizira da moramo koristiti brojeve kao ulazne
i izlazne vrijednosti, odnosno kao neovisne i ovisne varijable. Ustvari, ima mnogo
presedana za ideju geometrijskih varijabli i geometrijskih funkcija. U numerickom
podrucdju varijabla jedinstven promjenjivi objekt je broj; u geometrijskom je podrucju
tocka. Ucenici ve¢ uce funkcije to¢aka, iako ih ne nazivaju funkcijama. Ve¢inu vremena
nazivaju ih transformacijama. Zapravo, oba naziva imaju isto matematicko znacenje.
Mozemo re¢i da funkcija transformira ulaznu varijablu u izlaznu, te da transformacija
uzima originalnu sliku i proizvodi njenu presliku. Ulazni podatak (originalna slika)
i izlazni podatak (preslika) mozda su brojevi, a mozda tocke. Nije vazno koji naziv
upotrebljavamo. Operacija pretvaranja ulaznog podatka u jedinstveni izlazni podatak
ono je $to karakterizira funkciju.

Varijabla Primjer Ulazni podatak | Izlazni podatak | Notacija
funkcije (originalna slika) (preslika)
Broj fix)=2x-3 5 7 f(5)=7
Zrcaljenje
preko m .
TOéka po po P’ rm(P) = P;
m C})’

Prednosti geometrijskih funkcija

Geometrijske funkcije imaju neke znacajne prednosti u istrazivanju vaznih
koncepata. U¢enici mogu lako napraviti mnogo vaznih aktivnosti i istrazivanja:

e stvoriti novu funkciju,

¢ njenim pomicanjem manipulirati neovisnu varijablu,

e promatrati ponasanje funkcije tijekom manipulacije neovisne varijable,
e zabiljeziti ponasanje funkcije,

e ograniciti nezavisnu varijablu u odredenu domenu,

e promatrati rezultiraju¢u kodomenu funkcije,

e promatrati kompoziciju dviju funkcija,

e istraziti kako ograni¢ena domena utjece na kompoziciju funkcija,

e cksperimentirati da se pronade inverzna funkcija,

e istraziti funkcije definirane konstrukcijama lokusa,

e upotrijebiti korisnicke transformacije za stvaranje velike raznovrsnosti drugih
funkcija.
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Promatranje i biljezenje ponasanja funkcije

U radu s numerickim funkcijama ucenici promatraju
i biljeze njihova ponasanja stvaranjem tablica vrijednosti.
Proucavanjem tablice brojeva ne dobiva se dobra predodzba o
tome kako se funkcija ponasa, pa ucenici Cesto crtaju grafove
funkcija prema podatcima iz tablice. U radu s geometrijskim
funkcijama ucenici mogu pratiti i ulaznu i izlaznu tocku,
pomicati ulaznu vrijednost i dobiti trenuta¢nu sliku ponasanja
funkcije. Tragovi zabiljezeni na ekranu za geometrijsku
funkciju, kao sto je vidljivo u primjeru 5., daju iste vrijednosti kao i brojevna funkcija,
ali i puno bolju ideju o ponasanju funkcije.

Primjer 5.

Ogranic¢avanje domene

Ucenici Cesto imaju problema u razumije-
vanju $to to znaci ograniciti domenu numericke P °c
funkcije, te zbog cega bi se to Zeljelo uciniti. S
geometrijskom funkcijom to je jednostavno i lo-

gi¢no. Ogranicavanje domene funkcije daje nam .
dobru sliku odnosa izmedu varijabli, omoguca-
vaju¢i nam da vidimo raspon (kodomenu) koji

odgovara nekoj domeni. U primjeru 6. ucenik je
stvorio funkciju koja rotira ulaznu varijablu za
90°oko sredisnje tocke C. Ogranicio je domenu spajanjem nezavisne varijable P s
trokutom i pomaknuo nezavisnu varijablu da vidi kojim rasponom rezultira.

Primjer 6.

Kompozicija funkcija

Pri kompoziciji funkcija ucenici se cesto zbune oko toga koja se funkcija pri-
mjenjuje prva, djelomi¢no zbog toga Sto su funkcije izrazene u simbolickom obliku.
Taj simbolicki zapis donekle je apstraktan, barem za pocetnika, zato $to gledanje u
simbole ne daje jasan osjec¢aj o ponasanju funkcije. Geometrijske funkcije mnogo su
konkretnije, s daleko ocitijim ponasanjima. U primjeru 7. ucenik je preslikao nezavi-
snu varijablu osnom simetrijom s obzirom na m, rotirao oko sredi$nje tocke C za 90°
te potom pomaknuo ulaznu vrijednost. Da bi dobio jos bolju sliku ponasanja kompo-

zicije funkcija, u¢enik moze ograniciti domenu kako je prikazano u primjeru 8.

p °c
P
P
m

Primjer 8.
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Pronalazenje inverzne funkcije

Ucenici cesto imaju problema sa shvacanjem inverznih o
funkcija. Konkretni primjeri s geometrijskim funkcijama mogu
biti od pomoci. U primjeru 9. ucenik pokusava naci inverziju p
od rotacije tocke C za 120°. Ucenik je napravio kompoziciju
ove funkcije s drugom rotacijom oko to¢ke D po promjenjivom
kutu. Prepozntaljiva odlika inverzne geometrijske funkcije vrlo
je konkretna: mora postaviti tocku P” to¢no na mjesto tocke
P Istrazujuc¢i polozaj tocke D i promjenjivog kuta, uc¢enik
priblizava tocku P” sve blize tocki P i pronalazi da moze
namjestiti da se dvije tocke podudaraju pomicu¢i D na isto mjesto gdje je i C, te s
kutom druge rotacije od 240°. Zatim ucenik provjerava rezultat pomicuci neovisnu
varijablu P i potvrduje da je inverzija od rotacije za 120°oko C rotacija za 240°oko C.

Qo

0 =2307 P

Primjer 9.

Sli¢no, ucenik moze zapoceti s dilatacijom s faktorom % te onda napraviti
istrazivanje da potvrdi da je njezina inverzija dilatacija s faktorom 2.

Konstrukcije lokusa kao funkcije

A Pri  konstrukciji lokusa ucenik defini-

D ra tocku na stazi kao .vozaca” i drugu toc-

ku kao «putujuci objekt” koji kreira lokus. U

c B primjeru 10. ucenik je nacrtao duzinu 4B,

°  pri ¢emu totka A pripada kruZnici, te je ista-

knuo tocku D koja pripada duzini AB.

Mozemo promatrati tocku A kao neovisnu varija-

blu (ograni¢enu na kruznicu kao njezinu domenu) i tocku D kao zavisnu varijablu.

Ucenik moze pomicati tocku A po kruznici da vidi raspon ili moze upotrijebiti na-
redbu Locus da napravi putanju koja odgovara rasponu ove funkcije.

Primjer 10.

Slicno, u primjeru 11. ucenik je pridruZio tocku A kruZnici, konstruirao je
simetralu duzine 4B i toc¢ku D koja se nalazi na sjeci$tu simetrale duzine 4B s
pravcem kojemu pripada polumjer te kruznice koji prolazi kroz to¢ku A. Nezavisna
varijabla (to¢ka A) ogranicena je kruznicom kao svojom domenom. Konstrukcijom
lokusa vidimo odgovarajuci raspon u primjeru 12. (Uocite da se ovaj raspon sastoji od
svih toc¢aka jednako udaljenih od tocke B i kruznice, mjereci udaljenost od kruznice
duz polumjera.)

Primjer 11. Primjer 12.
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Zbog toga sto konstrukcija lokusa stvara Citav raspon funkcije kao objekta,
moguce je izmijeniti definiciju funkcije (na primjer, promjenom veli¢ine kruznice
ili pomicuci tocku B) da bi se vidio efekt na raspon. Ucenici smatraju posebno
zanimljivim pomicanje tocke B izvan kruznice!

Pri konstrukciji lokusa poput ove, ucenike se poti¢e na vazan pojmovni skok,
od pogleda na funkciju kao na operaciju koja uzima jednu ulaznu tocku i daje jednu
izlaznu tocku, do kolektivnog, globalnog pogleda prema kojemu funkcija preslikava
cijelu domenu na cijelu kodomenu. Takav pojmovni skok puno je tezi u¢enicima koji
rade s numerickim funkcijama, no to je prirodni prijelaz u podruéju geometrije.

Korisni¢ke transformacije

Nasi raniji primjeri ukljucivali su transformacije ugradene u Sketchpad, odnosno
izometrije i slicnosti. No, Sketchpad takoder dopusta ucenicima da stvore korisnicke
transformacije koje se mogu koristiti za stvaranje bilo koje transformacije u kojoj
polozaj jedne tocke utje¢e na polozaj druge. Time se omogucava velika fleksibilnost
i kreativnost, pa ucenici, u ovom dobu racunalne grafike, rezultate smatraju veoma

uzbudljivima.
o
° P
P
PC=283cm
o =[107
o o u =28.33°
Primjer 13. ¢ Lem

U primjeru 13. prikazano je polaziste jednostavnog primjera: ucenik Zzeli rotirati
tocku P oko sredista C za kut koji ovisi o udaljenosti PC. Ucenik koristi parametar
0 za odredivanje kuta rotacije: 10° po centimetru udaljenosti. Da bi definirao
transformaciju, u¢enik mnozi udaljenost s € i zatim dijeli s 1 cm da bi mjerne jedinice
ostale stupnjevi. Uenik rotira tocku P za izracunati kut da bi dobio tocku P’, zavisnu
varijablu. Pomicanjem nezavisne varijable P u¢enik ustanovljuje da se funkcija ponasa
kao $to je ocekivao, a potom odabire obje varijable i koristi ih za definiranje korisnicke
transformacije. U primjeru 14. ucenik je primijenio korisni¢ku transformaciju na
duzinu i na kruznicu da bi vidio kako transformacija utjec¢e na oba objekta.

Primjer 14. / ¢
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Sada je dosao do zabavnoga dijela. Zalijepio je sliku s interneta u svoju skicu
i primijenio korisnicku transformaciju na cijelu sliku, s rezultatom prikazanim u
primjeru 15. (s 6 = 5°) i u primjeru 16. (s 0 = 45°).

PC PC=40Xm

PC=402cm ] g N
& = Tem =201 6= Tam o Ul
Primjer 15. Primjer 16.

Zakljucak

Prikazane geometrijske funkcije imaju ogroman potencijal za razvijanje ucenic-
kog razumijevanja funkcija, domene, raspona (kodomena), kompozicija funkcija i
inverznih funkcija. One prosiruju ucenicka iskustva uklanjajuci krivu predodzbu o
tome da se funkcije primjenjuju samo na brojeve. One pruzaju konkretne, geometrij-
ske prilike za mijenjanje neovisne varijable, za stvaranje vizualne tablice vrijednosti’,
za ograni¢avanje domene na odreden oblik i opazanja raspona, za kompozicije dviju
funkcija, za razumijevanje inverzije funkcije u terminima kompozicije, za razumije-
vanje funkcije kao ocrtavanja ¢itavog skupa to¢aka (domene) na/po drugom citavom
skupu tocaka (raspon), te za stvaranje i promatranje funkcije koja preslikavaju jedno
cijelo podrucje ravnine na drugo.

Ako se koristimo aktivnostima kao $to su ove , koje ucenicima daju ¢vrsti temelj za
rad s geometrijskim funkcijama, ucenici e biti puno pripremljeniji za razumijevanje funk-
cija u podrucju algebre. Od velike ¢e im koristi u njihovoj daljnjoj matematickoj naobrazbi
biti njihova konkretna iskustva pomicanja varijabli i promatranja ponasanja funkcija, te
njihove vidljive slike domena, kodomena, kompozicija funkcija i inverznih funkcija.
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