Poucak 44

Jednadzba x+ yi=u + vi
Ivica Gusi¢?, Luka Lasi¢?

Razmotrimo jednadzbu
X+yi=u+vi (1)
Ako su x, y, u, v realni brojevi, dobijemo u = x, v = y. Naime, prema definiciji
jednakosti kompleksnih brojeva, dva su kompleksna broja jednaka ako su im jednaki
realni dijelovi i jednaki imaginarni dijelovi. Op¢enito, tj. ako su x, y, u, v kompleksni
brojevi, to ne vrijedi. Na primjer,

i+1-i=1+Q2+1i)-1i

U ovome clanku raspravljamo o rjeSenjima jednadzbe (1) u kompleksnim bro-
jevima x, y, u, v. Problem se pojavljuje kod parametrizacije kompleksne jedini¢ne
kruznice, gdje za (u, v) s jedini¢ne kruznice, iz

cosz+isinz=u+vi (2)

treba zakljuciti da je u = cos z, v = sin z. To ¢emo obrazloziti poslije.

Ako (1) zapisemo kao u = x + (y - v)i, vidimo da x, , v moZemo birati po volji,
uz uvjet v # y, i dobit ¢emo rjeSenje u kojemu nije u = x , niti je v = y. Postavlja se
pitanje koji uvjet treba dodati da bi iz (1) slijedilo u = x i v = y. Navedimo nekoliko
mogucih uvjeta.

(i) u=x

(i) x+y=u+v,

(iii) x-y=u-v,

(iv) x+ yi=u+vi, gdje crtica oznatava kompleksno konjugiranje,

V) X*+y =u’+v%,

(Vi) X*-p*=u*-+%

(vii) xy =uv,

(viii) xv = uy,

(ix) x*-y*+x+2xyi = v’ - V> + u + 2uvi,

(x) (x;—y}+1+(3_cy—x;)i)x=(ua—v;+1+ uv—u;)i)u.
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Pokusajte sami provjeriti ove uvjete, a nakon toga pogledajte nasa obrazlozenja.
(i) Ovo je jednostavno, jer nakon uvrstavanja u = x u (1) dobijemo v = y.

(ii) x + y = u + v napiSemo kao x - u = v - y, a jednakost x + yi = u + vi kao
x - u = (v - y)i. Izjednacavanjem dobijemo v = y, a odavde u = x.

(iii) x - y = u - v napiSemo kao x - u = y - v, a jednakost x + yi = u + vi kao
x - u = (v - y)i. Izjednac¢avanjem opet dobijemo v = y, a odavde u = x.

(iv) Konjugiranjem jednakosti x + yi = u + vi dobijemo X — yi =u—vi. Zbrajanjem
s x+ yi =u+vidobijemo 2x =2u,aodavde u=xiv=y.

(v) Kvadriranjem jednakosti x + yi = u + vi dobijemo x* - y* + 2xyi = u? - v* + 2uvi,
a zbrajanjem s x> + y* = u* + v* i kracenjem x* + xyi = u* + uvi, tj. x(x + yi) =
= u(u + vi). Sad primjenom (1) dobijemo u = x i odatle v=y.

(vi) x* - y* = u? - v* zapiSemo kao x> + (-v)* = u* + (-y)%, a x + yi = u + vi kao
x + (-v)i = u + (-y)i. Sad primijenimo (iii) i dobijemo u = x, a odavde v = y.

(vii) Kvadriranjem x + yi = u + vi i uvr§tavanjem xy = uv dobijemo x* - y* = u*> - V%,
pa mozemo nastaviti kao u (iv).

(viii) xv = uy zapiSimo kao x(-v) = u(-y),ax +yi=u+vikaox + (-v)i=u + (-y)i,
pa nastavimo kao u (v).

(ix) Ovo mozemo zapisati kao (x + yi)* + x = (u + vi)> + u pa, kombinirajuci s (1),
dobijemo u = x.
(x) Ovo moZemo zapisati kao (|x + yi]> + 1)x = (|u + vi* + 1)u pa, kombinirajuéi s

(1), nakon dijeljenja dobijemo u = x.

Obrazlozenja (v) - (viii) su pogresna. Namjerno smo ih uvrstili kao izazov ¢ita-
teljima, kako bismo ih potaknuli na raspravu. Naime, u (v) smo neoprezno dijelili s
X + yi,au (vi), (vii) i (viii) smo koristili (v). To pokazuje i primjer

1+i-i=i+(-1)i.
Tujex+yi=u+vi=0,x=1,u=1i y=1i v=-1Slicne bismo kontraprimjere
mogli nadiiza (iv) - (vi).
Losa rjeSenja mogu se popraviti na sljedeci nacin.
(v) Sustavx+yi=u+vi x*+y*=u*+v’imarjeSenjeu=x, v=yilix+ yi=0.
(vi)’ Sustavx+yi=u+vix’ -y’ =u’-v'imarjeSenjeu=x, v=yilix-vi=0.
(vii)’ Sustav x + yi = u + vi, xy = uv ima rjeSenje u = x, v=yilix - vi = 0.

(viii)’ Sustav x + yi = u + vi, xv = uy ima rjeSenje u = x, v=yilix + yi = 0.
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Mozemo interpretirati i ovako.

Sustav x + yi = u + vi, X* + y* = > + V%, x + yi # 0 ima rjeSenje u = x, v = y. Sli¢no
dobivamo za ostale slucajeve.

Navedimo sada jo$ jedno rjeSenje sustava
x+yi=u+vi
Xy =ut+v
x+yi#0.
x*+y*=u*+ v*napiSemo kao (x + yi)(x - yi) = (u + vi)(u - vi), pazbog x + yi=u+vi#0
dobijemo x - yi = u - vi. Kombinirajuéi s x + yi = u + vi, dobijemo u = xiv =y.

Objasnimo kako u (2) zaklju¢ujemo da je u = cos z, v = sin z.

Vrijedi cos® z + sin® z = 1, a jer je (1, v) na kompleksnoj jedini¢noj kruznici,
vrijedi i u* + v* = 1. Sad jo$ treba uociti da za kompleksne brojeve x, y iz x> + y* # 0
slijedi x + yi # 0.

Uocimo da smo u (i) - (iv) i (ix) - (x) jednadzbi (1) dodali jos jednu, a u
(v)’ - (viii)’ dodali smo po jednu jednadzbu i jednu nejednadzbu. Raznim dosjetka-
ma svaku od tih jednadzba i nejednadzba mozemo zapisati kao jednu jednadzbu. Na
primjer, sustav

Xy =ut+ v
x+yi#0
mozemo zapisati kao

|x+yi|‘xz+yz_uz_vz‘ :1

(uz uobi¢ajenu konvenciju da 0° nije definirano). Cak bismo sve mogli zapisati kao
jednu jednadzbu.

Na primjer, sustav
xX+yi=u+vi
Xy =ut+v
x+yiz0
mogao bi se zapisati kao

2 2 2 2| . 2
|x +yl|‘x +y —u —v ‘ +‘x+yl—u—w‘ :1
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(a uz pomoc¢ konjugiranja mogu se izbjeci i apsolutne vrijednosti). Takoder, uvjet (i),
(ii) i (iii) mogli bismo zamijeniti opéenitijim

x+ay=u+av,zanekia # i,
a uvjet (iv) opcenitijim

x+ay=u+av,zanekia # -1.

To ne smatramo nekim novim mogu¢nostima. Uo¢imo da se svi navedeni pri-
mjeri mogu svrstati u ovih Sest skupina.

(A) x+yi=u+vi, x+ay=u+av,zanekia # i, unjega idu (i) - (iii),

(B) x+yi=u+vi, x+ay=u+av,zanekia # -i, u njega ide (iv)

(C) x+yi=u+vi, x> +y*=u>+v4 x+ yi #0, unjega idu (v)’ i (vi)’

(D) x + yi=u+vi, xy = uv, x - yi # 0, koji se svodi na (C), u njega idu (vii)’ i (viii).

(E) x+yi=u+vi flx+ yi) + g(x) = flu + vi) + g(u), gdje je f neka funkcija, a g neka
injektivna funkcija (na primjer g(z) = z), u nju spada (ix).

(F) x+yi=u+vi fix + yi)g(x) = flu + vi)g(u), gdje je f neka funkcija koja ne po-
stize vrijednost 0 (na primjer f(z) = zz + 1, a g neka injektivna funkcija, u nju
spada (x).

Postavlja se pitanje ima li, osim ovih, jo$ nekih bitno novih mogu¢nosti, tj.
primjera jednadzbe, sustava jednadzbe i nejednadzbe, ili sustava dviju jednadzba,
tako da, kad se dodaju jednadzbi (1), dobijemo u = x, v = y. Dopusteno je koristenje
osnovnih operacija s kompleksnim brojevima: zbrajanje, mnozenje i konjugiranje
(radi kratkoce, i apsolutna vrijednost).

Pokusajte i vi...



