Poucak 48

De Calculo Probabilitatis
Uradak pogresan — rjesenje ispravno
(1z metodike elementarnog racuna vjerojatnosti)

KAJETAN SEPER!

1. lzvorni zadatak

Slucajan pokus sastoji se od bacanja na stol dviju kocaka za igru. Kolika je vje-
rojatnost da se pokazu a) dvije Sestice, b) petica i $estica, c1) dva broja ¢iji je zbroj

9 c2) ¢iji je zbroj 87

2. Ishodi

Pri rjeSavanju vjerojatnosnih zadataka u prvom redu treba shvatiti Sto se u zada-
tku smatra ishodom slucajnog pokusa, ili $to ¢e rjesavatelj smatrati ishodom ako to ne
proizlazi iz samog zadatka, ili pak ako rjesavatelj zeli i moze smatrati drugacije.

U prvom su slucaju ishodi objektivno upuceni rjesavatelju, a inace se subjektivno
odreduju i taj podatak mora biti uklju¢en u zadatak. Zapravo, obi¢no se sutke pretpo-
stavljaju odredeni prethodni dogovori o ishodima vezani za neke skupine zadataka. U
deskriptivnoj statistici, kada se ispituje ucestalost ishoda pri ponavljanju slu¢ajnog po-
kusa (uz stalne uvjete), nije vazan samo stvarni ishod, nego s njim povezan prethodno
dogovoren ishod koji ¢e se opazati pri ponavljanju i ¢ija ce se visekratnost brojiti.

Skup svih ishoda slu¢ajnog pokusa naziva se prostor ishoda.

Razmotrimo sada ishode u izvornom zadatku, a zatim u njegovoj izmjeni.

3. Ishodi u izvornom zadatku

U izvornom zadatku se govori o dvije medusobno nerazlucive kocke kakve se
stvarno nalaze u paketima djecjih igara u trgovinama. Zato zadatak upucuje rje-
Savatelja da ishode smatra i predoci neuredenim parovima {x,y}={y,x} brojeva
xy=12,3,4,5,6, uzuvjet x # y, inepravim parovima {x,x}={x} . Ovi se ishodi
mogu predoditi jedinstveno uredenim parovima (x,y), uz uvjet x <y . Vidisl. 1.

'Kajetan Seper, Slavonski Brod
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sl. 1. Predocenje ishoda uredenim
parovima (x,y), 414243444
uzuvjet x<y,t. x<y 3013|2333
(iznad dijagonale) ili x =y

(na dijagonali) 2| 12122
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Za razumijevanje i rjeSavanje tog i slicnih zadataka prevazno je da rjesavatelj ne
smije smatrati ni predo¢iti ishode uredenim parovima (x, y) bez navedenog uvjeta,
zato $to su kocke, iako razlicite, (prema pretpostavci) po svim svojstvima jednake,
osim $to padnu na razlicita nepredvidljiva mjesta na stolu, bez podatka koja je na
kojem mjestu, a uz to u sljede¢em ¢e bacanju ta mjesta biti drugacija.

Zapravo, te su kocke ipak samo priblizno jednake, a male razlike, koje pojavno ne
mijenjaju znatno vjerojatnosnu ili ucestalosnu sliku slu¢ajnog pokusa, ne uzimaju se
u obzir. Cesto se kaze da su takve razlidite, ali nama nerazludive kocke iste, jer se male
razlike i njihovi razli¢iti polozaji u prostoru ne uzimaju u obzir.

Suprotno tome, zanimljivo je da su dvije razlicito zvane zvijezde, vecernjica i
zornica, jedna ista zvijezda, koju su u proslosti smatrali razli¢itim zvijezdama, zbog
toga Sto ih opazamo na nebeskom svodu u razlicitim vremenima.

4. Ishodi u izmijenjenom zadatku

Razmotrimo sada izvornik s dodatnim po-
datkom o tome da je jedna kocka bijela (s crnim
1502535455565 tockicama - brojevi na svakoj strani), a druga crna
(s bijelim tockicama - brojevi na svakoj strani), tj.
da su kocke medusobno razlucive. Ovako izrece-
1323384353163 na inacica izvornika upucuje rjesavatelja da ishode
smatra i predoci uredenim parovima (x,y), bez
spomenutog uvjeta, pri ¢emu x zamjenjuje brojeve
K{|21(31[41|51]61 na bijeloj, a y na crnoj kocki. Vidi sl. 2.

1,6 | 2,6 | 3,6 | 4,6 | 5,6 | 656

14124 |34 |44 |54|64

1,2122132]42]|52]6,2

sl. 2. Predocenje ishoda uredenim parovima (x, y)
Primjedba uz sl.1.12.:
{x,y}x y(x,7),x< y;}{(x,y),(y,x)},x %y
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Ali sada, a to je za razumijevanje i rjesavanje vrlo vazno, rjesavatelj moZe, ako
zeli, smatrati ishode neuredenim i nepravim parovima.

U jednom i drugom slucaju pretpostavlja se da su kocke .idealne” (.savrseno
izradene”), a bacanje fer” (.posteno”), tj. da svaka strana svake kocke ima jednaku
«Sansu” da se pri bacanju pokaze. Drugim rije¢ima, nijedan pokazani broj (u obliku
tockica) nijedne kocke nema nikakvu vjerojatnosnu ili ucestalosnu prednost pred
bilo kojim drugim nepokazanim brojem iste ili druge kocke. Zato se moze smatrati
i smatra se da su svi ishodi svake kocke jednako vjerojatni i jednako ucestalni i da pri
bacanju obiju kocaka zajedno (smatrajuci da vjerojatnosno-ucestalosno ponasanje ni
jedne kocke ne utjece na drugu) svi ishodi u prvom slucaju, tj. u izvorniku, nisu jedna-
ko vjerojatni ni jednako ucestalosni, a da u drugom slucaju, tj. u inacici, jesu.

Inacica se moze oponasati dvokratnim bacanjem jedne jedine kocke. (Ovdje se
mora smatrati da prva kocka stohasticki ne utje¢e na drugo bacanje.)

5. Dogadaji

U drugom redu treba shvatiti o kojem je dogadaju u zadatku rijec¢ i za koji se
pita kolika mu je vjerojatnost. Kada je ustanovljeno $to su ishodi u slu¢ajnom poku-
su, tada je dogadaj, u elementarnoj teoriji (po Kolmogorovu) s konacnim prostorom
ishoda, a takoder u diskretnoj teoriji s prebrojivim prostorom ishoda, svaki podskup
prostora ishoda. (U opcoj teoriji s neprebrojivim prostorom ishoda, koja ukljucuje i
spomenute posebne slucajeve, zbog jakih razloga, samo su neki podskupovi nepre-
brojivog prostora ishoda dogadaji.)

Iako se u vjerojatnosnim zadacima pita kolika je vjerojatnost samo jednog ili
nekoliko dogadaja, teorijski okvir obuhvaca sve dogadaje o kojima se moze govoriti i
za koje treba izracunati ili odrediti vjerojatnost.

Skup svih dogadaja se naziva prostor dogadaja. (U opcoj teoriji vazno je pametno
izdvojiti podskupove prostora ishoda i samo s njima oblikovati prostor dogadaja.)

6. Vjerojatnost ishoda i dogadaja

U tre¢em i posljednjem redu treba odluciti o kojoj se vjerojatnosti u zadatku
radi. Naime, postoje dva pristupa slucajnim (stohastickim, aleatorickim) pojavama.

Jedan pristup je statisticki (eksperimentalni, iskustveni, empirijski, ucestalosni, fre-
kvencijski, aposteriorni) u kojem se mjera statisticke vjerojatnosti dogadaja A u slucaj-
nom pokusu, f(A), odreduje mjerom ulestalosti (relativnom ucestalosti, relativnom
frekvencijom, cestinom), i to nakon kona¢no mnogo, N, ponavljanja pokusa (pod istim
stohastickim uvjetima), prebrojavanjem broja pokazanih ishoda, ®, koji ostvaruju pro-
matrani dogadaj A, N(A) , nazivajudi taj broj viSekratnost (multiplicitet), a zatim dijelje-
njem N(A) s N: f(A)= % Taj je racun mogu¢ tek nakon obavljanja pokusa.
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Pri tome se opaza statisticka zakonitost sve manjeg kolebanja tih Cestina $to je
broj ponavljanja veci.

Drugi pristup je teorijski (matematicki, apriorni) u kojem se mjera teorijske vje-
rojatnosti, P(A), odreduje teorijski pretpostavljenom mjerom vjerojatnosti (vjeroja-
tnoscu, vjerojatnocom) obuhvacajuci unaprijed (a priori) vjerojatnosti svih dogadaja
u prostoru dogadaja razmatranog zadatka.

U tom teorijskom okviru mjera vjerojatnosti mora biti barem priblizno u skladu
sa statistickom mjerom, inace bi rjesenje zadatka bilo potpuno beskorisno, a mozda
bi kao dobar model mogla posluziti rjeSavanju drugog zadatka.

U teorijskom pristupu cilj je svakom dogadaju iz prostora dogadaja pridruziti
vjerojatnosnu mjeru tako da to pridruzenje bude u skladu s intuitivnim pojmom
vjerojatnosti poduprto statistickim iskustvom ili cak odrazeno urodenim nasljedem,
a to se matematicki postize odabirom nevelikog broja uvjeta koje vjerojatnosna mjera
treba zadovoljavati, pri ¢emu se ostali uvjeti izvode iz tako odabranih.

Teorijski razlozi zahtijevaju da odabranih osnovnih uvjeta bude §to manje, ali
metodicki to nije prihvatljivo, barem ne u uvodnoj nastavi racuna vjerojatnosti.

Primjerice, osnovni uvjet propisuje da se nemoguc¢em dogadaju pridruzi vjero-
jatnost 0, sigurnom dogadaju vjerojatnost 1, a svim ostalim dogadajima realna vjero-
jatnost izmedu 0 i 1; da se udruzi dvaju medusobno iskljucivih dogadaja pridruzuje
zbroj vjerojatnosti jednog i drugog dogadaja; da se dvama dogadajima, od kojih je
jedan sadrzan u drugom, pridruze vjerojatnosti, tako da vjerojatnost prvog bude ma-
nja ili jednaka vjerojatnosti drugog; itd.

U elementarnom i diskretnom slucaju to se moze postici ve¢ tako da se svakom
ishodu iz prostora ishoda pridruzi realna vjerojatnost izmedu 0 i 1 i da bude zadovo-
ljen jedan jedini uvjet da je u elementarnom slucaju konacan zbroj, a u diskretnom
slucaju beskonacan zbroj svih tih vjerojatnosti jednak 1.

Tada je vjerojatnost svakog dogadaja iz prostora dogadaja zbroj vjerojatnosti
svih ishoda «sadrzanih u dogadaju’”, tj. ishoda koji ostvaruju dogadaj.

U elementarnom slu¢aju, dakle, dovoljna je aritmetika, a u diskretnom slucaju
potrebna je ve¢ niza analiza (dok je u opéem slucaju potrebna visa analiza, integrali).

Prostor ishoda zajedno s vjerojatnostima pridruzenim svakom ishodu, tj. s vje-
rojatnosnom funkcijom, koja svakom ishodu pridruzuje vjerojatnost, naziva se vjero-
jatnosni prostor.

Zbog recenog osnovni je problem vezan za svaki zadatak elementarne i diskretne te-
orije vjerojatnosti odredivanje pocetnih vjerojatnosti. Matematicki gledano, pocetne vje-
rojatnosti su matematicka pretpostavka koja se matematicki obraduje. Prakticari upucuju
matematicarima stohasticarima podatke o svom istraZivanju i potrebi da se oni matemati-
cki obrade s ciliem da se ponudi dobar teorijski model koji bi zadovoljio prakticare.
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Povijesno je bio prvi vazan korak u razvitku rac¢una (i kasnije u 1. pol. 20. st.)
teorije vjerojatnosti kada se Laplace poceo sluziti svojom formulom za izracun vjero-
jatnosti u zadacima tzv. klasicne teorije, pretpostavljajuci ne samo da je prostor ishoda
konacan, kao u elementarnoj teoriji, nego i da su svi ishodi prostora ishoda jednako
vjerojatni. U tom klasi¢nom slucaju, ako prostor ishoda ima sveukupno # «mogucih”

1
ishoda, tada se, u skladu s re¢enim, svakom ishodu pridruzuje vjerojatnost —, a doga-
n
. +71.3 - . . . m
daj koji se ostvaruje s bilo kojim od m «povoljnih” ishoda ima, dakle, vjerojatnost —.

PRIMJEDBA. Neki autori tvrde da je klasi¢na (Laplaceova) formula (a nazivaju
je «definicijom”) nematematicka, jer se osniva na pretpostavci jednake vjerojatnosti
svih ishoda, a za to je, kazu, potrebno znati vjerojatnosti svih ishoda.

Takvo je shvacanje savrseno pogresno, ali se unato¢ tome ponavlja u mnogim
publikacijama o vjerojatnosti, iako je ve¢ mnogo puta obznanjeno da je pojam je-
dnake vjerojatnosti ishoda valjan matematicki pojam koji je, doduse, slabiji od pojma
vjerojatnosti i koji mu moze prethoditi.

Svaki stolar zna $to znaci da su dvije letve jednake, a geometricari znaju $to znaci
da su dvije duzine jednake, i za to im ne treba mjerilo i izmjerena duljina obiju letava
odnosno duzina. Zar ne?

7. Uradci i zadatci za vjezbu

7.1. Uradak izmijenjenog zadatka

Prostor ishoda bez ikakve se sumnje sastoji od 36 jednako vjerojatnih ishoda
koji se mogu oznaciti uredenim parovima (x, y) s x,y=1,2,3,4,5, 6. Prostor vje-

rojatnosti je, dakle, klasi¢an s vjerojatnosti — pridruzenom svakom ishodu. Zato su

1 2 1 4 1 5
rjeSenja a) —; b) —=—; cl) —=—; c2) —.
36 36 18 36 9 36

7.2. Uradak izvornog zadatka intuitivnom metodom

Prostor ishoda se, po izri¢aju zadatka i opéem znanju o kockama - a to se pret-
postavlja, sastoji od 21 ishoda, i to 15 ishoda koji se mogu predociti uredenim paro-
vima (x,y) s x <y i6 ishoda koji se mogu predociti uredenim parovima (x,x).

Prostor ishoda je sada drugaciji od onoga u 7.1., a ni ishodi nisu jednako vjero-
jatni kao u 7.1. Pokusajmo zakljuciti o vjerojatnosnom prostoru koji odgovara zada-
tku. Svaki ishod (x, y) s x <y moze se prikazati na dva nacina, (x, y) ili (y,x), a
svaki ishod (x,x) samo na jedan jedini nacin. Zato se treba smatrati da vjerojatnost
svakog od 15 jednako vjerojatnih ishoda (x,y) s x < y mora biti dva puta vea od
vjerojatnosti svakog od 6 jednako vjerojatnih ishoda (x,x). Na temelju tog uvida
jednostavan racun daje rjesenje.
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Neka je p vjerojatnost svakog ishoda (x,x). Tada je vjerojatnost svakog ishoda

1
(x,y) s x<yjednaka2p. Budu¢i da morabiti 6p +15-2p =1, proizlazi dajeng.
P S S P I I
36 18 36 9 36 36 36

Ovdje se $utke primjenjuje op¢a metoda rastava prostora ishoda. Vidi nastavak.

Dakle, rjesenja su a) %; b)

7.3. Uradak izvornog zadatka metodom rastava prostora
ishoda u pridruzenom klasi¢nom prostoru

Nastavljajuci uradak izvornog zadatka iz 7.2. u kojem su ishodi (x,y) s x<y,

a pridruzene jo$ nepoznate vjerojatnosti, mozemo postupiti i ovako: svakom od 15

ishoda (x,y) s x<y pridruzimo dvoclani dogadaj {(x, y),(y,x)} s vjerojatnosti
2

i+L=—=— , a svakom od 6 ishoda (x,x) pridruzimo jednoclani dogadaj
36 36 36 18

{(x,x)} s vjerojatnosti %

U tom smo postupku prostor ishoda klasicnog vjerojatnosnog prostora iz 7.1.
rastavili na 115 + 6 dogadaja, i to 15 dogadaja s vjerojatnosti % i 6 dogadaja s vje-
rojatnosti — . Na kraju smo ishodima izvornog zadatka pridruzili vjerojatnosti pri-
druzenih dogadaja.

Tako smo konstruirali elementaran vjerojatnosni prostor koji sluzi kao vjeroja-
tnosni model izvornog zadatka. Tim se modelom lako rjesavaju postavljeni izvorni
zadatci. Vidi 7.2.

Ovdje je bitan uvid da u elementarnom pokusu nastupi ishod (x,y) s x<y
onda i samo onda ako u zamisljenom klasicnom pokusu nastupi ishod (x,y) ili
(y,x), tj. dogadaj {(x,y),(y,x)}, a ishod (x,x) onda i samo onda ako u zamislje-
nom klasi¢nom pokusu nastupi ishod (x,x), tj. dogadaj {(x,x)}. Bez tog uvida (ili
pretpostavke) rjesenje bi bilo besmisleno.

7.4. Zadatak

Kolika je vjerojatnost da se, bacajuéi tri kocke, pokazu: 1) tri Sestice; 2) petica i
dvije Sestice; 3) dvije petice i Sestica; 4) Cetvorka, petica i $estica.

7.5. Izmijenjeni zadatak 7.4.

Kolika je vjerojatnost da bacanjem tri kocke - bijele, crne i crvene - nastupe do-
gadaji 1) - 4) iz 7.4.

7.6. Drugacija izvedba zadatka 7 .4.

Zadatak se mozZe postaviti u znatno jednostavnijoj izvedbi da se umjesto bacanja
kocaka zavrte oko svoje osi tri «vrtuljka’, tj. male pravilne malo izduZene cetvero-

| 25



Poucak 48

strane prizme (s odbrusenim bridovima, da se lakse kotrljaju po stolu kada padnu) s
oznacenim stranicama 1, 2, 3, 4, koje se pokazu kada vrtuljci padnu.

8. O naslovu

Uradci izvornika su pogresni ako se prostor ishoda predoci pomocu svih urede-
nih parova (x, y) ili samo onih (x, y) koji zadovoljavaju uvjet x < y , a vjerojatnosni
prostor smatra klasicnim. U jednom i u drugom slucaju rjesenje a) .slucajno” bi bilo
ispravno, a vec, primjerice, rjiesenje b) .ni slucajno” ne bi bilo ispravno nego posve po-
gresno.

Treba istaknuti da je vjerojatnosni model slucajnog pokusa bacanja dviju (je-

dnakih, nerazlucivih) kocaka vrlo jednostavan elementaran vjerojatnostan prostor,
a ne klasic¢an!

9. O metodi rastava opéenito

Ta se metoda primjenjuje na klasicnom vjerojatnosnom prostoru proizvodeci od
svakog rastava njegovog prostora ishoda jedan elementaran vjerojatnostan prostor.

Slijedi opis konstrukcije.

Neka prostor ishoda klasi¢nog vjerojatnosnog prostora ima n ishoda. Rastavi-
mo gana r <n (medusobno iskljucivih) dogadaja rastavnica A, A,,...,A, iz prostora
dogadaja polaznog klasi¢nog prostora, i to po redu s m,,m,,...,m_ishoda. Neka je A
bilo koji od njih s m ishoda. Tada je po klasi¢noj formuli P(A) = 2,

n
Neka prostor ishoda jos nekonstruiranog elementarnog vjerojatnosnog prosto-

ra ima r ishoda ®, ®,,...,0 . Neka je o bilo koji od njih jo$ nepoznate vjerojatnosti
p(w).
Pridruzimo dogadaju A ishod ® - neka je to pridruzenje odredeno tablicom

A A, . A
w(A)= , 0(A)=w,.
0, 0, .0,

Pridruzimo ishodu ® vjerojatnost p(w) = P(A) - neka je to pridruzenje odrede-

j> plw;)=p,.

W, 0, .0,
b Py Py

Tim je jednostavnim postupcima konstruiran, pomocu rastava prostora ishoda
klasi¢nog vjerojatnosnog prostora, elementaran prostor vjerojatnosti. (Dogadaji A,
imaju ulogu novih ishoda u novom prostoru.)

no tablicom p(w) =(

U primjeni metode rastava na zadatke poput izvornog osnovno je pitanje po
kojem se nacelu svakom ishodu ® nepoznate vjerojatnosne funkcije pridruzuje po-
znata vjerojatnost p(w) = P(A) dogadaja A. To pridruzivanje je smisleno onda i samo
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onda ako ® nastupa tocno onda kada se ostvaruje dogadaj A. Ako je ovo nacelo va-
ljano, onda se poznata vjerojatnosna struktura klasicnog prostora moZe prenijeti na
nepoznatu u pocetku nepoznatog elementarnog prostora. Vidi sl. 3.

sl. 3. Prostori ishoda

a) nepoznatog elementarnog b) poznatog klasi¢nog vjerojatnosnog prostora

10. O elementarnom vjerojatnosnom prostoru s
racionalnim vjerojatnostima

Metodom rastava iz 9. moze se, polazeci od klasi¢nog vjerojatnosnog prostora,
konstruirati mnostvo elementarnih vjerojatnosnih prostora (medu kojima moze biti
i klasi¢nih - vidi dolje postavljeni zadatak).

U svezi s tim prostorom postavlja se pitanje moze li se svaki elementarni prostor
na taj nacin konstruirati. O¢ito je da ne moze, jer svi tako konstruirani elementarni
prostori imaju racionalne vjerojatnosti.

Zato postavljamo pitanje drugacije: moze li svaki elementarni prostor s racional-
nim vjerojatnostima biti tako konstruiran? Odgovor na to pitanje je lagan i potvrdan,
$to tvrdi sljedeci poucak, a njegov ¢e dokaz pokazati kako se u svakom slucaju izvodi
konstrukcija.

POUCAK. Svaki elementarni vjerojatnosni prostor s racionalnim vjerojatnostima
moZe biti konstruiran metodom rastava prostora ishoda nekog klasicnog vjerojatnosnog
prostora.

ZADATAK. Dokazi taj poucak.

DOKAZ. Zelimo li konstruirati elementaran prostor s r ishoda metodom rasta-
va, moramo odrediti takav rastav A, A,,..., A, prostora ishoda klasicnog prostora s n
ishoda na r rastavnica da svaka vjerojatnost p, elementarnog prostora bude jednaka
vjerojatnosti P (A;) klasi¢nog prostora.

Neka elementaran prostor s racionalnim vjerojatnostima koji zelimo konstruira-
ti ima r ishoda , s vjerojatnostima p, = p(w,) =—, i=1.2,..,r, gdje su racional-

ni

ne vjerojatnosti predocene neskrativim razlomcima ($to se pretpostavlja samo zbog

praktickih razloga). Neka je n = n(ajmanji) z(ajednicki) v(iSekratnik) tih nazivnika
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. N . L . m, -
n,Hy,.0h, 1 = k; tj. n=nk, . Tada su sve vjerojatnosti p, BT pre-

1 1 [

i

N . . m . . o
docene novim razlomcima p, =—- s jednakim nazivnicima n.
n

Nakon prethodne pripreme jasno je da prostor ishoda polaznog klasi¢nog pro-
stora mora imati 7 ishoda i da se mora rastaviti na r rastavnica A, A4,,...,A, po redu
ishoda. Uz te je uvjete P(A,) =——, dakle P(4,) = p,.

n
Tako smo dokazali da se svaki elementarni prostor s racionalnim vjerojatnosti-

ma moze konstruirati metodom rastava prostora ishoda nekog klasi¢nog vjerojatno-
snog prostora.

sm ' m,...m'

r

ZADATAK. Odredi nuzan i dovoljan uvjet da elementaran vjerojatnostan pro-
stor konstruiran metodom rastava bude klasican.

RJESENJE. 1. Broj n mora biti djeljiv brojem T .

2. Sve rastavnice moraju imati jednak broj ishoda.
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