Poucak 49

O Fermatovom
geometrijskom problemu

ZvoNKO CERIN?

Sazetak. Poznatom francuskom matematicaru Pierreu de Fermatu pripisuje se
geometrijski problem u kojemu se za tocke na polukruznici nad stranicom speci-
jalnog pravokutnika kao dijametrom tvrdi da je zbroj kvadrata dviju duzina jednak
kvadratu te stranice. Nedavno su Hanjs i Volenec primijetili da to isto svojstvo vrijedi
i za sve tocke kruznice nad tom stranicom pravokutnika kao dijametrom. Na$ je za-
datak u ovom ¢lanku cjelovitije istraziti svojstva ove zanimljive geometrijsko-dina-
micke konfiguracije. U njoj mnogi drugi odnosi i veli¢ine ostaju nepromijenjeni pri
kretanju tocke po kruznici. Dokazi se uglavnom provode analitickom geometrijom,
a pojedini dijelovi i ¢isto geometrijski.

1. Uvod

U jednom je pismu slavni francuski matematicar Pierre de Fermat (1601.-1665.)
postavio sljedeci geometrijski problem koji je privukao paznju njegovih suvremenika
(vidi Sliku 1.).

p

A B
Slika 1. Fermatov problem za polukruznicu

1Zvonko Cerin, PMF-Matematicki odsjek Sveucilista u Zagrebu

4 |



O FERMATOVOM GEOMETRIJSKOM PROBLEMU

Fermatov problem za polukruznicu. Neka je P toc¢ka na polukruznici kojoj je

— AB
gornjastranica AB pravokutnika ABB’A’dijametar. Neka je | AB] =+/2 . Akosegmen-

| AA|

ti PA' i PB' sijeku stranicu AB u to¢kama CiD, ondaje |AD|* +|BC|*=] AB[.

Prema misljenju mnogih znanstvenika, najve¢i od svih matematicara, Leonhard
Euler, u ¢lanku [3] gotovo je cijelo jedno stoljece kasnije dao prvi dokaz Fermato-
vog problema za polukruznicu. On je dugacak, staromodan (za ono vrijeme), ¢isto
geometrijski i izbjegava analiticku geometriju (u kojoj je dokaz jednostavan). Takav
jedan dokaz nedavno su nam ponovno predstavili Zeljko Hanj3 i Vladimir Volenec u
[6]. Oni usput primjecuju da gornja jednakost | AD|* +| BC [’=| AB|* vrijedi za sve

to¢ke na kruznici kojoj je stranica AB dijametar.

Da bismo dobili nesto bolji rezultat za tu kruznicu, mi promatramo malo opce-
| AB|
AA'|

m. Zapravo ¢emo traziti za koju vrijednost broja m pojedini odnosi u promatranoj
konfiguraciji ne ovise o polozaju tocke P.

nitiju situaciju kada omjer nije v/2 , nego neki bilo kakav pozitivni realan broj

P(p, q)

B(r, 0)

A'Z—r, -s) ptr Q(p, -s) B'(r, -s)

Slika 2. Fermatov prosSireni problem za kruZnicu

Za Cetiri tocke P, P, P, i P, u ravnini, definirajmo funkciju ¢ pravilom
|RP, [ +| PP [
| ABJ?

p(BP,,PP,) =

S takvim oznakama, gornji Fermatov problem za kruznicu zapravo je implikacija
(a) = (b) usljede¢em teoremu (vidi Sliku 2.).
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Poucak 49

Teorem 1. Sljedece su dvije tvrdnje ekvivalentne:

AB
(a) Omjer m= ||A—A| duljina stranica pravokutnika ABBA’je /2 .

[

(b) p(AD,BC) =1

Dokaz. Da bi dokaz bio jednostavan, koristimo se analitickom geometrijom.
Neka je ishodiste pravokutnog koordinatnog sustava poloviste O stranice AB tako
da tocke A i B imaju koordinate (-7, 0) i (1, 0) za neki pozitivan realan broj r (radijus
promatrane kruznice). Njezina jednadzba je standardna: x* + y*> =r>.

2
Neka je s==L.
m

Koordinate to¢aka A, B, A'i B’ su (-1, 0), (1, 0), (-1, =s) i (r, -s). Za bilo koji
realan broj f,nekajeu=1-#,v=1+t,z=mt,u =v-z1i§ = v + z. Proizvoljna

tocka P kruznice ima koordinate (p, q), gdje je p = ™ q= ﬁ Iz sli¢nih pravokut-
v
qlp+r) _ps—qr _r(u—z)

( ) q+s q+s 3
C. Sli¢no je D =(%,OJ. Ekvivalentnost tvrdnji (a) i (b) slijedi iz jednakosti

nih trokuta PVC i PQA’ vidimo da je p— apscisa tocke

2 (m* =2)

52

Za implikaciju (a) = (b), osim Eulerovog, danas znamo jo$ nekoliko kratkih,
¢isto geometrijskih dokaza (vidi [7], [4, str. 602, 603], [1, str. 168, 169] i [5, str. 181,

264]). Navodimo prilagodbu Lionnetovog dokaza iz [4, str. 602] koja vrijedi za sve
tocke kruznice (vidi Sliku 2.).

¢(AD,BC)—1=

Neka su duljine usmjerenih duzina AC, CD, DB oznatene redom s a, b, c.
Onda je |AD|2 + |BC|2 - |AB|2 =(a+b)* +(b+c)* —(a+b+c)’ =b> —2ac paje zato
|AD[* +|BC|* =|AB[’
b* =2ac (1)
Nacrtajmo sada CY i DZ okomito na AB, tako da je Y na PA i Z na PB. Koriste¢i
parove sli¢nih trokuta, vidimo da je

[YC| |PC| |CD| |PD| |ZD|
|AA'| |PA| |A'B| |PB| [BB

Zato su pravokutnici YCDZ i AA'B’B sli¢ni. Trokuti YCA i BDZ imaju iste kuto-
[yc| |IcD| b

c
ve, paje — =——_ Ali, |[YC|=|DZ|="E = — | paslijedi b* =2ac. Iz (1) imamo
Pee T =g A YARIPA= = pest ®

napokon |AD[* +|BC|* =|AB[’.
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O FERMATOVOM GEOMETRIJSKOM PROBLEMU

1+x P 1-x

A'(-1,0)

B(1, 0)

s=2/m

A'(-1, -s) B'(1, -s)

Slika 3. Jednostavan analiticki dokaz Teorema 1

Ekvivalenciju (1) mozemo iskoristiti za jo§ jedan analiticki dokaz Teorema 1
(vidi Sliku 3.). Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je radijus kruzni-
1+ b 2 1-
ce mjera duljine (tj. r = 1). Iz sli¢nih trokuta, a_rx 2. N gdje
s s+y y sty s s+y

2
je s=-—. Ako sredimo razliku b* =2ac istavimo x> =1- y*, vidimo da je ona jed-
m

naka 220 =2)
(2 +my)’

Neka su A”, B”, P’ refleksije tocaka A, B’, P u pravcu AB. Ovaj uvod zavr§avamo
napomenom da vecina nasih rezultata dolazi u pridruzenim parovima. Druga ver-
zija, za koju nije potreban nikakav poseban dokaz, dolazi (na primjer, u Teoremu 1)
zamjenom tocaka C i D tockama C’i D’, koje su presjeci pravca AB s pravcima PA”
(i/ili PA’) odnosno PB” (i/ili P’B’).

2. Invarijante Fermatove konfiguracije

Sada kada smo malo prosirili zadnju tvrdnju iz ¢lanka [6], dodavanjem tvrdnje
(c) (daje ¢(AD',BC")=1), kao i njihovih obrata (tj. da (b) = (a) i (c) = (a)), idemo
dalje prou¢avati ovu zanimljivu geometrijsko-dinami¢ku konfiguraciju. Zelimo ot-
kriti $to je moguce vise tvrdnji slicnih tvrdnjama (b) i (c) koje bi se mogle ravnoprav-
no pojaviti u Teoremu 1. Drugacije kazano, istrazujemo koje druge relacije i odnosi
u Fermatovoj prosirenoj konfiguraciji za kruznicu ostaju nepromijenjene (invarijan-
tne) kada tocka P mijenja polozaj na kruznici.
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Poucak 49

Zapocinjemo s dijagonalama trapeza AB’DC i stranicama trapeza AB'C’D’ (kad
je tocka P iznad stranice AB).

(d) p(A'D,B'C)=p(A'E,B'F)=2.

(m* =2)v(v +2z2)

mZEZ :
Moze se ocekivati da ¢e Pitagorin teorem biti koristan za izracunavanje funkcije ¢.
Na primjer, za §{ =¢(A'D,B'C) imamo

|A'D[ +|B'C[* =|AA'} +|BB'" +|AD[* +|BC[ .
Ali, |AA' +|BB'* =|AB* i |AD|’ +|BC| =|ABJ’.
Dakle, £ =2.

Dokaz tvrdnje (d). Lako se provjeri da je 2—¢(A'D,B'C) =

Tom metodom mogu se dobiti ovakva poopcenja: uzmimo tocke A, B,, C,, D,
takve da za vektore i realne brojeve A i u vrijedi:

|AA,|=1|AA’, |BB.|=4 |BB’|, |BC |=u |BC|, |AD,|=u |AD)|.
Onda je
¢(A.D.,B.C.)=A*+u’.
Fommmmm-- -
| d |
X ! ! Y
| c |
Smmmmmmmmm b

Slika 4. Dva sredista kvadrata na duzini XY

Za razlicite tocke X i Y, neka X @ Y oznacava sredi$te kvadrata podignutog na
duzini XY tako da trokut X(X @ Y)Y ima pozitivnu orijentaciju (suprotnu smjeru
kazaljke na satu). Ako je tocka X €@ Y oznacena kao M, onda je M oznaka za tocku
Y & X (vidi Sliku 4.).

Polovista G, H, G’, H’ segmenata AC, BD, AC', BD' i vth N polukruzni-
ce nad stranicom AB koristimo u sljedece dvije tvrdnje. Drugacije iskazano,
N =B® A=(0,r). Sredite O kruznice (tj. poloviite segmenta AB i/ili ishodiste na-
$eg koordinatnog sustava) pojavljuje se u tvrdnji (f).

(€) (NG, NH) = o(NG',NH') :Z .
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O FERMATOVOM GEOMETRIJSKOM PROBLEMU

(f) p(OG,OH) = p(OG', OH") = l .

Dokaz tvrdnje (e) i (f): Razlike <p(NG NH)—— i ¢(OG, OH)—— ovaj se put
t*(m* —2)
48

pojednostavljuju do kvocijenta —————= koji u brojniku opet sadrzi faktor m? - 2.

Sljedeci geometrijski dokaz pokazuje da tvrdnje (a) i (b) zajedno povlace (e) i (f).

Dilatacija sa sreditem u to¢ki A i faktorom 2 preslikava GO na CB,
. |CB] |AD|
pa je |GO|=T; sli¢cno je |OH|= 5
|BC| |AD|
4 4
NG|" =|NO|” + i |INH|? —N +|OH|", paje ovaj puta
G’ =|NOJ +|0G[* Of* +|OH|*, pa je ovaj p
|BCI' +|AD[" _|AB[' | |AB _
2 4

. Dakle, za ¢(OG,0OH) imamo da je

|OG|* +|0H[? =1 |AB| Sli¢no, za ¢(NG,NH) dobivamo da je

ING* +|NH[|* = 2|NOJ* + |AB|

Neka su G, H, G’S, H ’S tocke koje dijele segmente NG, NH, NG', NH' uistom
omjeru s # -1 (tj. [NGs|:|GsG|=5:1, itd.).

)
0G,,0H,) = p(0OG',0H ') = ———.
(g) p(OG,0OHg) = p(0G' s) a1
. , 3¢
(h) (NG, NH;) =¢p(NG's,NH'g) =———-.
4(s+1)

Dokaztvrdnje(g):Buduc’idajeGS:[—rst(ert) r jiH :(—rS(l+z) r j

(s+1DE “s+1 (s+DE "s+1)
s°+2 _sztz(m2—2)

. dai OG,,0H,)— =
imamo da je p(OGq s) 4(s+1)° 4(s+1)%E’

NekasuN,N,,N,iN, najvise tocke polukruznica podignutih na segmentima AC,
BD, AE i BF iznad pravca AB. Drugacije receno, neka je N=C®A,N,=B® D,
N,=C@®AiN,=B®D.

3
(i) ¢(BN,,AN,) = p(BN;, AN, )_5
: 1
() p(NN,, NN) = (NN, NN,) = .
— 2
Dokaz tvrdnje (i) i (j): 1z G, :(M,Lj i G, :Er(1+z),rt J imamo da
$ 2 zg & £
; 3 1 t°(m" -2)
je <p(BN1,AN2)—E=¢(NN1,NN2)—E=T'
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Poucak 49

Geometrijski dokaz implikacije (a) = (i) koristi pravokutne trokute AHN, i BGN,
2

da dobijemo jednakosti |AN2 |2 = (a +b+ %)2 +§ i |BN1 |2 = (% +b+ c)z + % .Sada
iz b = 2ac slijedi da je |AN, [ +|BN,[ :§|AB|2.

Neka je a'=12, itd... (a) = (j). Iz istokra¢nih pravokutnih trokuta ABN,
ACN,, BDN, dobivamo |NN1|2 =(b'+c') i |NN2|2 =(a'+b')’. Opet nam jednakost
b* =2ac daje NN, | +|NN,| =%|AB|2 :

Sljedeca grupa tvrdnji takoder koristi vrhove N,, N,, N, i N,, ali u njima nema
funkcije .

(k) |N1N2| = |N3N4| =|AN].
0 |N1N2| = | N3N4|.
(m) |N\N, |2 +|N,N, |2 +|N;N, |2 +|N,N, |2:2|AB |2-

27t (m* - 2)
2

Dokaz tvrdnje (k) i (m): Razlika |N,N, | =| AN " jednaka je

t(m—t 1-2) rt’

Buduci da su koordinate tocaka N, i N, jednake [M,Lj i (u’r_] , Vi-
n n n n

dimo da je suma | N,N, |* +|N,N, |* +|N,N, |* +|N,N, " 2| AB|’ jednaka kvo-

8t (m* —2)(v* +2°%)

cijentu
172&2
e o . T i . |BC|
Ako se BC ortogonalno projicira na AN, dobiva se NN, pa je njegova duljina Nk
AD| . N
Sli¢no je | NN, |=u Cetvrti vrh pravokutnika sa stranicama NN, i NN, je

V2
tocka M, koja se pojavljuje kasnije u ¢lanku. Dakle, [N M | = | NN | = |AN
zuje (q) nize.

, $to doka-

Primijetimo da je |[N,N ", " +|N,N, " +|N,N, " +|N,N, ’=2| AB|’ onda
i samo onda ako je m = 1. Dakle, nema samo omjer m =+/2 neko geometrijsko zna-
¢enje, nego se mogu pojaviti i drugi omjeri.

Nekaje Ny=A®D, N,=C®B, N,=A®D' i N, =C'®B.

1
(n) P(AN;, BN,) = p(AN;, BNy) =
1 1 3
(0) P(GN, HN3) = p(G' Ny, H'N;) =
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O FERMATOVOM GEOMETRIJSKOM PROBLEMU

3
(p) ¢(NN;,NN,)=¢(NN,,NN;) =5

J— 2 p— J—
Dva dokaza tvrdnje (n): Bududi da je N, =£ g ,%) iNg =(é,@] ,

1 2m - 2) . 3((s+1)* +1)

dobiva se o(AN.,BN, )——= GsN¢,H N,
#(ANs, BN,) 2 282 #(GsNs )= 4(s+1)°
Iz jednakokrac¢nih pravokutnih trokuta ADN, i BCN, slijedi da je
AD B
|AN[ +|BN,|" = _|aD[ | | Cl |AB|

U sljedecih $est tvrdnji koristimo sredista kvadrata podignutih na segmentima
CD i C'D'.Nekaje M,=C®D i M,=C'®D".

(9)) [INM,| = [NM,| = |AN].

ru

£ &

2r’t*(m* =2 8r’t? -2

e 270U 22) o, | MNP —| MNP %
nE ” nE

kuta NN M , jer je — =ac vidimo da je [NM |> = (@’ + b)*+ (U’ + ¢)*= a”+ b+ c* +

Drugi dokaz tvrdnje (q): Bududi da je M, [ J razlika | M\N |* —| AN |’

. Iz pravokutnog tro-

+ab’+ b= (a+ b+ )*=|NA| Ista metoda moze se primijeniti i za dokaz sljedece
tvrdnje.

1
(r) (M,N,,M,N,)=¢p(M,N;, M,N,) ZE

Za bilo koju to¢ku X u ravnini, neka su G »G,G,G,G,iG, tezidta trokuta ACX,
CDX, DBX, AC’X, C’D’X i BD’X.

1
(s) 9(G,G,,G,G;) =9(G;G,,GsG,) = 5

Dokaz tvrdnje (s): Ako tocka X ima koordinate (x, y), onda tezista G, G, i G,

y x 2rt(m+t) £+2ﬂ

imaju iste ordinate =, dok su njihove apscise redom ————,
5 ) 3 3¢ 3 3%
1
§+%. Zaklju¢ujemo da je razlika <p(G2G1,G2G3)—§ zapravo kvocijent
t2(m* —2)
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Poucak 49

Implikaciju (b) = (s) moZemo dokazati i ovako. Neka je I poloviste segmen-
ta CD . Dilatacija sa sredi§tem u tocki C i faktorom 2 preslikava GI na AD, pa

je |GI| =@; sli¢no je |HI| =|B—2C|. Dakle, ¢(GI, HI) =i. S druge strane, dilata-

3 2
cija sa sredistem u tocki X i faktorom B G,G, na GI, pa je |G,G,| =§|GI |5 sli¢no je

2 1
|GG, | :§|HI| .Dakle, ¢(G,G,,G,G,) =5

Neka su Ui V poloviéta segmenata CC' i DD" .

(t) (NU,NV)=1.
1

(u) p(OU,0V) = p(NU,N;V) =~

2 )
Dokaz tvrdnji (t) i (u): Iz U :(r(uv—gz)’oj ivV= Lr(uv—gz)ﬁj slijedi da je
Ui Ui

1 *v*(m* -2
P(NU,NV)~1=p(0U,0V) ~— = %

Nekaje W=U®V .

(v) Srediste W lezi na kruznici kojoj je segment AB dijametar.

ruy TZZ

2.2 2, 2
Dokaz tvrdnje (v): 1z W :(—,—] lijedi |[WO [ —* _2rtvi(m” ~2)
ns né

772&2
1 . ..

(w) <p(WNZ.,WNj)=E,za ie{l,3} i je{2,4}.
(x) (W N,WN)=1.
(y) Pravci WN, i WN, su okomiti.
(z) Pravci WN, i WN, su okomiti.

Dokaz  tvrdnje (y): Jednadibe pravaca WN, i WN, imaju oblike
(22 -x+(Z=Ey=1i (m* —np)x—(m* -&)y=u, gdjie sul i u nekakvi realni

brojevi. Ti pravci bit ¢e okomiti onda i samo onda ako je produkt 2vz(m® —2) jed-

nak nuli.
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O FERMATOVOM GEOMETRIJSKOM PROBLEMU

Neka je K, =B®N,, K,=N,®A, K;,=B®N,, K, =N,® A. Te se tocke
mogu opisati jednostavnije. Sve imaju istu visinu kao i tocka N, a vertikalno su iznad
tocaka N, N, N, N_. U sljedecih $est tvrdnji pojavljuju se pomalo neobicni brojevi.

1 f ' . 7
(al) ¢(A'K;, B'K)) = p(A'K,, B'K,) = 2 +42.

. . e e T
(b1) p(A'K,",B'K,")=¢p(A'K, ,B'K, )=Z—ﬁ.

Dokaz tvrdnje (al): Bududi da je K, =(_?rt,rj iK =[§,rj , slijedi da se ra-

M(m—~2)

, gdje je M
m§ gdje je

7
zlika Z+ V2 - p(A'K,,B'K,) moze prikazati kao kvocijent
suma (4(m +1)E* -2 W2 +m(z +2v)(3z +2v).

Ako zamijenimo tocke A’i B’tockama AiBu (al)i(bl), dobit ¢emo br0) — kao
zajednicku vrijednost funkcije ¢ u sva Cetiri slucaja.

Nekaje K=P®A', L=P®B', S=P®A", T=P®B".

(c1) ¢(AK*,BL)=¢(AS,BT*)=1+%.

Dokaz tvrdnje (c1): Bududi da je K =[

2 . A+2)(m—2)(m+2-/2)

r(E—tz) —r(m+ 77)] .

b
my mvy

Lz(r(m—@,—r(tzw)

),imamol+——<p(AK ,BL) = >
my my 2

2m
Neka su S, i T, oznake za polovista segmenata A'C i B'D. Sli¢no, neka S,iT,

budu polovista segmenata A'C' i BD'.

(s+1++2)* +1

Primijetimo da je ¢(GS,,HT}) = (G, 'S, Hg'T) = 1611y

(d1) w(NSl,NT1)=go(NSZ,NT2):1+%_

(e1) go(osl,OTn:go(osz,OTz):g.

Dokaz  tvrdnje (el): Iz pravokutnih trokuta OGS, i OHT, i iz (e) slije-

di da je suma |OS |2+|OT |2 =(|OG|2+|GSI|2)+(|OH|2+|HT1|2) jednaka izrazu

IABI

(06 +Jomt) + 4B = Lagp.



Poucak 49

Zamjenom tocke N = (0, 7) njezinom refleksijom N'= (0, -r) u pravcu AB u tvrd-
nji (d1) na desnoj Ce se strani predznak + promijeniti u njemu suprotan predznak -.

Za to¢ke Xi Y neka o oznalava refleksiju tocke X u tocki Y. Neka je Q=07 ,

R=05,Q'=0%, R =0}.
(f1) (A'Q,B'R)=¢p(A'Q",B'R")=5.

Dokaz tvrdnje (f1): Buduc¢idaje Q = (M,Oj iR= (M,Oj ,

s §
2 —_—
vidimo daje 5—¢(A'Q,B'R) = n(m 22)(2§ +22) ‘
m'&
Iz pravokutnih trokuta AAQ i BBR zakljucujemo da su |AQ[* i |BR| jednaki

4(a + b)* +|AAP i 4(b+c)* +|BB

Sli¢no je p(AQ,BR)=4 i ¢(N.,Q,NR) :g.

°. Zbrajanjem iz (1) slijedi da jeg(A'Q,B'R)=5.

3. ZajedniCka svojstva

Postoje mnoga svojstva Fermatove prosirene konfiguracije koja vrijede za sve
omjere m duljina stranica pravokutnika ABBA’. Sada navodimo jedan primjer takvih
svojstava.

Teorem 2. Zajednicki ortocentar (sjeciste visina - okomica na stranice kroz nasu-
protne vrhove) trokuta ADP i BCP leZi na kruznici kojoj je segment CD dijametar.

Zajednicki ortocentar trokuta AD’P i BC'P lezi na kruznici kojoj je segment
C'D' dijametar.

Dokaz: Lako se vidi da ortocentri trokuta ADP i BCP imaju koordinate

2mrt’ _
(E, mr J Ako je I poloviste segmenta CD i L ortocentar trokuta ADP, onda

v &v
je |CI|* =|IL|*=0. Dakle, |CI |=| IL| (4. L je na kruZnici kojoj je segment CD dija-

metar).

4. Drugi omjeri

Clanak zavr$avamo jo$ jednim rezultatom u kojemu se opet pojavljuju neki dru-
gi omjeri pored dobro nam znanog ~/2 . Omjer m = 1 (kada je ABBA’ kvadrat) veé
smo upoznali u napomeni poslije dokaza svojstava (k) i (m).
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Teorem 3. Omjer m je /2 ili 2 + /2 onda i samo onda ako za svaku tocku P

kruznice vrijedi ¢(AK,BL )= p(AS ,BT)=1- % .

Dokaz: Bududi da su (—r(f +12) , r(m— 77)] ilL= (r(m +8) , ritz— n)j koordi-

mvy mv my mvy
nate od K i L', imamo da je 1 —g— ¢(AK,BL') = (1=32)(m ‘fz)(”” ~2-V2) .
m

Napomena. Ovaj ¢lanak ima podudarnosti s [2] gdje se promatra opcenitiji slu-
¢aj konika (elipsa, parabola i hiperbola) umjesto kruznice.
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