Poucak 49

Godelovi teoremi’

ZVONIMIR SIKIG!

1. Sto tvrde Godelovi teoremi o nepotpunosti

Zamislimo skup svih propozicija koje su izrazive u nekoj deduktivnoj teoriji.
Neke su od njih istinite, a one preostale su neistinite. Idealna deduktivna teorija bila
bi ona u kojoj ne bi bila dokaziva nijedna neistinita propozicija, ali bi bile dokazi-
ve sve (u njoj izrazive) istinite propozicije. Godelov 1. teorem o nepotpunosti tvrdi
da nijedna dovoljno jaka deduktivna teorija nije u tom smislu idealna. (Deduktivne
teorije koje obuhvacaju elementarnu teoriju brojeva .dovoljno su jake”.) Naime, iz
Godelovog 1. teorema slijedi da svaka korektna® i dovoljno jaka deduktivna teorija
uvijek sadrzi odgovarajucu propoziciju G (tzv. Gédelovu propoziciju) koja je istinita,
ali u toj teoriji nije dokaziva. Naravno, negacija te propozicije —G, koja je neistinita,
takoder nije dokaziva u toj teoriji (v. sl. 1.).

ISTINITE NEISTINITE
G- --G
DOKAZIVE
Slika 1.

Godel se u svome izvornom dokazu 1. teorema (Gddel, 1931.) zapravo i ne poziva
na pojam istinitosti, nego dokazuje da svaka dovoljno jaka deduktivna teorija, koja je
o—konzistentna’®, uvijek sadrzi odgovarajucu propoziciju G takvu da ni ona ni njezi-
na negacija —G nisu dokazive u toj teoriji (v. sl. 2.).

*Istoimeno predavanje u sklopu Stru¢no metodickih veceri nastavne sekcije odrzano je 5. listopada 2011. i koncipira-
no na osnovu ¢lanka objavljenog u ¢asopisu Rugjer (br. 5 (1996) pp. 30-35). Susretljivos¢u urednistva ¢asopisa Rugjer
prenosimo u cijelosti spomenuti ¢lanak.

1Zvonimir Siki¢, Fakultet strojarstva i brodogradnje Sveucilista u Zagrebu

*Deduktivna teorija je korektna ako ne dokazuje neistine.

*Deduktivna teorija je konzistentna ako nijedna njezina propozicija nije ujedno dokaziva i opovrgljiva u toj teoriji.
(Propozicija je opovrgljiva ako je njezina negacija dokaziva.) Dovoljno jaka deduktivna teorija je ®-inkonzistentna
ako je u njoj dokazivo da neki prirodni broj ima neko svojstvo, iako je za svaki pojedini prirodni broj opovrgljivo da
ima to svojstvo. Naravno, teorija je w-konzistentna ako nije w-inkonzistentna. Ako je teorija w-konzistentna, onda je
i konzistentna, ali je moguce da teorija bude konzistentna iako nije ®-konzistentna.
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G- -G

DOKAZIVE

Slika 2.

Godelov 2. teorem o nepotpunosti tvrdi da svaka korektna dovoljno jaka deduk-
tivna teorija uvijek sadrzi odgovarajucu propoziciju Con, kojom se izrazava konzi-
stentnost deduktivne teorije u njoj samoj, te da ta propozicija, iako je istinita, u toj
teoriji nije dokaziva (v. sl. 3.).

ISTINITE NEISTINITE
e Con e—G
DOKAZIVE
Slika 3.

Ni u dokazu svoga 2. teorema Godel se ne poziva na pojam istinitosti, nego doka-
zuje (Godel, 1931.)* da svaka dovoljno jaka deduktivna teorija, koja je w—konzistentna,
uvijek sadrzi odgovarajucu propoziciju Con koja nije dokaziva u toj teoriji (v. sl. 4.).

e Con

DOKAZIVE

Slika 4.

Formulacije teorema nepotpunosti koje spominju pojam istinitosti uveo je Tar-
ski. Te su formulacije neposredne posljedice izvornih Godelovih teorema i definicije
pojma istinitosti Tarskog (usp. dalje). Sam Godel nije se pozivao na pojam istinitosti
jer je taj pojam izuzetno problematican.

‘U Godelovom clanku iz 1931. nalazi se samo skica dokaza 2. teorema. Teorem je trebao biti detaljno dokazan u
drugom dijelu toga ¢lanka, koji Godel nikada nije napisao. Prvi potpuni dokaz 2. teorema objavio je Bernays u (Hil-
bert-Bernays, 1939.).
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2. Sto je istina
Sto znaci da je neka propozicija istinita? To znaci da jest tako kako ona tvrdi. Ovaj
jednostavni odgovor nalazimo jo$ kod Aristotela, a ponavljali su ga mnogi od Aristo-

tela do Tarskog. (Taj odgovor je u temelju tzv. teorije korespondencije.) Primjerice,
propozicija .Snijeg je bijel” istinita je ako i samo ako snijeg jest bijel.

«SNIJEG JE BIJEL” JE ISTINITA < SNIJEG JE BIJEL

Istaknuta ekvivalencija je valjana definicija istinitosti propozicije .Snijeg je bijel”
Medutim, ono §to trazimo nije definicija istinitosti pojedine propozicije, nego je to
definicija opéeg pojma istinitosti Ist, koji ¢e se moci valjano primijeniti na svaku
propoziciju iz odredenog skupa propozicija (npr. skupa propozicija koje su izrazive
u nekoj deduktivnoj teoriji). To znaci da iz definicije pojma Ist moraju slijediti ekvi-
valencije oblika

Ist <A,

za cijeli jedan skup propozicija A. Tarski je definirao takav op¢i pojam Ist za skup ari-
tmetickih propozicija A, ali u okviru jezika teorije skupova koji bitno prosiruje jezik
aritmetickih propozicija (Tarski, 1931. i 1935.). To nije bilo slucajno.

Razmotrimo sljedece propozicije koje izrice Kre¢anin Epimenid:
(K) Krecéani uvijek lazu.

(L) Jasada lazem.

Ako je propozicija K istinita, onda jest tako kako ona tvrdi, pa je zato neistinita.
Dakle, propozicija K nije istinita. To smo dokazali bez ikakvog empirijskog istrazi-
vanja konkretnih propozicija koje izri¢u Krecani, §to je paradoksalno. Naime, em-
pirijska situacija u kojoj su sve ostale izjave Krecana doista lazne, odmah dovodi do
paradoksa, jer tada iz neistinitosti propozicije K slijedi njezina istinitost. (Zamislimo
li, osim toga, empirijsku situaciju u kojoj je Epimenid jedini Krecanin, a propozicija
K jedina propozicija koju je on izrekao, dolazimo do paradoksa koji je iste vrste kao
onaj koji generira propozicija L; usp. dalje.)

Paradoksalnost propozicije L jo§ je ocitija. Ako je ona istinita, onda jest tako kako
ona tvrdi, pa je zato neistinita. Ako je ona neistinita, onda nije tako kako ona tvrdi,
pa je zato istinita.

Russell, Tarski i mnogi drugi smatrali su da je problem ovakvih propozicija u
samoreferiranju, tj. u tome da one govore o sebi samima. Primjerice, paradoksalnost
propozicije L proizlazi iz ¢injenica da ona sama o sebi govori da nije istinita. Dakle,
za nju vrijedi

L& -Ist’ D
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Osim toga vrijedi i
L < Istl

jer to vrijedi za svaku propoziciju (usp. gore). No, uokvirene ekvivalencije evidentno
su kontradiktorne.

Tarski je zato odbacio mogu¢nost definiranja opéeg pojma istine za propozicije
nekog jezika u samom tom jeziku. Istinitost propozicija objektnog jezika J, definira
se tek u prosirenom metajeziku J,. Dakle, jezik J, sadrzi pojam Ist, koji se odnosi
(samo) na propozicije jezika J,. Ako Zelimo definirati pojam Ist,, koji se odnosi na
propozicije metajezika J,, moramo prijeci u jo§ obuhvatniji metametajezik J, itd.

OBJEKTNI META METAMETA
JEZIK JEZIK JEZIK
J, ], J,
(Ist,) (Ist,)

U ovakvoj hijerarhiji jezika ne moze do¢i do samoreferiranja kakvo nalazimo
u propoziciji L, pa ni do slozenijih kruznih” samoreferiranja kakva nalazimo na
T-majicama $to ih prodaju neka americka sveucilista:

PRSA LEDA
PROPOZICIJA PROPOZICIJA
NA LEDIMA NA PRSIMA
NIJE ISTINITA JE ISTINITA

Lako je utvrditi da su propozicije na prsima (P) i ledima (L), uzete zajedno, para-
doksalne. Naime, to se neposredno vidi iz sljede¢eg kruga evidentnih implikacija:

Ist ‘P’
77 N
Ist T ~-Ist'C
N Z

- Ist ‘P’
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Primijetimo, medutim, da je teorija istine koju nam nudi Tarski prili¢no radikal-
na u svojim zabranama. Uobicajena uporaba pojma istinitosti u prirodnim jezicima
gotovo nikada ne udovoljava njegovim zabranama. Primjerice, g. Jones ne bi smio
izjaviti da ve¢ina Nixonovih izjava o Watergateu niti jest niti ¢e ikada biti istinita jer
se moze dogoditi da ¢e Nixon u jednoj od svojih izjava o Watergateu spomenuti i tu
njegovu izjavu, ¢ime se stvara (zli krug” samoreferiranja koji rusi hijerarhiju Tarskog.
Svakodnevni govor o istini i laZi .a la Tarski” gotovo je nemogu¢. Stoga se ¢ini da
je odbacivanje svakog samoreferiranja i svakog kruznog samoreferiranja prestroga
zabrana. Mozda bi se mogao naci i neki blazi kriterij koji bi jo§ uvijek iskljucivao
paradoksalne propozicije.

Medutim, Kripke je jasno upozorio (Kripke, 1972.) da je prirodni govor o istini i
lazi gotovo uvijek u opasnosti da bude paradoksalan, te da to ne ovisi samo o struk-
turi propozicija koje izricemo, nego jo$ ¢es¢e o empirijskim situacijama u kojima ih
izricemo. Razmotrimo, primjerice, sljedece propozicije koje izricu g. Jones i pred-
sjednik Nixon:

Jones: Vecina Nixonovih izjava o Watergateu je neistinita.

Nixon: Sve Jonesove izjave o Watergateu su istinite.

Ako su sve Jonesove izjave o Watergateu istinite, te ako je omjer Nixonovih istina
ilazi o Watergateu to¢no pola-pola, onda su te dvije propozicije paradoksalne. (Situ-
acija je tada analogna onoj na T-majicama.) U svakoj drugoj empirijskoj situaciji te
su propozicije potpuno benigne. Ovakvi problemi pojam istinitosti i dalje ¢ine tesko
razumljivim pojmom.’

Ipak, na razini pojedinih deduktivnih teorija hijerarhizirana teorija istine Alfreda
Tarskog sasvim dobro funkcionira. On je primjerom pokazao kako se pojam aritme-
ticke istine, dakle istine u jeziku aritmetike ], moZe precizno definirati u obuhvat-
nijem jeziku teorije skupova J,. No, da bismo bolje razumjeli daljnja razmatranja,
potrebno je nesto detaljnije objasniti §to je deduktivna teorija.

3. Sto je deduktivna teorija

Svaka deduktivna teorija formulirana je u odgovaraju¢em jeziku. Na primjer, ari-
tmetika (elementarna teorija brojeva) formulirana je u jeziku aritmetike.

Nelogicki elementi jezika su:

(1) Imena objekata kojima se teorija bavi; u slucaju aritmetike to su brojevi 0, 1, 2, 3, itd.

*0d pojave Kripkeove teorije (Kripke, 1975.), koja je unijela sasvim novo svjetlo u razmisljanje o pojmu istine, ponu-
dene su jos neke teorije. Po nasem misljenju, uz ve¢ spomenutu Kripkeovu, najuspjesnije su Guptina (Gupta, 1982) i
Barwise-Etchemendyjeva (Barwise & Etchemendy, 1987.).
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(2) Imena operacija (unarnih, binarnih itd.) koje objekte prevode u objekte; u sluc¢aju
aritmetike to su npr. unarna operacija generiranja sljedbenika ( ), binarna ope-
racija zbrajanja (+), binarna operacija mnozenja (-), itd.

(3) Predikati (jednomjesni, dvomjesni, itd.) kojima se izri¢u svojstva objekata i od-
nosi medu objektima; u slucaju aritmetike to su npr. biti prost (Pr), biti identi¢an
sa® (=), biti manje od (<), biti djelitelj od (), itd.

Nelogicki elementi jezika omogucuju izgradnju jednostavnih recenica toga jezi-
ka. Takve su, na primjer, sljedece recenice jezika aritmetike:
Pr(5-4+3) 5+3=4-.2
7113 4+9>8-6

(Primijetimo, usput, da prve dvije reCenice izri¢u istinite aritmeticke propozicije,
dok druge dvije izri¢u neistine.)

Logicki elementi jezika su:

(4) Negacija (—), te logicki veznici «i” (&), «ili” (V), «ako onda” (=), itd.

(5) Univerzalni kvantifikator «za svaki” (V), partikularni kvantifikator .za neki” (3),
uz varijable (tj. zamjenice) x, y, z, itd.

Logicki elementi jezika omogucuju izgradnju slozenih recenica tog jezika. Takve
su, na primjer, sljedece recenice jezika aritmetike:
-Pr(3)v3<o0 Vx(x<0)

Vx3y(x<y) VxVy3z(x|lz&yl2)

(Primijetimo, usput, da prve dvije recenice izricu neistinite aritmeticke propozi-
cije, dok druge dvije izricu istine.)®

Naravno, jezik” deduktivne teorije jo$ ne ¢ini samu tu teoriju. Za nju su jos po-
trebni aksiomi i logicka pravila zaklju¢ivanja pomocu kojih se iz aksioma izvode (i
tako dokazuju) teoremi te teorije.

Na primjer, neki od aksioma aritmetike su:

Vx3dy (x<y) —Ix (x<0) itd.

SIdentitet zapravo spada u logicke elemente jezika, ali smo ga zbog jednostavnosti prikaza ovdje uvrstili u nelogicke elemente.
%Lako je dokazati da se logicki elementi mogu reducirati na samo Cetiri: —, &, V i = . Naime, svi se ostali (uz odgo-
varajucu specifikaciju "svih ostalih") mogu definirati pomocu ta Cetiri. Nelogicki elementi jezika aritmetike mogu se
reducirati na samo dva: + i-.

Tip jezika koji smo upravo opisali i u kojem je moguce formulirati svaku deduktivnu teoriju zove se jezikom 1. reda.
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Neka od logickih pravila zaklju¢ivanja su:

A A-B Vx A(x)
B A(t) itd.

Dakle, deduktivna teorija je potpuno odredena kada su odredeni njezin jezik,
njezini aksiomi i njezina pravila zaklju¢ivanja. Sve one propozicije koje se u jeziku
teorije mogu izvesti iz njezinih aksioma, pomocu njezinih pravila zaklju¢ivanja, do-
kazive su propozicije te teorije. Krace ih zovemo teoremima te teorije.

Medu deduktivnim teorijama razlikujemo dvije osnovne vrste. U prvu vrstu spa-
daju teorije koje opisuju jednu strukturu i njihov je krajnji cilj dokazivanje svih istina
o toj jednoj strukturi. Takva je, na primjer, deduktivna aritmetika koja opisuje struk-
turu prirodnih brojeva i ¢iji je krajnji cilj dokazivanje svih istina o toj strukturi (tj.
svih istina o prirodnim brojevima)®. U drugu vrstu spadaju teorije koje opisuju vise
struktura (cijelu klasu struktura) i ¢iji je krajnji cilj dokazivanje svih onih istina koje
vrijede u svim strukturama te klase. Takva je, na primjer, teorija Abelovih grupa koja
opisuje cijelu klasu grupa i ¢iji je krajnji cilj dokazivanje svih onih istina koje vrijede
u svim grupama te klase. Prirodoslovne teorije, ukoliko su uopce formulirane kao
deduktivne teorije, spadaju u prvu vrstu jer je njihov predmet jedna jedina struktura,
u ovom slucaju sama priroda. Nas ¢e zanimati deduktivne teorije prve vrste.

4. Sto tvrdi Godelov teorem o potpunosti

Deduktivna teorija, kako smo je definirali u prethodnom odjeljku, moze promasi-
ti svoj krajnji cilj zbog nedovoljnosti svojih aksioma ili pak zbog nedovoljnosti svojih
pravila zaklju¢ivanja. Povijest matematike, od Euklidovih Elemenata do Dedekindove’
konacne aksiomatizacije aritmetike (Dedekind, 1888.), pokazuje koliko je teska bila
potraga za dovoljnom aksiomatizacijom temeljne matematicke strukture prirodnih
brojeva. Povijest logike, od Aristotelovog Organona do Booleovih Zakona misljenja
(Boole, 1854.), pokazuje kako se tesko dolazi do dovoljnog sustava logickih pravila
zakljucivanja. Booleov sustav logickih pravila, iako neizmjerno bogatiji od Aristotelo-
vog, jos je uvijek bio nedovoljan za izvodenje teorema vecine matematickih teorija.

Frege je bio prvi koji je sustav logickih pravila zaklju¢ivanja pokusao destilirati iz
matematicke prakse'®. Zahvaljuju¢i tome uspio je do¢i do dovoljnog sustava logickih
pravila (Frege, 1879.), koji je ugradio u svoj deduktivni sustav elementarne i vise ari-
tmetike (Frege, 1893.-1903.).

8Godel je, svojim 1. teoremom o nepotpunosti dokazao da se takav krajnji cilj ne moze postici.

Peanova aksiomatizacija prirodnih brojeva koju nalazimo u (Peano, 1889.) zapravo je preuzeta od Dedekinda (De-
dekind, 1888.), §to Peano i navodi na samom pocetku svojega ¢lanka. Vi$e o cijeloj problematici aksiomatizacije
prirodnih brojeva moZe se naéi u (Siki¢, 1989.), pod naslovom Kako su i zasto aksiomatizirani prirodni brojevi.
19Vige o znadaju takvog pristupa logici moze se na¢i u (Siki¢, 1989.), pod naslovom Boole i Frege - matematika logike
vs. logika matematike.
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Taj se deduktivni sustav pokazao kontradiktornim u Fregeovom dodatnom po-
kusaju da ga ucini ¢isto logickim, tj. u pokusaju da sve aritmeticke pojmove definira
pomocu logickih pojmova, te da sve aritmeticke aksiome izvede iz logickih pravila.
Bez obzira na taj specifi¢ni neuspjeh, Fregeov logicki sustav (Frege, 1879.) najznacaj-
niji je korak logike od njezina utemeljenja u Organonu. Naime, Russell i Whitehead
su primjerom pokazali (Whithead & Russell, 1910.-1913.) kako se uz pomo¢ Fre-
geovih pravila zakljucivanja sva poznata matematika moze izvesti iz svega nekoliko
aksioma. Time je empirijski potvrdena dovoljnost Fregovih pravila zakljucivanja.

Ta empirijska potvrda jo$ nije dokaz da se svaki (poznati ili nepoznati) logicki
valjani izvod moze realizirati pomocu Fregeovih pravila zakljucivanja. To je dokazao
tek Godel svojim teoremom o potpunosti (Godel, 1929.11930.). Teorem tvrdi da Fre-
geova logicka pravila zakljucivanja'' iz zadanih aksioma uvijek generiraju sve njihove
logicke posljedice. Naravno, Godelov teorem o potpunosti ima smisla tek onda ako
je pojam logicke posljedice definiran neovisno o pravilima zakljuc¢ivanja; inace bi bio
puka tautologija. Zametak takve neovisne definicije nalazimo kod Bolzana, a njezina
novija povijest uklju¢uje imena Bernaysa, Hilberta, Godela (1929. i 1930.), Tarskog
(1936.), Kemenyja i Henkina. Jednostavno je mozemo formulirati na sljede¢i nacin:
Propozicija P je logicka posljedica propozicija (npr. aksioma) A ,A ,A ... ako u sva-
koj strukturi u kojoj vrijede A ,A,A ... nuzno vrijedi i P; drugim rije¢ima, ako svaka
struktura koja modelira propozicije A ,A ,A ... nuzno modelira i propoziciju P.

Dakle, ponovimo to jo$ jednom, Fregeova logicka pravila su potpuna jer, primije-
njena na bilo koji skup aksioma, sigurno generiraju sve njihove logicke posljedice. Za-
mislimo li Fregeova pravila kao fiksni logicki stroj u koji se umec¢u aksiomi (v. sl. 5.),
onda svaku deduktivnu teoriju mozemo zamisljati kao strojni generator svih teorema
koji su logicke posljedice umetnutih aksioma. (Cinjenicu da je propozicija T teorem
odredene deduktivne teorije oznacavat ¢emo sa - T, u skladu sa sl. 5.)

F L
RO S

EGT

GI1 R AKSIOMI TEOREMI
ECO =

O K J

VI

Slika 5.

""Teorem vrijedi za sustave logickih pravila zakljuc¢ivanja sasvim odredene vrste, koje u literaturi nalazimo pod ra-
znim imenima: kvantifikacijska logika, predikatska logika, logika 1. reda, funkcijski ra¢un 1. reda itd. No, svaki sustav
te vrste potjece od Fregeovog “prasustava’.
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Povezemo li Gédelov teorem o potpunosti s njegovim 1. teoremom o nepotpu-
nosti, lako ¢emo zakljuciti da je nepotpunost korektnih i dovoljno jakih deduktivnih
teorija uzrokovana nepotpunos$¢u njihovih aksioma. Kratko bismo mogli re¢i da su
korektne i dovoljno jake deduktivne teorije logi¢ki potpune i fakticki nepotpune. (Tu
¢injenicu jo$ jasnije istice Skolem-Lowenheimov teorem (Skolem, 1919. i Lowen-
heim, 1915.). Taj teorem tvrdi da svaki skup aksioma kojim Zzelimo karakterizirati
strukturu s beskona¢no mnogo objekata (kakva je, na primjer, temeljna matematicka
struktura prirodnih brojeva) nuzno vrijedi i u mnogim drugim strukturama koje su
bitno razlic¢ite od strukture koju zelimo karakterizirati. Drugim rije¢ima, deduktiv-
ne teorije prve vrste, koje bi trebale karakterizirati jednu jedinu strukturu (usp. kraj
3. odjeljka), zapravo nisu moguce.

5. Kako se dokazuje nepotpunost

Svaka deduktivna teorija zapravo je stroj za generiranje teorema. Ako je takav
stroj korektan i dovoljno jak, onda je on fakti¢ki nepotpun, iako je logicki potpun.
Zasto je to tako pokazat ¢e nam jedan jednostavni primjer fakticki nepotpunog stro-
ja, koji je tipican (usp. Quine, 1946. i Smullyan, 1992.).

Zamislimo stroj koji printa nizove simbola, —, P i d, koje ¢emo zvati izrazima. Na
primjer, Pd—, d, — — d i P— su izrazi. Stroj ih printa u diskretnim vremenskim raz-
macima koje ¢emo zvati trenucima. Dakle, ako stroj u 1. trenutku printa izraz Pd—, u
2. trenutku izraz d, u 3. trenutku izraz — — d i u 4. izraz P—, onda rezultat njegovoga
rada nakon prva Cetiri trenutka izgleda ovako:

4 3 2 1

P —-—d d Pd-

Izrazi oblika
(1) PX, (2) -PX,
3) PdX, (4) —PdX,

gdje je X bilo koji izraz, imaju sljede¢a znacenja'%:

(1) Izraz oblika PX znaci da stroj printa (printao je, printat ce) izraz X.

(2) Izraz oblika —PX znaci da stroj ne printa izraz X.

12Znacenja ostalih izraza nisu bitna za daljnju argumentaciju. Oni ¢ak mogu biti bez znacenja.
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Prije no $to definiramo znacenja izraza koji su oblika (3) i (4), potrebno je defini-
rati znacenje dijagonalizacije d. Dijagonalizacija dX izraza X je izraz XX. Na primjer,
dijagonalizacija d—Pd izraza —Pd je izraz —Pd—Pd.

(3) Izraz oblika PdX znaci da stroj printa dijagonalizaciju izraza X.

(4) Izraz oblika —PdX znaci da stroj ne printa dijagonalizaciju izraza X.

Izraze oblika (1) - (4) zvat ¢emo P-recenicama. Dakle, stroj (izmedu ostalog)
printa P-recenice koje govore o tome $to on printa, tj. stroj je samoreferirajuéi. Po-
stavlja se pitanje je li moguce konstruirati stroj koji bi bio korektan, tj. ne bi printao
neistinite P-recenice, i koji bi, uz to, bio fakticki potpun, tj. prije ili kasnije otprintao
bi sve istinite P-recenice. Odgovor je negativan:

AKO JE STROJ KOREKTAN, ONDA JE NEPOTPUN.

Razmotrimo, naime, P-recenicu —Pd—Pd. Buduc¢i da je ona dijagonalizacija od
—Pd, lako se vidi da vrijede sljedece ekvivalencije:

Recenica —Pd—Pd je istinita. <> Stroj ne printa dijagonalizaciju od —Pd. <>
<> Stroj ne printa recenicu —Pd—Pd.
Dakle, imamo dvije mogu¢nosti:
1. Recenica —Pd—Pd je istinita i stroj je ne printa.
2. Recenica —Pd—Pd nije istinita i stroj je printa.

Ako je stroj korektan, onda druga mogu¢nost ne dolazi u obzir, pa preostaje samo
prva mogucnost, tj. stroj je fakticki nepotpun. (Uo¢imo da klju¢na P-recenica ovoga
dokaza, —Pd—Pd, sama o sebi govori da nije printana.)

Ovakav dokaz fakti¢ke nepotpunosti mozemo ponoviti za svaku deduktivnu teo-
riju (stroj), ako je ona korektna i dovoljno jaka u sljede¢em smislu:

I.  Teorija sadrzi recenice koje govore o dokazivosti njezinih recenica.

II. Teorija sadrzi funkciju dijagonaliziranja koja omogucuje izgradnju konkretne
Godelove recenice G koja sama o sebi govori da nije dokaziva.

Naime, sada «printan” postaje dokaziv’, P-reenice postaju recenice o dokazi-
vosti, konkretna recenica —Pd—Pd (koja sama o sebi govori da nije printana) postaje
konkretna Godelova recenica G (koja sama o sebi govori da nije dokaziva).

| 25



Poucak 49

Godel je zapravo dokazao da deduktivna teorija koja sadrzi elementarnu aritme-
tiku ima svojstva L. i II. Najprije je svakom izrazu J, izgradenom od logickih i ne-
logickih elemenata teorije, pridruzio njegov broj ‘J’ koji je ime tog izraza u samoj
teoriji. To se pridruzenje zove Godelovom numeracijom. Budu¢i da teorija obuhvaca
elementarnu aritmetiku, ona sadrzi re¢enice koje izri¢u tvrdnje o brojevima koje po-
mocu Godelove numeracije postaju tvrdnje o izrazima. Neke od tih recenica izri¢u
da nesto jest reCenica, neke da nesto jest aksiom,..., neke da je nesto dokaz neke rece-
nice. Godel je pokazao kako se svaki od navedenih predikata: Rx (x je recenica), Ax
(x je aksiom),..., yDx (y je dokaz od x), moze definirati unutar deduktivne teorije u
tom smislu da je

FRn <> nje Godelov broj recenice

FAn < nje Godelov broj aksioma

FmDn <> m je Godelov broj niza recenica koje cine dokaz
recenice Ciji je Godelov broj n

To je bio najslozeniji dio Godelovog dokaza nepotpunosti’®. Kada je definiran
dvomjesni predikat D, lako je definirati jednomjesni predikat dokazivosti Dok na
sljedeci nacin:

Dok x <> 3y(yDx)

Time je potvrdeno I. svojstvo deduktivne teorije.

Godel je potom aritmeticki definirao funkciju dijagonaliziranja d, da bi pomoc¢u
nje, na sljedeci nacin, izgradio recenicu G:

G =—-Dok d(—Dok d(x)')

Nije bilo tesko dokazati'* da za tu recenicu vrijedi

F(G < —Dok 'G"),

3Godel je razvio cijelu teoriju primitivno rekurzivnih funkcija da bi dosao do tog rezultata.

“Jednostavan dokaz te ¢injenice moze se naci u (Siki¢, 1992.), gdje je, osim toga, pokazano u kojoj je on vezi s Can-
torovim postupkom dijagonalizacije. Klju¢nu ulogu te ¢injenice, koja nije eksplicitno istaknuta u Godelovom radu,
uocio je Carnap, pokazavsi da iz Godelovih razmatranja zapravo slijedi da za svaki predikat Pr, koji je definabilan
u teoriji, postoji re¢enica C za koju vrijedi - (C <> Pr 'C’) (Carnap, 1934.). Odavde neposredno slijedi rezultat
Tarskog o nedefinabilnosti pojma istinitosti propozicija neke teorije u samoj toj teoriji. Naime, pojam istinitosti Ist
morao bi zadovoljavati - (R <> Ist 'R’) za svaku recenicu R te teorije. Kada bi takav pojam Ist bio definabilan u samoj
teoriji, onda bi u njoj bio definabilan i pojam — Ist. Za taj bi pojam (prema Carnapu, usp. prethodnu napomenu)
postojala recenica C sa svojstvom I (C <> — Ist 'C’), $to je u kontradikciji s prethodnim zahtjevom. Dakle, pojam Ist
nije definabilan u samoj teoriji.
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tj. da ona sama o sebi tvrdi da nije dokaziva, te da je to dokazivo u samoj teoriji (uo-
¢ite znak F u gornjoj formuli). Time je potvrdeno II. svojstvo deduktivne teorije.

Nakon toga se dokaz nepotpunosti moze provesti analogno dokazu fakticke ne-
potpunosti ranije opisanog stroja. Godelov je dokaz bio nesto sloZeniji jer se on nije
htio pozvati na pojam istinitosti', kojim smo se mi koristili u gornjem dokazu. (Zato
u izvornom Godelovom teoremu ne nailazimo na korektnost kao jedan od uvjeta
nepotpunosti, nego je taj uvjet konzistentnost.)

Godelov 2. teorem o nepotpunosti moze se dokazati tako da se dokaz 1. teore-
ma, koji je dokaz jedne tvrdnje o deduktivnoj teoriji, reproducira u samoj toj teoriji.
Dakle, moze se dokazati da je u samoj teoriji dokazivo da iz konzistentnosti teorije
slijedi njezina nepotpunost, (tj. nedokazivost Godelove recenice G):

F (Con — — Dok 'G’)

S druge strane, ako bi se konzistentnost teorije mogla dokazati u samoj teoriji,
vrijedilo bi

F Con

Iz te bi dvije ¢injenice slijedilo - — Dok 'G’, tj. F G (jer je G=— Dok 'G’), §to jeu
suprotnosti s 1. teoremom o nepotpunosti, koji dokazuje da ne vrijedi - G. To znaci
da je pretpostavka o dokazivosti konzistentnosti bila pogresna. Dakle, konzistentnost
teorije nije dokaziva u samoj teoriji.'®

¥ Con

Naravno, pretpostavka je svakog dokaza 2. teorema da konzistentnost teorije mo-
zemo izraziti u samoj teoriji (recenicom koju smo oznacili s Con). To je neposredna
posljedica izrazivosti predikata dokazivosti Dok, jer konzistentnost zna¢i nedokazi-
vost kontradikcije oblika A & —A, koju krace ozna¢avamo sa L. Dakle,

Con=-Dok "L".

*Godel je svojim teoremima o nepotpunosti (izmedu ostalog) htio pokazati da nije moguce realizirati Hilbertov
program opravdavanja klasi¢ne nefinitne matematike finitnim sredstvima. Njegovi teoremi to pokazuju tek ako su
finitno dokazani. Budu¢i da pojam istinitosti nije finitan, trebalo ga je izbjeci.

'“Na ovakav dokaz 2. teorema upucuje Godel u I. dijelu svojega ¢lanka. Medutim, detaljna provedba takvog dokaza
bila bi doista mukotrpna, pa mozda zbog toga Godel nikada nije napisao II. dio svojeg ¢lanka (usp. 3. napomenu).
Bernaysov se dokaz zato temelji na uvjetima izvodljivosti, tzv. Bernaysovim uvjetima, koji su formalizacija nekoliko
osnovnih svojstava predikata Dok i iz kojih relativno brzo slijedi redukcija 2. teorema na 1. teorem. (Bernaysovi uvjeti
jo$ su uvijek preslozeni da bismo ih ovdje mogli formulirati. Bitno su jednostavniji Lobovi uvjeti iz kojih ne slijedi
samo 2. teorem nego i svi ostali rezultati o dokazivosti; usp. dalje.)
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6. Sto jo$ znamo o dokazivosti

Vidjeli smo da klju¢nu ulogu u dokazu nepotpunosti neke dovoljno jake teorije
ima Godelova recenica G koja sama o sebi tvrdi da nije dokaziva u toj teoriji. Godel
je dokazao da ona u toj teoriji nije dokaziva, $to znaci da je istinita.

Henkin je 1952. postavio pitanje $to je s recenicom H koja, u dovoljno jakoj teo-
riji, sama o sebi tvrdi da je dokaziva u toj teoriji'’:

F (H <> Dok 'H').

Iz Lobovog teorema slijedi da je takva recenica uvijek dokaziva u toj teoriji (Lob,
1955). Naime, Lob je rjeSavaju¢i Henkinov problem dokazao da za svaku recenicu
A vrijedi

(L) F(Dok X —>A) = FA.

Kreisel je 1965. dokazao da je Godelov 2. teorem o nepotpunosti neposredna
posljedica Lobovog teorema. Naime, po Lobovom teoremu vrijedi implikacija:

F Dok L'—>1) = k1,

¢ija je konzekventa u suprotnosti s konzistentnos¢u teorije (jer konzistentnost znaci
da nije I 1). Dakle, njezina antecedenta ne vrijedi:

¥ (Dok ‘L'— 1) tj. ¥ —Dok 'L,

jer Dok ‘L’— 1 zna¢i — Dok 'L’. (Cinjenica da iz A slijedi kontradikcija znaci da
nijeA,tj. A— 1 znaci —A.) Buducidaje —Dok "L'= Con, dobili smo 2. Gédelov
teorem:

¥ Con.

Kripke je 1965. dokazao da vrijedi i obrat, tj. da je Lobov teorem posljedica
2. Godelovog teorema. S vremenom su dokazana i mnoga druga svojstva dokazi-
vosti u dovoljno jakim deduktivnim teorijama. Sva ta svojstva uvijek su se uspjela
reducirati na nekoliko temeljnih svojstava, koja je formulirao Lob i koja se stoga zovu
Lobovim uvjetima (Lob, 1952.). To su:

(D1) FA = F Dok A,
(D2) F (Dok A’ & Dok ‘A — B’— Dok 'B’),
(D3) F (Dok ‘A’ — Dok 'Dok 'A"").

17Prema (Carnap, 1934) takva recenica uvijek postoji; usp. 14. napomenu.
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To nije bilo sluc¢ajno. Soloway je 1976. dokazao da se svi rezultati o dokazivosti u
dovoljno jakim deduktivnim teorijama mogu izvesti iz Lobovih uvjeta (D1) - (D3) i
Lobovog teorema (L). Time je dokazano da postoji potpuna teorija dokazivosti.

Napominjemo, na kraju, da je cijelo podrucje koje je 30-ih godina otvoreno Gode-
lovim otkri¢em nepotpunosti - i dalje predmetom intenzivnih logickih istrazivanja.
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