UVOPENJE POJMA ODREDENOG INTEGRALA...

Uvodenje pojma odredenog integrala
u srednjoskolskoj nastavi matematike'

Ivana Bozié 2, ToMISLAV SIKIG?

Uvod

S pojmom integral i integralnim ra¢unom ucenici se prvi put susre¢u u ¢etvrtom
razredu srednje $kole. S obzirom da tada nemaju dovoljno matematickog znanja za
razumijevanje pojmova kao $to su supermum, infimum, Darbouxove sume, donji i
gornji Riemannov integral - autori srednjoskolskih udzbenika vjesto nastoje izbjeci
njihovo koristenje.

U prvome dijelu ovoga rada usporedeni su udzbenici za cetvrti razred srednje

skole sljedecih autora:

« Neven Elezovi¢ (vidi [3])

« Sanja Antoli$, Aneta Copi¢, Nevenka Antonci¢ (vidi [4], [5])
« Hrvoje Kraljevi¢ i Zvonimir Siki¢ (vidi [6])

Uvodenjem Bolonjskog procesa na PMF-Matematickom odjelu Sveucilista u
Zagrebu doslo je do znacajnih promjena u programu preddiplomskog studija Mate-
matika - nastavnicki smjer. U ovom ¢lanku dosta prostora posvetit ¢e se zanimljivom
pristupu uvodenja integralnog racuna u udzbeniku S. Langa, A first course in calculus
[7], koji se koristi za uvodni kolegij u matemati¢ku analizu na mnogim renomiranim
sveucilistima. Rad zaklju¢ujemo pristupom koji se predavao u sklopu kolegija Dife-
rencijalni i integralni ra¢un 1 (na osnovi spomenutih smjernica) u drugom (ljetnom)
semestru prve godine preddiplomskog studija matematike, smjer nastavnicki, kao
pocetni kolegij matematicke analize. Pristup ima dodirnih tocaka sa svim prije na-
vedenim udZbenicima, stoga se moze primijeniti i u srednjoskolskoj nastavi. Stovise

uvodenjem domene infinitezimalni racun u NOK-u [11] upravo problematika uvo-
denja ucenika u diferencijalni i integralni ra¢un ima veliku vaznost.

'0vo je drugi dio ¢lanka napisanog na osnovi diplomskog rada Ivane Bozi¢ (mentor T. Siki¢) obranjenog 2009. go-
dine na Diplomskom studiju Matematika, smjer nastavnicki (PMF-MO, Sveucili$te u Zagrebu). Prvi dio objavljen je
u Poucku broj 48 (prosinac 2011.)

*Ivana Bozi¢, Tehnicko veleudilidte u Zagrebu — Graditeljski odjel

3Tomislav Siki¢, Fakultet elektrotehnike i radunarstva Sveudilista u Zagrebu
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Zavrsni dio ¢lanka smatramo znacajnim za buduée mlade profesore cije ce se
obrazovanje i znanje o diferencijalnom i integralnom racunu zasnivati na spomenutoj
koncepciji u kojoj spomenuti udzbenici S. Langa imaju znacajni trag. Stoga je uspo-
redba spomenutih (i inih) srednjoskolskih udzbenika te njihova komparacija s udzbe-
nicima Prof. Kurepe [1] i s novim kolegijem Diferencijalni i integralni racun 1 [12] od
presudne vaznosti za kvalitetno uvodenje pojma integrala u srednjim Skolama.

5. Udzbenik S. Lang - Riemannov integral

Udzbenik A first Course in Calculus autora S. Langa [7], koji prati uvodni kolegij
u matematicku analizu na mnogim renomiranim sveucili$tima, vjesto izbjegnutim
kori$tenjem nekih pojmova nudi zanimljiv pristup ovoj temi. Autor zapocinje defini-
ranjem neodredenog integrala na sljedeci nacin:

Definicija 12. Neka je f(x) funkcija definirana na intervalu I. Neodredeni inte-
gral funkcije f je funkcija F sa svojstvom: Vx el F'(x)= f(x).Ako je G(x) neodredeni
integral od f, i vrijedi G(x) =f(x),tada za svaki x iz intervala I slijedi F(x) = G(x) + C.

U nastavku udzbenika autoru je nuzna $to jednostavnije definirana neprekidna

funkcija, pa se koristi sljedecom definicijom:

Definicija 13. Funkcija f(x) je neprekidna ako VxeD; vrijedi
lim, ,, f(x+h) = f(x). Funkcija f(x) definirana na intervalu [a, b] je neprekidna u
tocki a ako za h > 0 vrijedi lim,,_,, f(a+h)= f(a).

Svaka derivabilna funkcija je neprekidna.

Neka je f(x) neprekidna funkcija definirana na intervalu [a, b]. Zelimo na¢i
funkciju F(x) koja je derivabilna na intervalu [a, b], tako da vrijedi F'(x) = f(x).

Pretpostavimo da je funkcija f(x)>0,Vx €[a, b]. Sa F(x) ozna¢imo funkciju
koja racuna povrsinu ispod grafa funkcije f na intervalu [a, x], a < x < b.

Teorem 11. Funkcija F(x) je derivabilna, a njezina derivacija iznosi f(x).

Teorem 12. Ako je G neka funkcija na intervalu a < x < b, takva da vrijedi G’
(x) = fix), flx) 20, Vx, tada je povrsina ispod grafa funkcije f izmedu x =aix="b
jednaka G(b) - G(a).

U Zelji da uvede pojam integrala, autor aproksimira krivulju po dijelovima kon-
stantnom funkcijom (tzv. step funkcijom).

Definicija 14. Particija intervala [a, b] je niz brojevaa = x < x, <... <x = b itd.
x,<x, ,i=0,...n- L Particijom dijelimo interval na mnogo malih intervala [xi, xi+1].

32 |



UVOPENJE POJMA ODREDENOG INTEGRALA...

Neka je f neprekidna funkcija na intervalu [a, b]. Neka je c, proizvoljna tocka iz
intervala [x, x, ]. Tada definiramo sumu R = flc )(x, - x)) + ... + flc,_)(x -x ),
koju autor naziva Riemannova suma. Vrijednosti f(c) i Ax, interpretiramo kao visinu
pravokutnika i duljinu intervala [x, x, ,].

1

U nastavku autor koristi pretpostavku da ¢e funkcija na infinitezimalnim se-
gmentima biti monotona. Oslanja se na Bolzano-Weierstrassov teorem.

Neka je s, proizvoljna tocka intervala [x, x, ], tako da je f(s,) maksimum funk-
cije fna tom intervalu. Ako je P particija intervala [a, b] dana djeliSnim tockama
X, < x, < ... <x,tada sumu GY(P, )= f(s)(x; = %) + e+ f(5,)(x, — X, ,) zOVe-
mo gornja suma funkcije f.

Neka je t, proizvoljna tocka intervala [x, x, ], tako da je f(t) minimum funkcije
fna tom intervalu. Sumu D’(P, f) = f(t,)(x, —x,) + ...+ f(t,,)(x, —x, ,) zovemo
donja suma funkcije f. Svaka Rimannova suma nalazi se izmedu donje i gornje sume.
Povec¢avamo li razdiobu intervala [a, b], vidimo da se vrijednost donje sume pove-
¢ava, a gornje smanjuje.

Teorem 13. Neka je f neprekidna funkcija na intervalu [a, b]. Neka je P(x,, ..., x,)
particija intervala [a, b). Ako je x bilo koji broj iz intervala [a, b] i Q nova particija
koja se sastoji od particije Pi x , tada je D*(P, f)<D’(Q, f)<G(Q, f)<GY(P, f).

Slijedi da je svaka donja suma manja ili jednaka od bilo koje gornje sume.

Definicija 15. Neka je f neprekidna funkcija na intervalu [a,b]. Postoji jedin-
stveni realni broj I koji je ve(i ili jednak od svih donjih, a manji ili jednak od svih gor-
njih suma. Nazivamo ga odredenim integralom funkcije f.

Neka je P particija. Maksimalnu duljinu intervala [x, x, ] autor naziva velici-
nom particije. Ukoliko podijelimo interval [0, 1] na n manjih intervala iste duljine

1 v |
—, veli¢ina particije je —.
n n

Teorem 14. Neka je f neprekidna funkcija na intervalu [ a, b]. Ukoliko je veli¢ina
particije P dovoljno mala, donje sume D! (P, f) i gornje sume G'(P, f) priblizavaju

se integralu | f.
a

Propozicija 1. Ako su M, m brojevi za koje vrijedi m < f(x) < M za svaki x iz in-

tervala [ b, c], onda vrijedi m(c —b) < J;fSM(c—b).

Teorem 15. Fundamentalni teorem
Neka je funkcija f neprekidna na intervalu I. Neka je funkcija F definirana formu-
lom F(x)= .rf(t)dt. Tada je F derivabilna i njezina je derivacija F(x) = f(x).
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6. Diferencijalni i integralni racdun

Rad zaklju¢ujemo pristupom koji sa svim prije navedenim udzbenicima ima do-
dirnih tocaka, a predaje se u ljetnom semestru prve godine preddiplomskog studija
matematike na nastavnickom smjeru u sklopu kolegija Diferencijalni i integralni ra-
¢un 1. Kao uvod u temeljne ideje integriranja osvrnimo se na vezu prevaljena puta i
brzine pri pravocrtnom gibanju. Poznato je da je trenutna brzina vremenska deriva-

As
cija puta. Stoga za proizvoljno malu promjenu At mozemo pisati brzina =v = N ili
t
ekvivalentno
As = VAL, (14)

Ako je brzina v konstanta tijekom nekog vremenskog intervala At, onda je
aproksimacija u formuli (14) zapravo jednakost, pa je As=vAt, i problem je rijesen
u tom vremenskom intervalu. Ako se tijelo giba konstantnom brzinom v, i tijekom
pocetnog vremenskog intervala At,, brzinom v, tijekom sljedeceg vremenskog in-
tervala Atf,, te brzinom v, tijekom posljednjeg vremenskog intervala At,, tada je
prevaljeni put odreden sumom .

As= ZviAti.
i=1

Ako se tijelo ne giba konstantnom brzinom unutar vremenskih intervala, nego
se brzina gibanja stalno mijenja, tada se smanjivanjem At, prijedeni put moze aprok-

. . . 4 n o . . e . . .
simirati pomoc¢u sume As= E } 1viAtl..Anahzlrajua pristup pojmu Riemannova
i=

integrala na kolegiju Diferencijalni i integralni rac¢un 1, jasno je da je uvod preko
rjeSavanja problema prevaljenog puta za nejednoliko gibanje svakako preporucljiv.
Stovise, on na prirodni nacin daje poveznicu izmedu stvarnog Zivota i problema po-
vr$ine ispod grafa funkcije. Stoga nas ovakav pristup vodi prema pojmovima relativ-
ne povrsine, stepenaste funkcije i ekvidistantne subdivizije segmenta. Pojam relativ-
ne povrsine koja je manja ili jednaka od stvarne povrsine uvodimo da ne moramo
uvoditi dodatni uvjet da je funkcija pozitivna.

Definicija 16. Relativna povrsina podrucja u koordinatnoj ravnini jest povrsina di-
jela podrucja iznad osi x umanjena za povrsinu onog dijela podrucja koje je ispod osi x.

Pojam stepenaste funkcije uvodimo da izbjegnemo pojmove infimuma i su-
premuma, Darbouxovih suma te gornjeg i donjeg R-integrala. Time ujedno, kao u
udzbeniku [6], mozemo definirati Riemannov integral za ogranic¢ene funkcije na se-
gmentu bez uvjeta da je funkcija neprekidna.

Definicija 17. Funkciju g definiranu na [a, b] zovemo stepenasta funkcija, ako po-
stoji razdioba (subdivizija) intervala [a, b] tockamaa =x < x <..<x <..<x =b
takva da je funkcija g konstantna na svakom od intervala <xo,x1>,...<x X > .

n-1>"n

Definicija 18. Neka je f ogranicena funkcija na segmentu [a, b]. Broj D je do-
nja suma funkcije f na [a, b] ako postoji stepenasta funkcija s na [a, b] takva da je
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Vx €la,b], f(x)2s(x) tako da je D = Z 'd (X1 — x;), gdje je d. vrijednost stepe-
naste funkcije na intervalu <x,,x, +1> Analogno, broj G je gornja suma funkcije f na
[a, b] ako postoji stepenasta funkcija s na [a,b] takva da je Vx €[a,b], f(x)<s(x),
tako da je G = Z::Ol 8i(x;,1 — x;), gdje je g vrijednost stepenaste funkcije na intervalu

<xi X1 > .

Napomena 1.

Donja suma je sigurno manja ili jednaka od relativne povrsine funkcije f koja
je pak manja ili jednaka od gornje sume, tj. D < P_,(f) < G.Trazimo da donja suma
bude sto blize gornjoj, tj. da za razliku suma vrijedi (G —D)— 0. Buducdi da prili-
kom mjerenja vremena u svakodnevnom Zivotu koristimo uzorkovanje s jednakim
vremenskim razmacima, u nastavku teksta sve ¢e subdivizije segmenta [a, b] biti

. 1 . . . —a c
ekvidistantne. Stoga uvodimo sljede¢u oznaku Ax = ——. Koriste¢i gore navedenu
oznaku, vrijedi ekvivalencija n— c0 < Ax — 0. Sumirajmo: odredivat ¢emo rela-
tivnu povr$inu ogranicene funkcije na [a, b] tako da $to vise priblizavamo gornje i
donje sume koriste¢i ekvidistantnu razdiobu segmenta kada Ax — 0 . Prije uvodenja
same definicije svakako je preporucljivo kroz primjer obraditi sve gore navedeno.

Koriste¢i se gornjim definicijama i napomenom 1, mozemo definirati pojam Riema-
nnovog integrala za ogranic¢enu funkciju na segmentu [ a, b].

Definicija 19. Neka je f ogranicena funkcija na [a,b]. Ako postoji jedinstveni
realni broj I koji je veci od svih donjih i manji od svih gornjih suma po ekvidistantnim
subdivizijama, tada kaZemo d a je funkcija f integrabilna. Broj I nazivamo Riemanno-
vim integralom funkcije f.

Napomena 2.

Vazno je primijetiti da bi gornja definicija bila valjana i bez uvjeta da je subdivi-
zija ekvidistantna i da su takve dvije definicije ekvivalentne.

Ukoliko je funkcija f neprekidna, mozemo koristiti Bolzano-Weierstrassov teo-
rem. Znamo da neprekidna funkcija poprima vrijednosti minimuma i maksimuma
utockama x;" i x;™" na svakom podintervalu [x, x, ]. Odaberimo sljedece gornje

i donje sume:
mm _ min
DWICE) ENERS

i=0

n—1
G™™ = Z:f(xmaX }x,“ x;)

Kada je Ax — 0, slijedi f (x;m“ )Axi ~P~f (ximax )Ax,..
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Koristeci se tako odabranim gornjim i donjim sumama, moze se bez upotrebe
pojma uniformne neprekidnosti na jednostavan nacin prikazati ideja dokaza Riema-
nnovog teorema. Sam srednjoskolski nastavnik ovisno o zainteresiranosti ucenika
moze Riemannov teorem prezentirati uz ideju dokaza ili pak kao nepobitnu ¢injeni-
cu samo iskazati teorem. Podsjetimo se Riemannovog teorema koji kazuje da jedin-
stveni I postoji za svaku neprekidnu funkciju na segmentu.

Teorem 16. Neka je f neprekidna funkcija na segmentu [a, b]. Tada je ona inte-
grabilna u Riemannovom smislu.

Uocimo kako je definiranje gornjih i donjih suma vrlo sli¢no nacinu koji smo
susreli u udzbeniku [6]. Razlika je $to oni ne koriste ekvidistantnu subdiviziju se-
gmenta. Autorice [4], [5] koriste ekvidistantnu subdiviziju segmenta. Prisjetimo
se motivacije u udzbenicima [3], [4], [5] prilikom uvodenja primitivne funkcije i
Newton-Leibnitzove formule. Oznac¢imo s P(x) funkciju koja je definirana kao mjera
povrsine ispod grafa funkcije y = f(x).

Iz AP = f(x)Ax pokazali smo da slijedi

lim — = lim
Ax—0 Ax  Ax—0

AP(x + ii) —P(x) - f(x)

Ovaj pristup treba iskoristiti kao motivaciju kako bi odmah nedvojbeno bilo ja-
sno da postoji veza izmedu mjerenja povrsine, integrala i postupka antiderivacije.
Tada se pojam primitivne funkcije odmah moze definirati.

Pretpostavimo da je fneprekidna na [a, b] tj. Vx, €(a,b) lim,,, f(x)=f(x,),
urubovima lim ,, f(x)=f(a) i lim ,, f(x)=f(b).

Prema Bolzano-Weierstrassovom teoremu, f je ograni¢ena, poprima mini-
mum i maksimum, te po Riemannovom teoremu znamo da je f integrabilna. Vrijedi

Vx e[x;,x;,, |- Slijedi m < flx) < M, te je D, <D™ < f(x)Ax <G™ <G,. Bududi
da je fintegrabilna na [a, b], znamo da postoji jedinstveni realni broj I, tako da vrijedi
VneN ZLDQM" <I SZ?:IGimin, te da bilo koja integralna suma za proizvoljno
mali Ax tezi integralu I, V¢, €[x;,x,,, ].Ax =0, Z?zlf(ci)Ax -1

Tada vrijedi Zilei‘mX Szizlf(ci)Ax SZiZIGi‘“m,
Specijalno, za ¢, € [x:,x,,, ] znamo F (C_z ): f (c_l ) Upotrijebimo li Lagrangeov
teorem srednje vrijednosti, slijedi F(x,,,)—F(x,)=F' (Z )Ax, te Z;: f (c_, )Ax —1.

Upotrijebimo li isti teorem, skicirali smo dokaz temeljnog teorema integralnog
racuna tzv. Newton-Leibnizove formule.
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ZZ:F(xM )—F(x;)=F(x,) — F(x,) + F(x,) = F(x,) + ...+ F(x,) = F(x,_,)
=F(x,)—F(x,)=F(b)—F(a)

Naglasimo da je tako prezentiran .dokaz” prihvatljiv i za ucenike srednjih $kola,
te da je na taj nacin omoguceno dugoro¢no pamcenje ne samo iskaza teorema, nego
i strukture dokaza.
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