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Poucak 50

Jos neki dokazi leptirovog teorema

SEFKET ARSLANAGIC!, ALIJA MUMINAGIE?

U [2] su dana cetiri razna dokaza Leptirovog teorema (Butterfly’s theorems),
od kojih su dva cisto planimetrijska, jedan je dan pomocu trigonometrije, a jedan
pomocu racunala.

Ovaj teorem glasi:

Neka je dana tetiva AB kruznice k, cije je poloviste tocka M. Tockom M nacrtane
su dvije proizvoljne tetive, EF i CD . Tetive CF i ED sijeku pravac AB u tockama
Q i R. Tada je tocka M ujedno i poloviste duzine QR, tj. [MQ| = |MR).

Sada ¢emo dati jo$ Cetiri razna dokaza ovog teorema koriste¢i planimetriju, tri-
gonometriju, Menelajev teorem i analiticku geometriju.

Dokaz 1. Najprije ¢emo dokazati jednu lemu.

Lema 1. Neka su AB i FD dvije tetive kruznice k (bez zajednickih tocaka), a
tocka P je naluku AB na kojemu se ne nalaze tocke F i D. Pravci PF i PD sijeku tetivu

— AQ|-|RB
AB u toc¢kama Qi R. Tada izraz M ima konstantnu vrijednost, dok se tocka

QR

P kreée lukom AB.

Dokaz. Neka kruZznica k,
opisana trokutu APQD sijece
produzetak tetive AB u tocki 2\,
E (slika 1.). W

Slika 1.
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Tada je ¢ =|£FPD|=|£QPD| (tetiva FD je konstantne duljine). Cetverokut
PQED je tetivni (upisan u kruZznicu k,) pa je |£QED|=|£QPD|=¢ (obodni kutovi
nad istim lukom QD ). Dakle, za sve polozaje tocke P € k, kut £AED je konstantan,
tj. kruznica opisana oko trokuta APQD uvijek sije¢e produzetak tetive AB u toki E,
bez obzira na polozaj tocke P.

Odavde slijedi da je | BE| = m, tj. konstante duljine. Na osnovi teorema o potenciji
tocke R u odnosu na kruznice k i k , imamo:

|AR|-|RB|=|PR|-|RD|=|QR|-|RE]|. (1)

Oznad¢imo li da je |[AQ|=x,

QR|=y, |RB|=z i |BE|=m, dobivamo iz (1):
(x+y)z=y-(z+m),

a odavde
Xz +yz = yz+ ym, ij.

X m (= const)

ili
|AQ|[RB|
QR

=m(=const), §to je trebalo dokazati.

Prijedimo sada na dokaz Leptirovog teorema.

Prema dokazanoj lemi 1., imamo (slika 2.):

4Q][MB| _|BR|-[AM] o

QM| |[RM|

Slika 2.
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MR|=s i |RB|=t, dobivamo:

Stavljajuci u (2) da je |AQ|= p, |QM| =T,

p(s+t) _t(r+p) 3)

r N

Kako je tocka M poloviste duzine AB, to je
(*)

r+p=s+t.

Sada iz jednakosti (3), zbog jednakosti ( * ), slijedi da je

P t
ros
a odavde je
t
Pty
r s
p+r _t+s
r s
te na osnovi jednakosti (* ):
11
@ ros
odnosno
r=s,1j.
|MQ| =|MR], §to je trebalo dokazati.

Napomena 1: Ako je AB promjer (dijametar) kruznice k, Leptirov teorem je

trivijalan.
Dokaz 2. Opet ¢emo dokazati jednu lemu.

Lema 2. Neka toc¢ka D pripada stranici BC trokuta AABC inekaje a,=|£BAD|
i a, =|£CAD|. Tada vrijedi jednakost
sin(a, +a,) sina,  sina, @
|AD| |AC|  |AB|

Dokaz. Imamo da je

(5)

Passc = Passp T Paapc -

6|

Poucak 50.indd 6 @ 14.06.2012 22:30:41



1 EEEE @® | D ) BN

JO$ NEKI DOKAZI....

Neka je |AB|=c, |AD|=d i |[AC|=b (slika 3.). Sada iz (5) slijedi:

Slika 3.

1 1 1
—besin(a, +a, )==cdsina, + —bdsina,
2 2 2

< besin(a, +a, )=cdsina, +bdsina,

bcsin (al + az) cd . bd .
& ———F=——ina, +—sina,
bed bed
sin(a, +a,) _sina,  sina,
d b c

>

a ovo je (4), $to je trebalo dokazati.

Prijedimo sada na dokaz Leptirovog teorema. Na osnovi teorema o potenciji
to¢ke M u odnosu na kruznicu k, vrijedi:

|MC|-|MD|=|ME|-|MF|=x. (%)

Primjenom leme 2. na trokut AMED , slijedi da je (sl. 4):

sin(a+f) sina sinf

- , 6
IMR|  |MD| |ME ©

gdje je |[XEMR|=|£FMQ|=a, te |DMR|=|£CMQ|=f (vrini kutovi), a primje-
nom leme 2. na trokut AMCF slijedi:
sin(z+f) sina  sinf

— . 7
wq]imc] v 7
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Nakon oduzimanja jednakosti (7) od (6) dobivamo:

N R T N T

o MOUMR] o o gy IMEIZIMEL o IMDI- MO
“ MRMQ | ME|-| MF| |MC]|-|MD|
a odavde zbog (= ):
|MQ| _|MR| sin(a + ﬁ):ws MSIHQ (8)
|MR|-|MQ) X x

Slika 4.

Neka je tocka O srediste kruznice k i neka su tocke Pi N nozista okomica iz tocke
O na pravce EF i CD. Sada imamo:

|FP|=|PE|=|MF|-|MP|=|MP|+|ME|,
a odavde je

|MF|—|ME|=2|MP|. (9)

Osim toga je |XPOM|=|£FMQ|=«a i |[NOM|=|£DMR|=f (kutovi s oko-

mitim kracima). U trokutu AOMP je cos £OMP = [MP| , tj. cos(90°—a) = |MP|,
loM|’ oM
a odavde je:
|MP|=|OM|cos(90° - a)=|OM|sina. (10)
Sada iz (9) i (10) slijedi:
|MF|—|ME| =2|OM|sinc. (11)
Sli¢no d obivamo da je |MD|—|MC|=2|MN]| kao i [MN|=|OM|sin f3, t;.
|MD|—|MC|=2|OM]|sin 3. (12)
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Sada iz (8), (11) i (12) dobivamo:

|MQ|—|MR | (a+ﬁ)_2|OM|sma inﬁ—leMlsmﬂsina
MRMQ x
o |1 MQ[~|MR| | M|
oS———tsin(a+f)= sinasin f —sinasin ), tj.
IMQl-|MR]
— sin(a+f)=0.
k) ")

Kako je 0 <a+ f3<180°, to je sin(a+ 8)> 0, pa mora biti:
|MQ|-|MR| _

MR[MQ
a odavde je

|MQ|—|MR|=0, tj. |]MQ|= , §to je trebalo dokazati.

Dokaz 3. Neka se tetive FC i DE sijeku u to¢ki S. Ozna¢imo |AM|=|BM|=
Promatrajmo trokut AQRS i pravac FE koji ga sijece (slika 5). Na osnovi Menelaje-
vog teorema dobivamo sljede¢u jednakost:

[QM] |RE| |SF| _

= 13
| 15| JEQ ()

Pravac CD sijece trokut AQRS, pa opet
na osnovi Menelajevog teorema imamo:

Qul kD] Iscl | )

MR/ [sD| |cQ) o/

Mnoze¢i jednakosti (13) i (14), dobivamo:
[QM[* |RE| |SE| [RD] |SC|
|MR[" [ES| |FQ| |SD] |CQ|

=1. (15)

Na osnovi potencije tocke S u odnosu
na kruznicu k imamo:

ISF|-|SC| =|SD|[SE|.  (16)

Zbog (16) sada dobivamo iz (15):

Quf _[Fallcal Slika 5.
|MR|*  |RE|-|RD|
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Opet na temelju potencije to¢ke Q u odnosu na kruznicu k, zbog |[AM| =|BM|=a
imamo:

[FQ||CQl=[AQ||BQ = (a—|MQ[)(a +[MQ|)=a’ ~|MQ[,  (18)
i analogno

IRE|-|RD| =|BR|-|AR| = (a —|MR|)(a +|MR[)=a® ~|MR[*.  (19)

Najzad iz (17), (18) i (19) dobivamo:
QM _ a* -|MQ[*
MR a* -|MR[*’

a odavde se lako dobiva |MQ|2 = |MR|2 , odnosno
IMQ|=|MR

, §to je trebalo dokazati.

Dokaz 4. Koristit ¢cemo analiticku geometriju. Uvest ¢emo koordinatni sustav
x0y, gdje je tocka O (srediste kruznice k) ishodiste koordinatnog sustava, Ox || AB
i Oy L AB (M € Oy) (sl. 5). Tocka M ima koordinate M(0, c), pravac AB ima je-
dnadzbu y = ¢, a pravac FE ima jednadzbu y = Ax +c. Kruznica k ima jednadzbu
x* + y* =R . Nadimo sjecista kruznice k i pravca FE, tj. rije§imo sustav jednadzbi:

X2+y2=R2
y=Ax+c.

Odavde dobivamo jednadzbu:
(1+A% )x2+24cx +c* —R* =0, (20)

¢ija su rjeSenja x| i x, kojima odgovaraju vrijednosti y, =Ax, +c i y, =Ax, +c.Da-
kle, imamo to¢ke E(x,,y,) i F(x,,y,). Analogno dobivamo sjecista kruZnice k ¢ija
je jednadzba x* + y* =R’ i pravca CD ¢&ija je jednadzba y = ux+c (u#4). Dobi-
vamo jednadzbu:

(1+,uz)x2+2,ucx+c2—R2=0 (21)

¢ija su rjeSenja x, i x, kojima odgovaraju vrijednosti y, =ux, +c i y, =ux,+c.
Sada imamo to¢ke C(x|,y;) i D(x},y; ). Sada pravac CF ima jednadzbu:

cp XTX N

-
X, =X V2= N

RjeSavanjem sustava jednadzbi AB: y = c i CF: x_x1, D b Uy

!
X=X Vo= N

dobivamo koordinate sjecista Q= FC N AB:
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) (x,—x])=x] - pai (%, =) l) {l—ﬂ(xz_xl)}:(i_u)xl)fz. (22)
-

V2 _)’1, V2 ;sz _:ux{ sz —Hx,

Analogno, rjesavanjem sustava jednadzbi

DE: x—x’ Y=, iAB: y=¢

X=X N~ yz

dobivamo koordinate njihova sjecista R=DE " AB:

=M' (23)
AX, — ux;

Sada ¢emo pokazati da je zbroj apscisa (22) i (23) jednak nuli, ¢ime ¢e Leptirov
teorem biti dokazan. Imamo

(l B ﬂ)xl’xz + (;L B :u)x1x; _ (}’ - lu)[xl,xz (/le - /ux; )+ xlx; (}*xz - qul' ):' _
}*xz - :uxl' }’xl - /"x; ('Ixz - qull)' (}"xl - /"x; )

_ (A- y)[/lxlxz (2 + x5 )= px)x) (x, +x, )] _
(sz - ux, ) (;Lxl — ux, )
jer iz jednadzbi (20) i (21) imamo na osnovi Viétovih pravila:
2Ac ¢ -R’ 2uc , , =R

= . - ! I__— .
X, tXx,= 1+/12,X1 X, = +;{2 , te X, tXx,= ]+qu, 17X, = ]+qu

Ovim je pokazano da vrijedi |MR| =
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