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Poucak 50

Zvjezdasti brojevi

IvaNa FUNDURULIC!

Uvod

Figurativni brojevi prirodni su brojevi koji se dobivaju slaganjem tockica u
odredene oblike. Oni omogucuju jasno vizualno predocavanje algebarskih svojstava
irelacija, a takoder su pomo¢ pri promatranju nizova i redova. Zato su pogodna tema
za istrazivanje koju je moguce predloziti u¢enicima 4. razreda za samostalan rad ili ih
prezentirati kao dodatan zadatak. Na taj nac¢in ucenici ¢e sami uvidjeti ljepotu i ¢ar
matematike, jasnije ¢e razumjeti gradivo, a razvijat ¢e i sposobnost rjeSavanja novih,
dosad nevidenih problema, $to e biti korisno u njihovom daljnjem obrazovanju i
opdenito u Zivotu.

Ovaj se ¢lanak zasniva na istrazivanju Mateja Oroza, ucenika 4. razreda medu-
narodnog programa 15. gimnazije, koji je proucavao dvije grupe figurativnih brojeva:
jednostavnije, trokutaste, te nesto kompliciranije, zvjezdaste brojeve. Isto tako, kao
znacajan doprinos pri istrazivanju ove teme posluzio je ¢lanak profesora B. Dakica
iz 2005. godine (vidi [1]).

Kroz navedeno istrazivanje nastojalo se uociti matematicke pravilnosti, te ko-
nac¢no do¢i do nekih opcenitih zakljucaka.

Trokutasti brojevi

Krenut ¢emo od to¢aka rasporedenih u obliku trokuta:
15
10

Proucdavanjem trokuta moguce je uociti:
1. usvakom koraku trokut ima jedan red vise nego u prethodnom,

2. svaki sljede¢i red ima jednu tocku vise nego prethodni (pa broj tocaka u redu
raste kao niz prirodnih brojeva: 1, 2, 3, 4...).

'Ivana Funduruli¢, II. gimnazija, Zagreb

50 |

Poucak 50.indd 50 @ 14.06.2012 22:30:45



1 EEEE @® | D ) BN

ZVJEZDASTI BROJEVI

U porastu ukupnog broja tocaka uocena je pravilnost koja je omogucila predvi-
danje broja tocaka i za trokute koji nisu bili graficki prikazani:

S =1

§,=1+2=3

§,=1+2+3=6
§,=1+2+3+4=10
S;=1+2+3+4+5=15
S=1+2+3+4+5+6=21
§=1+2+3+4+5+6+7=28
S;=1+2+3+4+5+6+7+8=36

Kasnije je vizualnom metodom (crtanjem trokuta) potvrden ovaj izracun.

Clanovi ovako dobivenog niza zapravo su primjeri trokutastih brojeva (1, 3, 6,
10, 15, 21, 28, 36... ).

Nadalje, moguce je primijetiti da se broj tocaka u svakom redu povecava na isti
nacin kao i ¢lanovi aritmetickog niza. Suma tih ¢lanova ¢ini aritmeticki red, vizualno
predstavljen ukupnim brojem tocaka u trokutu.

Kako bismo nasli op¢i izraz za n-ti trokutasti broj, dovoljno je iskoristiti standar-
dnu formulu za #-tu sumu ¢lanova aritmetickog niza:

S, =g[2a1 +(n-1)d],

gdje je n broj clanova sume, a, prvi ¢lan sume, a d diferencijal ili razlika izmedu dva
susjedna ¢lana niza.

Za slu¢aj u kojem je d = 1 i a, = 1 moZemo izraz malo prilagoditi, pa dobivamo
sljedece:

1) i
S, =E[2a1 +(n—-1)d]
:%[2.1+(n—1)-1]

n
=—|2+n-1
“[2+n-1]

n
=—(n+1
z(n )
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Ukupan broj to¢aka u pojedinom trokutu mozemo izrac¢unati i pomocu izraza:

2) "
Sn =zk,k EN’
k=1

§to je zapravo izraz za sumu prvih n prirodnih brojeva.

Bilo je jednostavno provjeriti valjanost dobivenih izraza ( 1) i 2)), pa je to i uci-
njeno za sume S, iS..
10
4
S, =?(4+1)=2-5=10

4
S,=> k=1+2+3+4=10

k=1

28

7 7
S =2.(7+1)==-8=28
. 2( ) 5

7
S, =D k=1+2+3+4+5+6+7=28

k=1

Zvjezdasti brojevi

Iduce pitanje koje se nametnulo bilo je: je li pravilo moguce primijeniti i na neke
kompliciranije oblike?

U literaturi (vidi [1], [2]) se, osim trokutastih, spominju i kvadratni, te petero-
kutni brojevi.

No, za$to ne bismo stvari u¢inili jo§ malo interesantnijima, te prou¢ili neki oblik
koji je jos slozeniji, recimo oblik zvijezde?
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Broj to¢aka u nacrtanim zvijezdama raste na sljedeci nacin:
S =1
$=1+12=1+1-12=13
§,=1+12+24=1+3-12=37
§,=1+12+24+36=1+6-12=73

Nacin na koji se povecava broj tocaka nije bilo tesko uociti. Budu¢i da smo oda-
brali $esterokraku zvijezdu, znamo da je ona omedena s dvostruko vise, odnosno 12
strana. U svakom idu¢em koraku dodajemo po jednu tocku na svaku stranu. Tako je
broj to¢aka u svakom koraku za 12 veci nego u prethodnom.

Tako, na primjer, broj to¢aka za 5 korak mozemo izracunati na sljedeci nacin:
12,24, 36,48 2 12 + 24 + 36 + (36 + 12).
Pomocu ove formule moze se pronaci broj tocaka za peti i Sesti korak, bez crta-
nja zvijezde:
S=1+12+24+36+48=1+1-12+2-12+3-12+4-12=1+10-12=121
S=1+12+24+36+48+60=1+1-12+2-12+3-12+4-12+5-12=1+15-12=181

Kada u navedenim izrazima izlu¢imo broj 12, mozemo uociti da je faktor, koji u
tako zapisanim sumama mnozi broj 12, zapravo trokutasti broj iz 1. dijela istrazivanja
(1,3, 6, 10, 15, 21...).

S, =1

$,=1+1-12
S,=1+3-12
S,=1+6-12
S,=1+10-12
S,=1+15-12

Imajudi to na umu, lako je do¢i do vrijednosti bilo koje druge sume, recimo S.:

S, =1+(12-(1-1)+12-(2-1)+12-(3-1)+12-(4—1)+12-(5-1)+12-(6 - 1) +12- (7 -1)) =
=1+(12-0+12-1+12-2+12-3+12-4+12-5+12-6) =
=1+(0+12+24+36+48+60+72)=
=1+252=
=253
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Iz svega navedenog moguce je do¢i i do opceg izraza koji bi vrijedio za bilo koji

prirodni broj k (ke N).

S,=1+>12-(k-1)
k=1
n—1 n-—1
S, :1+12-T~[(n—1)+1]=1+12-T-n

Faktor 12 pojavljuje se isklju¢ivo zbog broja krakova zvijezde (bavili smo se $e-

sterokrakom zvijezdom s ukupnim brojem od 2-6 =12 duzina koje je omeduju).

Kada bi zvijezda imala p krakova, bila bi omedena s 2p duzina, pa bi op¢i izraz za

zvijezdu s bilo kojim brojem krakova glasio:

rena je valjanost op¢ih izraza.
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S, =1+ 2p-(k-1)
k=1
n—1
S, =1+2p-—n
n p 5

Oba izraza provjerena su testiranjem na zvijezdi s 5 krakova.

S =1

S,=1+2-5-(2-1)=1+10=11
§;=1+2-5-2-1)+2-5-3-1)=1+10+20=31
S,=1+2-5-2-1)+2-5-3-1)+2-5-(4-1)=1+10+20+30=61

2-1
S, =1+2-5-T-2:1+10=11

3-1
S3=1+2-5-T-3=1+30=31

4-1
S4=1+2-5-T-4=1+60=61

Crtanjem opisane zvijezde provje-
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Brojenjem tocaka lako je pokazati da op¢a formula vrijedi.

Ipak, i tako zadana formula ima odredena ogranicenja:

1) Bududi da se radi o broju tocaka, ograniceni smo na skup cijelih brojeva.
2) Izraz:

kZZ;ZP(k—l)zlﬂ[ZP(k—l)]zliggo(Zpk—2p):oo

pokazuje da nema matematickih ogranicenja kod povecavanja broja to¢aka. Broj to-
¢aka moguce je izracunati za bilo koji broj krakova i bilo koji korak. Ipak, prilikom
crtanja zvijezda javlja se vizualno ogranicenje. Naime, ako broj tocaka previse po-
vecamo, ne¢emo modi razluciti jednu od druge. Isto tako, $to vise pove¢amo broj
krakova, zvijezda e sve viSe nalikovati na kruznicu, te ¢e vizualan prikaz postati
nepregledan i nepraktican.

Zakljucéak

Trokutasti i zvjezdasti brojevi prikladna su tema za istrazivanje u 4. razredu
srednje $kole jer se daju povezati s geometrijskim nizovima i redovima. Ucenike se
zadavanjem ovakve teme moze zainteresirati, potaknuti na razmisljanje i samostalno
zakljucivanje, kao na i primjenu matematickih alata kao $to je Sketchpad. Tema je i
vizualno atraktivna, pa je pogodna za postere ili prezentacije u razredu.

Sto dalje?

Ukoliko vas je zainteresirala ova tema i Zelite je detaljnije istraziti ili se okusati u
njezinoj primjeni, proucite nize navedenu literaturu (vidi [2], [3], [4]). Ovdje izdva-
jam dva od niza zadataka ovog nepresusnog podrucja koje poti¢e mastu i kreativnost
od razdoblja Starih Grka i Euklida, pa sve do danasnjih dana.

Zadatak 1. Svaki je cijeli broj trokutast, ili se moze zapisati kao suma dvaju tro-
kutastih brojeva, ili pak kao suma triju trokutastih brojeva. Provjeri!

Zadatak 2. Nadi najmanji kvadrat koji se moze zapisati kao zbroj kubova triju ili
vise uzastopnih brojeva.
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