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O INDIREKTNOM DOKAZU...

O indirektnom dokazu u matematici

SEFKET ARSLANAGIC!

Matematicke tvrdnje, u pravilu, imaju oblik univerzalnog suda (iskaza) .svi P su
Q. Ovaj sud najcesce ima kondicionalni (pogodbeni) oblik:

Ako je B, onda je Q. )]

To obiljezavamo s P = Q , a ita se jo§ i «iz P slijedi Q”, npr. «Ako je zbroj zname-
naka cijelog broja djeljiv brojem 3, onda je taj broj djeljiv brojem 3”. Cesto se tvrdnja
koja nije u kondicionalnom obliku moze dovesti na taj oblik. Evo nekoliko primjera.

Primjer 1. Zbroj veli¢ina unutarnjih kutova «, 3, y trokuta AABC iznosi 180°.

Kondicionalni oblik: Ako su &, 3, y veli¢ine unutarnjih kutova trokuta AABC,
ondajea +f +y =180

Primjer 2. Dijagonale paralelograma se raspolavljaju.

Kondicionalni oblik: Ako je ¢etverokut paralelogram, onda se njegove dijago-
nale raspolavljaju.

Vidimo da matematicka tvrdnja (I) sadrzi dva dijela. Prvi dio P zove se pretpostav-
ka ili hipoteza (antecedens), a drugi dio Q zakljucak (tvrdnja) ili teza (konsekvens).

Sudovima (iskazima) pripisuje se kvaliteta istinit (tocan, vrijedi) ili neistinit (la-
zan, ne vrijedi). Pri tome se pretpostavlja da vrijedi logicki princip proturjecnosti po
kojemu svaki sud (iskaz) ne moze istodobno biti istinit i lazan, te logicki princip is-
kljucenja treceg po kojemu svaki sud (iskaz) mora imati jednu od tih kvaliteta istinit
ili lazan, jer trece ne postoji (tertium non datur).

Kod dokaza tvrdnji (teorema) treba strogo razlikovati ono $to se dokazuje od
onog na temelju ¢ega se dokazuje. Prije dokaza neke tvrdnje imamo jedan sustav S ve¢
utvrdenih tvrdnji: aksioma, dokazanih teorema i definicija, §to nam ¢ini argumente
dokaza (baza dokaza). Za dokazivanje tvrdnji obi¢no koristimo direktan i indirektan
dokaz. Kod direktnog dokaza oblika (I) «Ako je P, onda je Q” polazimo od hipoteze
P (koja je to¢na) i koriste¢i spomenute argumente iz S (uvedene aksiome i definicije
te ranije dokazane teoreme) dolazimo do teze (tvrdnje ili zakljucka) teorema.
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Indirektan dokaz (reductio ad absurdum) tvrdnje (teorema) oslanja se na logicke
principe proturje¢nosti i iskljucenja tre¢eg. Ukratko, indirektan dokaz sastoji se u pobi-
janju antiteze dane tvrdnje, dovodeci pretpostavku o to¢nosti antiteze u proturjecnost s
nekom utvrdenom tvrdnjom (iz S), ili sa samom hipotezom (pretpostavkom) antiteze.

U ovom ¢emo radu upravo indirektan dokaz tvrdnje (teorema) koristiti za doka-
ze viSe raznih tvrdnji iz razli¢itih podrué¢ja matematike.

Primjer 3. Dokazimo da skup P svih prostih brojeva nije konacan.

Dokaz:
Teza: Skup P svih prostih brojeva je beskonacan (nije konacan). (X)
Antiteza: Skup P svih prostih brojeva je konacan. (X)

Pretpostavimo da je tvrdnja X istinita. Tada mozemo odrediti umozak svih pro-
stih brojeva 2, 3, 5, ..., p pa postoji broj

k=(2-3-5-..-p)+1.
Broj k je neparan pa moze biti prost ili slozen.

1° Neka je k prost broj. On je svakako veci od svakog od prostih brojeva iz skupa
P, dakle razli¢it je od njih, pa ako je on prost, to znaci da izvan skupa P ima bar jos
jedan prost broj, suprotno pretpostavci da je P skup svih prostih brojeva. Dakle, broj
k nije prost.

2° Neka je k slozen broj. On nije djeljiv ni s jednim od prostih brojeva iz skupa
P (ostatak dijeljenja uvijek je 1). Buduci da je k slozen broj, on se moze napisati kao
umnozak dvaju brojeva od kojih je jedan prost, $to znaci da je djeljiv nekim drugim
prostim brojem koji je izvan skupa P. Dakle, opet postoji bar jedan prost broj koji je
izvan skupa P, §to je opet u kontradikciji s pretpostavkom. Prema tome, tvrdnja X je
neistinita, pa je, dakle, istinita tvrdnja X.

Napomena: Ovaj se dokaz pripisuje velikom starogré¢kom matematicaru Eukli-
du (oko 340. - oko 287. prije Krista), autoru cuvene knjige Elementi” u 13 svezaka.

Primjer 4. Dokazimo da jednadzba x”* + y* +z* = 2012 nema rje$enja ako su x,
y iz prosti brojevi.

Dokaz: Pretpostavimo obrnuto, tj. da ta jednadzba ima rjeenja x, y, z koji
su prosti brojevi. Budu¢i da je jednadzba simetri¢cna, mozemo pretpostaviti da je
x <y <z, adase pri tome ne narusi uopéenost. Ako je x # 2, tj. x, y, z su neparni prosti
brojevi, onda je x* + y* +z* takoder neparan broj, pa jednadzba nema rjesenja.

Ako je x =2, ondaje y* +z* = 2008. Ako je y = 3, tada dobivamo da je z* =1999,
pa z ne postoji. Svaki prosti broj ve¢i od 3 moze se napisati u obliku 6k +1; (ke N).
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Tada je y* = (6k+1)’ =36k* +12k+1=12(3k* £k }+1=12M +1,
gdje je M =3k’ +k i, analogno,
2 =12M+1,te y* +2° =12-2M +2=2008 = 12-2M =2006,

a broj 2006 nije djeljiv brojem 12, pa jednadzba nema rjesenja u skupu prostih brojeva.

Primjer 5. Dokazimo da jednadzba x> — y* =4z +2 nema rjesenja u skupu ci-
jelih brojeva.
Dokaz: Pretpostavimo da postoje x, y, z koji zadovoljavaju danu jednadzbu:

x2_y2:4z+2<:>(x—y)(x+y)=2(22+1).

Desna strana jednadZbe je paran broj, pa je i lijeva strana, tj. (x — y )(x + y ), tako-
der paran broj. To znaci da je bar jedan od brojeva x — y i x + y paran. Akoje x—y
paran broj, tada je i broj x + y paran (i obrnuto), pa je broj (x—y)(x+ y)djeljiv
brojem 4. Ali, broj na desnoj strani jednadzbe 2(2z +1) =4z + 2 nije djeljiv brojem 4.
Dobili smo kontradikciju pa ne postoje x, y,z € Z koji bi bili rjeSenja jednadzbe.

Primjer 6. Dokazimo da

n=l+——1 fp——
1-2 1-2-3 1-2-3-...-2012

nije cijeli broj.
Dokaz: Pretpostavimo da je n € Z . Tada, nakon mnozZenja dane jednadzbe bro-
jem 2011!, dobivamo:

1
n-2011'=2011!+...+1+——¢N.
2012

Opet smo dobili kontradikciju jer je na lijevoj strani cijeli broj, a na desnoj strani
nije cijeli broj. Dakle, n ¢ Z, §to je trebalo dokazati.

Primjer 7. Dokazimo da sustav jednadzbi
x> +yi 4zt =1

x+2y+3z=4,
nema rjeSenja u skupu R.

Dokaz: Neka postoji rjeSenje (x, y,z) danog sustava jednadzbi. Na osnovi nejed-
nakosti Cauchy-Bunyakovski-Schwartza imamo:

(x-14y-2+42-32<2(P+y*+20) (12 + 22+ 3%,
odnosno 4£<1-14,t4.
16 < 14,

a ovo je apsurd. Dakle, dana jednadzba nema rjesenja u skupu R.
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Primjer 8. DokaZimo da za bilo koje n € N vrijedi \/n++/n ¢ N.
Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da \/n + Jn €N, odnosno da \n+ Jn=aeN.

Nakon kvadriranja ove jednadzbe slijedi:

Jn=a*-neN.

Odavde zaklju¢ujemo da mora biti n=m", m e N . Sada dobivamo:
m=a*—m’ » 4.
m +m=a’,
a odavde
4m? + 4m = 4a*
4m’ +4m+1=4a’ +1
o (2m+1)Y —4a” =1
& (2m+1-2a)2m+1+2a)=1,
odakle slijedi:
2m+1-2a=1 A 2m+1+2a=1,tj.
2m+1—-2a=2m+1+2a,

odnosno
4a=0=a =O,

$to je kontradikcija jer ae N .
Dakle, \\n++/n ¢ N; (neN), §to je trebalo dokazati.

Primjer 9. Dan je polinom

P(x)=x"" —x"" +x* =3kx + 3k +1; (keZ).
Dokazimo da:
a) polinom P(x) nema cjelobrojnih nultoc¢aka;

b) brojevi P(n) i P(n) + 3 su relativno prosti za bilo koji broj neZ.

Dokaz: a) Pretpostavimo suprotno, tj. neka dani polinom ima jednu cjelobrojnu
nultocku x = . Tada slijedi:

P(x)=(x-a)-Q(x),
gdje je Q(x) polinom stupnja 1996 s cjelobrojnim koeficijentima. Sada imamo:
P(=1)P(0)P(1)=(-1-a)(-a)(1-a)Q(-1)Q(0)Q(1).

Cijeli brojevi —1—a, —a, 1 —a su uzastopni pa je njihov umnozak djeljiv brojem 3.
Ali, P(~1)=6k+2, P(0)=3k+1i P(1)=2 paje: P(-1)P(0)P(1)=4(3k+1), a
ovaj broj nije djeljiv brojem 3. Dakle, dani polinom nema cjelobrojnih nultocaka.
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b) Pretpostavimo opet suprotno, tj. neka postoji jedan prirodan broj za koji bro-
jevi P(n) i P(n) + 3 nisu relativno prosti. Neka je d najmanji zajednicki djelitelj ovih
brojeva. Tada je d|P(n)+3—P(n)=d|3=>d =3. Sada imamo:

P(n)=(mn-Dn(n+1)n""* =3k(n—-1)+n* +1.

Budu¢i da vrijedi 3‘P(n) A 3|(n—1)n(n+l) A 3[3k(n—1), slijedi da mora
biti i 3|n2 +1, $to nije to¢no (uzeti n=3k n=3k+1; k€Z). Dakle, brojevi P(n) i
P(n) + 3 su relativno prosti za bilo koji broj ne Z .

Primjer 10. Dokazimo: ako su a, b, ¢ razli¢iti realni brojevi, tada jednadzbe

ax® +2bx+1=0,

bx? +2cx+1=0,

cx’ +2ax+1=0,
nemaju niti jedno zajednicko rjesenje.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. neka dane jednadzbe imaju zajednicki ko-
rijen x,, tj. neka vrijedi ax; +2bx, +1=0 i bx; +2cx, +1=0, gdje je x, #0. Sada
dobivamo da je:

ax; +2bx, +1=bx; +2x, +1
< (a-b)x; =2(c—b)x, / X, %, %0
< (a-b)x,=2(c-b), tj.

5y =260 sy, (1)
a-b
Analogno, iz druge i trece jednadzbe dobivamo:
=22 oy, )
b—c

Sada iz (1) i (2) dobivamo:
2(c=b) 2(a—c) /'2
a—>b b-c '

< (c=b)(b-c)=(a-c)(a-D)

sat+bP+c* —ab—bc—ac=0

@%[(a—b)z +(b—c)2+(a—c)2]=0,

a odavde
a=b=c,

§to je suprotno pretpostavci da su a, b, ¢ razliciti realni brojevi.
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Primjer 11. Dokazimo da brojevi:

a) L+B+6 i b) V2 +3/5 nisu racionalni.

Dokaz: a) Pretpostavimo suprotno, tj. da je 2 ++/3++/5€Q. Neka je
V2 +3++/5=aeQ. Sada imamo:

a—5=v2+3
< (a-5) = (N2+3)
<a’-2a/5+5=2+2J6+3
oa?-2a5=2J6/*
< at —4a’\5+20a* =24

4 2
a +20a” —24
Qf: 4 3 EQ)
a

§to nije to¢no jer je\/g ¢Q (Sto se lako dokaze indirektnim dokazom). Dakle,
V2 ++/3 +/5 ¢ Q, §to je trebalo dokazati.

b) Pretpostavimo suprotno, tj. da je~/2 +3/5€Q i neka je ~2+3/5=beQ.
Sada imamo:

P=b-2
<:>5:(b—\/§)3

< 5=b—32b +6b—22

b*+6b-5
o2=—-"——¢cQ,
3% +2 €Q

$to opet nije to¢no jer je /2 ¢ Q (3to se takoder lako dokaze pomocu indirektnog
dokaza). Dakle, +/2 +3/5 ¢ Q, §to je trebalo dokazati.

Primjer 12. Dokazimo da za realne brojeve a,b,c € (0, 1) vrijedi nejednakost:
1
min dab(1-c)*,bc(1-a)*,ca(1-b Pla —
fb(-c)' be(1-ay ca(1-b) < —
Dokaz: Posluzit ¢emo se indirektnim dokazom, tj. pretpostavit c¢emo da je

min ffzb(l—c)z Jbec(1-a) ,ca(1-b) }>%
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Tada slijedi da je:
1
16

Koriste¢i nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine Cetiriju pozitiv-
nih brojeva, imamo:

1 1
b(A-c)y >—,bc(1-a) >— i ca(1-b)’ >
ab(1-c¢) T c(1-a) T ica(l-b)

a+b+(1-c)+(1-c)_, 2

= b 1_ )t'

; ab(1-c)’, 4
a+b—2c+2>4¥ab(1-cy,

a odavde, zbog ab(1-c)’ > % slijedi:

1
a+b—2c+2>44/—,tj.
16

a+b—-2¢c>0
ili

a+b>2c. (1)

Analogno dobivamo i ove nejednakosti:

b+c>2a (2)
a+c>2b. (3)

Nakon zbrajanja nejednakosti (1), (2) i (3), dobivamo da je:
a+b+c>a+b+g,

$to nije to¢no, tj. predstavlja kontradikciju. Dakle, tvrdnja zadatka je to¢na.
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