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OD TOTALNOG DIFERENCIJALA DO MAKSIMALNOG
EKONOMSKOG PROFITA**

U clanku se nastoji na najsazetiji nacin i §to je moguce jednostavnije
objasniti optimizacija funkcije bez ogranicenja. Radi toga se prvo objasnjava
pojam kriticne tocke, tocke u kojoj je totalni diferencijal funkcije jednak nuli
i u kojoj vrijednost funkcije casomicno niti raste niti pada. Nakon utvrdiva-
nja stacionarne tocke, predznak vrijednosti totalnog diferencijala drugoga
reda, koji se promatra kao kvadratna forma, u kriticnoj tocki odlucuje ima li
funkcija u toj tocki relativnu maksimalnu ili relativnu minimalnu vrijednost.
Ako je Hesseova matrica koeficijenata tako zamisljene kvadratne forme u
kriticnoj tocki negativno definitna, tada je totalni diferencijal drugoga reda
u toj tocki manji od nule i funkcija u kriticnoj tocki ima relativnu maksimalnu
vrijednost, a ako je ta matrica pozitivno definitna, onda funkcija u kriticnoj
tocki ima relativnu minimalnu vrijednost. Posebna je pozornost posvecena
objasnjenju da je spomenuta matrica negativno definitna kada su vrijednosti
njezinih glavnih minora neparnoga reda manje od nule i vrijednosti glavnih
minora parnoga reda vece od nule i da je ona pozitivno definitna kada su
vrijednosti svih njezinih glavnih minora vece od nule.

Primjena se optimizacije funkcije bez ogranicenja ilustrira na dva modela
ekonomskog profita: na modelu koji se zasniva na pretpostavci da je poznata
funkcija minimalnih ukupnih ekonomskih troskova proizvodnje i na modelu
koji se zasniva na pretpostavci da je poznata funkcija proizvodnje. U prvom
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se modelu donosi odluka o kriticnoj kolicini proizvodnje koja maksimizira
ekonomski profit, a u drugom odluka o kriticnim koli¢inama faktora proizvo-
dnje koje maksimiziraju ekonomski profit. Dokazuje se da optimizacija tako
formuliranih modela ekonomskog profita dovodi do jednakog maksimalnog
ekonomskog profita.

Kljucne rijeci: totalni diferencijal, stacionarna tocka, ekstrem funkcije,
konkavnost i konveksnost, kvadratna forma, Hesseova matrica, definitnost
kvadratne forme, kriticna kolic¢ina proizvodnje, kriticna kolicina faktora
proizvodnje, ekonomski troskovi, ekonomski profit.

Uvod

Stroga matematicka formalizacija ekonomskih problema nerijetko ekonomi-
stima i studentima ekonomije ostavlja dojam nedokucivosti i stvara nepremostive
poteskoce i osjecaj intelektualne inferiornosti. Cilj je ovoga ¢lanka pripomo¢i da
se taj dojam i taj osjecaj izgube. Uvjereni smo da se on moze ostvariti ako uspo-
stavimo jednostavan i prirodan odnos izmedu stroge matematicke formalizacije i
uobicajenog nacina opisivanja ekonomskih pojava. Ovaj pokusaj, koji nije nimalo
lak, zasad ¢emo ograni¢iti na problem optimizacije bez ograni¢enja. Cini nam se da
prijeko potrebne i naoko veoma sloZzene matematicke pojmove mozemo objasniti
na nacin znatno jednostavniji od onoga koji je uobicajen. Na pocetku nasega puta
definirat ¢emo pojam totalnog diferencijala i pokazat ¢emo da u kriti¢noj tocki
funkcija ¢asomicno (trenutac¢no) ni raste niti pada, odnosno da je vrijednost total-
nog diferencijala u toj tocki jednaka nuli. Potom ¢emo pokazati kako se odreduju
konkavnost i konveksnost funkcije u bilo kojoj tocki uz pomo¢ predznaka totalnog
diferencijala drugoga reda koji ¢emo shvacati kao kvadratnu formu. Nadamo se da
¢e nacin na koji odredujemo predznak kvadratne forme, ili kako se to esto kaze
definitnost kvadratne forme, biti veoma razumljiv i jednostavan svakom Citatelju.
Kada odredivanje definitnosti kvadratne forme postane posve jasno, onda ¢e postati
1 posve jasno o kakvoj se vrsti ekstrema funkcije radi u kriti¢noj tocki.

Primjenu optimizacije bez ograni¢enja ilustrirat ¢emo na problemu maksi-
mizacije profita u uvjetima savrSene konkurencije u dugom roku. Profit ¢emo
maksimizirati na dva na¢ina. Prvi nacin polazi od stajaliSta da je poznata funkcija
ekonomskih troskova proizvodnje i da je varijabla o kojoj poduzece odlucuje kolici-
na proizvodnje. Drugi nacin polazi od stajalista da je poznata funkcija proizvodnje i
da su varijable o kojima poduzece odlucuje koli¢ine faktora proizvodnje. Napokon,
formalno ¢emo dokazati, na nacin kakav u literaturi nismo susreli, da oba pristupa
dovode do istoga rezultata.
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Ovaj smo c¢lanak zamislili kao jedinstvenu cjelinu koja na jednome mjestu
na veoma jednostavan nacin pruza sve ono §to je prijeko potrebno i dostatno za
potpuno razumijevanje optimizacije bez ogranicenja. Nadamo se da ¢e i Citatelji
prosuditi da smo u nasim nakanama podobrano uspjeli.

Kriti¢ne vrijednosti neovisnih varijabli

Ako je realna funkcija y = f{x) definirana na otvorenom podskupu skupa
realnih brojeva, diferencijabilna u tocki iz tog skupa, x = a, jednadzba je tangente
na graf funkcije u to¢ki [ «, f(a) ]

y=fla) +f(a) (x-a), (M

If(x
gdjeje f.(a)= % koeficijent smjera tangente. Katkada, obi¢no kada je oblik
neke funkcije y = ﬂx)_iamr§en, graf funkcije aproksimiramo tangentom na graf
funkcije u tocki [a, fla)]. U tome slucaju govorimo o lokalno najboljoj linearnoj

aproksimaciji funkcije y = f(x) oko a i s time u skladu piSemo

) = fla) + f(a) (x - a), 2

gdje je razlika izmedu vrijednosti varijable x i konstante @ veoma mala. Apro-
ksimacija grafa funkcije u tijesnom je odnosu s njezinim diferencijalom prvoga
reda. Diferencijal prvoga reda, dy, neke funkcije y = f(x), koja je definirana na
otvorenome skupu i diferencijabilna u svakoj tocki toga skupa, umnozak je deri-
vacije funkcije, £, i diferencijala neovisne varijable, odnosno prirasta, dx. Ili u
simbolickom zapisu,

dy(a) = f(@)dx,

dy = fdx. 3)
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Slika 1.

GRAFICKI PRIKAZ DIFERENCIJALA

a a+dx x

Diferencijal prvoga reda, dy, jest promjena ordinate tocke tangente nakon $to se vrijednost
neovisne varijable povecala za dx. Stvarna je promjena vrijednosti funkcije Ay. Kada dx tezi nuli,
tada razlika izmedu stvarne promjene, Ay, i njezine aproksimacije, diferencijala, dy, tezi nuli brze

nego dx.

Kada se vrijednost neovisne varijable promijeni za dx, tada stvarna promjena
vrijednosti funkcije iznosi

Ay = fix + dx) - f(x). 4)

Razlika izmedu stvarne promjene vrijednosti funkcije i diferencijala te fun-
kcije

Ay—dy = d,{ﬁ_ . ]
dx

tezi nuli brze nego dx, jer d_y — [, tezi nuli kada dx teZi nuli. Zbog toga stvarnu
x

promjenu vrijednosti funkcije mozemo aproksimirati njezinim diferencijalom
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Ay=dy=fdx, )

gdje je fx derivacija funkcije i dx zadani broj.

Diferencijal prvoga reda, dy, aproksimacija je stvarne promjene funkcije Ay.
Pojam diferencijala prvoga reda funkcije jedne varijable mozemo lako definirati
kao op¢i pojam totalnog diferencijala funkcije koja ima vise neovisnih varijabli.
Totalni diferencijal prvoga reda neke funkcije y = f(x, x,, ..., x,), koja je definirana
na otvorenom podskupu D CR" i diferencijabilna u svakoj tocki toga podskupa,
zbroj je umnozaka parcijalnih derivacija i diferencijala odgovarajucih neovisnih
varijabli:

dy=f]dx]+f2dx2+...+fndxn, (6)

KA )

gdiesu fi=—, f,=—, ..., f, =—— parcijalne derivacije funkcije i dx,,
ox, ox, e

dx,, ..., dx_zadani brojevi. Svaki pribrojnik na desnoj strani izraza (6) izrazava

doprinos promjene odgovaraju¢e neovisne varijable ukupnoj aproksimaciji pro-

mjene vrijednosti funkcije, dy.

Tocka u kojoj je diferencijal funkcije jednak nuli zasluzuje posebnu pozornost.
Oznacéimo tu tocku sa x*. Diferencijal prvoga reda neke funkcije y = f{x) u nekoj
tocki x = x*, kada je dx # 0, moZe biti jednak nuli, dy = 0, samo ako je f (x*) =
0. Kada je f(x*) =0, funkcija y = f{x) Casomicno niti raste niti pada u toj tocki.
Vrijednost x = x* za koju je f (x*) = 0 naziva se kriticnom vrijednosti ili kriti¢cnom
tockom neovisne varijable, vrijednost f{x*) stacionarnom vrijednosti funkcije i to-
¢ka [x*, fix*)] na grafu funkcije stacionarnom tockom. Tangenta na graf funkcije
u tocki [x*, f{x*)] usporedna je s osi x.

Ocito je da je diferencijal prvoga reda neke funkcije jednak nuli, dy = 0, u
kriti¢noj tocki u kojoj je ispunjen nuzdan uvjet prvoga reda za lokalnu maksimalnu
ili lokalnu minimalnu vrijednost funkcije:

dy(x*)
dx

=f.(x*)=0. (7

Stoga je posve jasno da taj nuzni uvjet prvoga reda za lokalnu maksimalnu ili
lokalnu minimalnu vrijednost funkcije mozemo alternativno izraziti zapisom

dy=0. (3)
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Ono §to vrijedi za funkciju jedne neovisne varijable vrijedi i za funkciju koja
ima viSe neovisnih varijabli. Uvjet prvoga reda da u tocki x" = (x,", x,", ... , x ")
bude lokalni maksimum ili lokalni minimum funkcije y = f{x , x,, ... , x ), to jest
da x" bude kriti¢na tocka te funkcije jest da u tocki x” totalni diferencijal prvoga
reda te funkcije

dy = f,(x")dx, + f,(X)dx, + ... +f (X )dx

bude jednak nuli (dy = 0) za svaku kombinaciju diferencijala (dx , dx,, ... dx ). Oc¢ito
je da se to moze dogoditi samo onda kada je f,(x") = £,(x") = ... = £(x') = 0. Do
ovoga zakljucka dolazimo tako da za bilo koji dx; uvrstimo jedinicu i za preostale
dx nulu. Uz prethodno objasnjenje uvjet prvoga reda za lokalnu maksimalnu ili
lokalnu minimalnu vrijednost funkcije y = flx , x,, ... , x ), kao i u slu¢aju funkcije
jedne varijable, izrazavamo ovako

dy=0. )

5

Naravno, kada je ovaj uvjet ispunjen, kriti¢na je tocka vektor x" = (x,", x,", ... , x *),
stacionarna vrijednost funkcije f{x") i stacionarna tocka [x*, f{x")].

Uvjeti drugoga reda
Konkavnost i konveksnost funkcije

Prije nego $to prijedemo na objasnjenje dovoljnih uvjeta drugoga reda za lokal-
ni maksimum i lokalni minimum, ukratko ¢emo obrazloZiti pojmove konkavnosti i
konveksnosti funkcija. Neka funkcija y = f{x) konkavna je u tocki x = a, ako u vrlo
maloj okolini (neposrednoj blizini) toc¢ke [a, fla)] graf funkcije leZi ispod tangente
koja prolazi tom tockom. Funkcija y = f{x) konveksna je u tocki x = a, ako u vrlo
maloj okolini tocke [a, fla)] graf funkcije lezi iznad tangente koja prolazi tom
tockom. O tome je li funkcija konkavna ili konveksna u vrlo maloj okolini tocke a
zaklju€ujemo na osnovi saznanja smanjuje li se ili se pove¢ava nagib tangente na
grafu tocki [a, fla)] kada vrijednost neovisne varijable x raste prolazeci tockom a.
Ako se nagib tangente smanjuje, funkcija je strogo konkavna u vrlo maloj okolini
tocke a, a ako se njezin nagib povecava, funkcija je strogo konveksna u vrlo maloj
okolini to¢ke a. To znaci da o konkavnosti ili o konveksnosti dva puta neprekidno
diferencijabilne funkcije u vrlo maloj okolini tocke a zaklju¢ujemo na osnovi vri-
jednosti druge derivacije funkcije u x = a.
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Slika 2.
KONKAVNOST I KONVEKSNOST FUNKCIJA
f-@<0
¥ >
£ @<0 fla=]
f-(@>0 &<y
dy >0 A=[af (@)

A=]a,f (@] Y=

Lijeva slika prikazuje funkciju koja je strogo konveksna u okolini tocke a, jer se nagib tangente
povecava kada vrijednost neovisne varijable raste prolazeci tockom x = a. Desna slika prikazuje
funkciju koja je strogo konkavna u okolini tocke a, jer se nagib tangente smanjuje kad vrijednost
neovisne varijable raste prolaze¢i to¢kom x = a.

Ako je f (a) <0, nagib se tangente na grafu funkcije smanjuje kada prolazi-
mo to¢kom x = a, povecavajuci vrijednost neovisne varijable x. U tom je slucaju
funkcija y = f(x) strogo konkavna u vrlo maloj okolini to¢ke a. No, ako je f, (a) > 0,
tada se nagib tangente na grafu funkcije povecava dok povecavajuci vrijednost
neovisne varijable x prolazimo tockom x = a. Stoga zaklju¢ujemo da je u tom
slucaju funkcija y = f{x) u vrlo maloj okolini toc¢ke a strogo konveksna.

Odluka o tome je li funkcija konkavna ili konveksna u vrlo maloj okolini
tocke a na osnovi vrijednosti druge derivacije funkcije u x = a, ekvivalentna je
odluci koja bi bila donesena na osnovi predznaka vrijednosti totalnog diferencijala
drugogaredaux = a.

Diferencijal drugoga reda neke funkcije y = f{x) jest diferencijal prvoga reda
diferencijala prvoga reda te funkcije ili simbolicki

d’y = d(dy)
&’y = d(f, dx)
&’y = d(f))dx

&y =f._ dx’, (10)
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gdjeje £ =% =.d_£
T ody dx”

Odredivanje stroge konkavnosti i stroge konveksnosti
definitnoséu kvadratne forme

Totalni diferencijal kao kvadratna forma

Ovdje je korisno dovesti u vezu odredivanje predznaka totalnog diferencijala
drugoga reda u nekoj tocki s odredivanjem definitnosti kvadratne forme. Polinom
kojemu su svi ¢lanovi drugoga stupnja

Q(xl,xz,...,xn)zz:agxixj (11)

iz
naziva se kvadratnom formom. Kvadratnu formu moZemo izraziti i matri¢nim
zapisom

Q(x) =xAx’ (12)

u kojem je x vektor redak neovisnih varijabli, A simetricna matrica koefici-
jenata kvadratne forme i x" vektor stupac neovisnih varijabli. Kazemo da je
kvadratna forma pozitivno definitna ako je i samo ako je Q(x,,x,,....x,) >0,

osim za x, =X, =...=X, =0, a negativno definitna ako je i samo ako je
Q(x;, x,,...,x,) <Oosimza x, =x, =...=x, =0.O¢itodaje Q(x,,x,,....x,) =0
kadaje x, =x, =...=x, = 0. Kazemo daje kvadratna forma pozitivno semidefinitna

ako je i samo ako je Q%50 )20, pri ¢emu jednakost moze vrijediti i za
odredene vrijednosti x,, x,,..., x, izmedu kojih je barem jedna razli¢ita od nule, a
negativno semidfinitna ako je i samo ako je Q(x,, x,,...,x,) <0, pri ¢emu jedna-
kost moze vrijediti i za odredene vrijednosti x,, x,,..., x, izmedu kojih je barem
jedna razli¢ita od nule. Kada kvadratna forma poprima suprotne predznake, onda
kazemo da je kvadratna forma nedefinitna.

Da bismo jednostavnije odredili predznak totalnog diferencijala drugoga reda
neke funkcije, totalni diferencijal drugoga reda te funkcije moZzemo promatrati
kao kvadratnu formu, zamisljajuci diferencijale neovisnih varijabli kao varijable

kvadratne forme i matricu vrijednosti derivacija drugoga reda u nekoj tocki kao
matricu koeficijenata kvadratne forme. To ¢emo u nastavku stalno Ciniti.



A. PULJIC, 1. VRANKIC: Od totalnog diferencijala do maksimalnog ekonomskog profita 1 1
EKONOMSKI PREGLED, 56 (1-2) 3-38 (2005)

Diferencijal drugoga reda realne funkcije jedne neovisne realne varijable, d°y,
mozemo sada promatrati kao kvadratnu formu s obzirom na varijablu dx, koje je
koeficijent vrijednost druge derivacije u tockix = @, f, (a). Kvadratna forma (10)
moze se zapisati u matri¢nom obliku '

&y = [dx] [f, ] [dx]. (13)

Matrica [f, ], u ovom slu¢aju reda 1, naziva se Hesseovom matricom. Ako
za x = a i dx # 0, kvadratna forma poprima negativne vrijednosti, tada kazemo
da je kvadratna forma negativno definitna, d°y < 0, a ako, uz iste uvjete, poprima
pozitivne vrijednosti, tada kazemo da je kvadratna forma pozitivno definitna,
d’y > 0. Iz (13) proizlazi da definitnost kvadratne forme, ovoga puta, ovisi
isklju¢ivo o vrijednosti determinante Hesseove matrice. Bududi da je za dx # 0,
dx?> 0, kvadratna ¢e forma biti negativno definitna, d’y <0, kada je determinanta
Hesseove matrice manja od nule,

H|=|f.(a)|<0. (14)

Kada je ispunjena nejednakost (14), kazemo da je Hesseova matrica negati-
vno definitna. Ako je determinanta Hesseove matrice ve¢a od nule, kvadratna je
forma pozitivno definitna, d°y > 0. U tom sluéaju kazemo da je Hesseova matrica
takoder pozitivno definitna.

U skladu s prethodnim nalazom mozemo re¢i da je dva puta neprekidno
diferencijabilna funkcija y = f{x) definirana na otvorenom konveksnom skupu
D CR strogo konkavna u vrlo maloj okolini tocke a € D, ako je Hesseova matrica
u x = g negativno definitna, ili, ekvivalentno, ako je kvadratna forma, kako sada
promatramo diferencijal drugog reda u x = a, negativno definitna, ¢’y <0, a strogo
konveksna u vrlo maloj okolini tocke a € D, ako je Hesseova matrica u x = a po-
zitivno definitna, ili, ekvivalentno, ako je kvadratna forma, kako sada promatramo
diferencijal drugoga reda u x = a, pozitivno definitna, @’y > 0. Ako je Hesseova
matrica negativno definitna za svako x € D, ili, ekvivalentno, ako je kvadratna
forma (diferencijal drugoga reda) negativno definitna za svako x € D, d’y <0, tada
je funkcija globalno strogo konkavna, odnosno strogo konkavna u okolini svake
tocke x € D, a ako je Hesseova matrica pozitivno definitna za svako x € D, ili,
ekvivalentno, ako je kvadratna forma (diferencijal drugoga reda) pozitivno defini-
tna za svako x € D, d’y > 0, tada je funkcija globalno strogo konveksna, odnosno
strogo konveksna u okolini svake tocke x € D.
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Odredivanje definitnosti kad funkcija ima vise neovisnih varijabli

Odredivanje je definitnosti Hesseove matrice, odnosno definitnosti kvadratne
forme, mnogo sloZenije kada se radi o funkciji koja ima viSe neovisnih varijabli.
Ovdje ¢emo pokazati kako se odreduje definitnost Hesseove matrice, odnosno
kvadratne forme, u slu¢aju kada funkcija ima tri neovisne varijable. To ¢e biti
dovoljno za stjecanje pouzdane predodzbe o tome kako se odreduje definitnost
Hesseove matrice, odnosno definitnost kvadratne forme, u opéem slucaju, to jest
u slucaju kada funkcija ima bilo koji konacan broj neovisnih varijabli.

Neka je
y =fx;, x,, x,) 15)

dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija neovisnih varijabli x , x, i x, i defini-
rana na otvorenoj konveksnoj domeni D CR?. U tom je slucaju totalni diferencijal
drugoga reda

&’y = f, dx >+ f dx dx, + f, dx dx, +
+f£l dedxl +f£2dx22 +f£3dx2dx3 +

+ f31 dx3dxl + f32dx3dx2 + f}}ab%2 , (16)

2

gdje su f”. = ﬁ ,1,7=1,2,3. Prema Youngovom teoremu f,-,- = ]71 Otsad ¢emo
' x.ox o
At
totalni diferencijal drugoga reda promatrati kao kvadratnu formu u varijablama dx ,
dx,1dx,. Kada (16) zapiSemo u obliku

d’y = fdx” + 2 fodxdx, + 2 fdxdx, + fpdx,” + 2 fo,dx,dx, + fi,dx,’
(17)

11z prva tri pribrojnika na desnoj strani izlu¢imo £, , dobivamo

11°

d’y = f,,(dx,” + 2 %dxldxz +2 %dx,de) + foodx,” + 2 fodx,dx, + fiydxy’

11 11

Sada tri ¢lana u malim zagradama nadopunjujemo do punoga kvadrata, a
dodatke odbijemo, pa tako dobivamo izraz
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2 2
2
d’y = f,(dx, + —?dez + —?3dx3)2 - —J}z dxzz——f}z 1 dxzdx3——?3 dx,’ + frdx,” +
11 11 11 11 11

+ 2 fyadx,dx, + fopdxy’,
koji nakon sredivanja poprima oblik

—_— 2 —
d’y = f (dx, + &dxz + hd)c3)2 +—f“f22 Jro dx,’ +2—f”f23 f'2f13dx2dx3+
11 11 11
ufam
T

Dopunjujuéi do punoga kvadrata drugi i tre¢i pribrojnik na desnoj strani i
odbijajuci dodatak dobivamo jednakost

d’y = f,(dx, + %dxz + %dxs)z + f'1f2};f12 (dx, + f;{f}; f;jlzf”d x,)” —

— (fl1f23_f12fls)22 dx32+fuf33_fl32 dxqz,
Su(fifn =120 fi )

koja nakon sredivanja poprima konac¢ni oblik

_ 2
d2y :fil(dxll + &dxz + &dx3)2 + filf22 f12 (dx2 flle% f12f13d )2

Tu Tu Tu fufn= 1
+filf22f33_filf232_f22fi’% f3’4f12 +2f12f13f23d (18)
filf22 fl2

Kvadratna forma (18) napisana je u prikladnom obliku koji nam omogucuje da
lako odredimo njezin predznak na osnovi predznaka njezinih koeficijenata. Ocito
je da nijedan od kvadriranih ¢lanova na desnoj strani jednakosti (18) nije manji od
nule i da je barem jedan ve¢i od nule kada je barem jedan izmedu diferencijala dx,,
dx, 1dx,razli¢it od nule. Stoga kvadratna forma (18) poprima negativne vrijednosti
ako i samo ako su njezini koeficijenti u (18) negativni za sve kombinacije vrije-
dnosti neovisnih varijabli, dx , dx, 1 dx,, osim za dx, = dx,= dx,= 0. Iz navedenoga
proizlazi da je nuzdan i dovoljan uvjet da kvadratna forma (18) bude negativno
definitna, d?y <

fi <0, (19 )
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,fn.fzz‘_,f]z <0, (19b)
S
2 2 2
f|1f22f33_f11f23 - f22f|3 _f33f|2 +2flzfl3f23 <0 (19
2 s C)
f11f22 _flz
odnosno da budu ispunjene sljedece nejednakosti

f,<0, (20 a)
filfzz_.fﬁz){)’ (20b)

JuSnSs— fllf232 - f22f132 _f33f122 +2f2 /i3 <0. (20¢)

Moze se, dakle, rec¢i da ¢e nuzdan i dovoljan uvjet da kvadratna forma (18)
bude negativno definitna, d’y < 0, biti ispunjen onda kada brojnici koeficijenata
kvadratne forme (18) mijenjaju predznak, s tim da prvi koeficijent mora biti strogo
manji od nule, f,, < 0. Kvadratna forma (18) pozitivno je definitna, ¢’y > 0, ako i
samo ako poprima pozitivne vrijednosti za sve kombinacije vrijednosti neovisnih
varijabli, dx , dx, 1 dx,, osim za dx = dx,= dx,= 0. Taj je zahtjev ispunjen onda i
samo onda kada vrijede sljedece nejednakosti

£,>0. (21 a)
fnfzz_fizz>07 (21b)

fufzzf33 _fuf232 - f22fl32_f33flzz +2flzf13f23 >0, (2lc)

odnosno onda i samo onda kada su vrijednosti brojnika koeficijenata kvadra-
tne forme (18) pozitivne. To je nuzdan i dovoljan uvjet za pozitivnu definitnost
kvadratne forme (18).

Kad iskoristimo Youngov teorem, f. = f,, kvadratnu formu (16) moZemo
izraziti matricnim zapisom
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fu S fis | dx
d’y =ldx, dx, dx;||f, fn faldx,|, (22)

Jis Juno frdldx,

fu S S
u kojem je H= fu fzz f23 (23)
S Ju Ja

Hesseova matrica koeficijenata kvadratne forme. Pogledajmo sada vrijednosti
vodecih glavnih minora. One su

H,|=|£ =/, (24 a)

fu S

1.t =Fuluds

(24 b)

9

H,|=

fo foo Jis
IH3|:f12 fzz f23 :fl1f22f33'fl1f232'f22fl32'f33flzz+2flzflsfz3-(24c)

]C13 f23 f33

Vidimo da vrijednosti vode¢ih glavnih minora Hesseove matrice odgovaraju
brojnicima koeficijenata kvadratne forme na predznake kojih vrijednosti postavlja-
mo zahtjeve kada ho¢emo da kvadratna forma, @’y, bude negativno ili pozitivno
definitna. OCcito je da kvadratnu formu (18) sada moZemo napisati u obliku

f foow o 1y fufu=Fofa . w H|
d’y = [H|dx, + Z2dx, + Ldx,) + W23 J12713 g0 )2 4= dx 2(25)
Y | I|( : fll : fll 3) Hl fnfzz_fl22 3) Hz ’

(dx, +



1 6 A. PULJIC, I.VRANKIC: Od totalnog diferencijala do maksimalnog ekonomskog profita
EKONOMSKI PREGLED, 56 (1-2) 3-38 (2005)

Nuzdan je i dovoljan uvjet da kvadratna forma bude negativno definitna, d’y <0,

H[<0 (26 2)
H,[>0 , (26 b)
H;|<0 , (26 ¢)

a nuzdan i dovoljan uvjet da kvadratna forma bude pozitivno definitna, d?y > 0,

H,[>0 , (27 a)
H,[>0 , (27 b)
H,|>0 . (27 ¢)

Nalaz za funkciju koja ima tri neovisne varijable moZemo poop¢iti na funkciju

koja ima n neovisnih varijabli. Ako je y = flx, x,, ..., x ) dva puta neprekidno
diferencijabilna funkcija i ako vrijednosti minora, |H |, njezine Hesseove matrice,
H, mijenjaju predznak u skladu s

(-D'H,[>0 ,i=1,2,...,n, (28)

tada je Hesseova matrica, pa stoga i kvadratna forma negativno definitna, d’y <0, a
ako je vrijednost svakog minora vec¢a od nule, onda je Hesseova matrica i, stoga,
kvadratna forma pozitivno definitna, ¢’y > 0. Taj nalaz mozemo iskoristiti pri
ispitivanju stroge konkavnosti i stroge konveksnosti. Prisjetimo se, dva je puta
neprekidno diferencijabilna funkcija y = f(x, x,, ..., x,) definirana na otvorenoj
konveksnoj domeni D C R" strogo konkavna u vrlo maloj okolini tocke @ € D, ako
je Hesseova matrica u x = a negativno definitna ili, ekvivalentno, ako je kvadratna
forma u x = a negativno definitna, @’y <0, a strogo konveksna u vrlo maloj okolini
tocke a € D, ako je Hesseova matrica u x = a pozitivno definitna ili, ekvivalentno,
ako je kvadratna forma u x = a pozitivno definitna, d°y > 0. Ako je Hesseova
matrica negativno definitna za svako x € D, tada je funkcija globalno strogo
konkavna, odnosno strogo konkavna u neposrednoj blizini bilo koje tocke x €
D, a ako je Hesseova matrica pozitivno definitna za svako x € D, tada je funkcija
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globalno strogo konveksna, odnosno strogo konveksna u neposrednoj blizini bilo
koje tocke x € D.

Odredivanje konkavnosti i konveksnosti
semidefinitno$§éu kvadratne forme

Mozda je na ovome mjestu prikladno izreéi jos nesto Sto se odnosi na konka-
vne i konveksne funkcije. Naime, dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija
y =flx,,x,, ..., x ) definirana na otvorenoj konveksnoj domeni D CR" konkavna je
u vrlo maloj okolini toc¢ke a € D, ako je i samo ako je za sve vrijednosti neovisnih
varijabli iz te okoline, Hesseova matrica negativno semidefinitna ili, ekvivalentno,
ako je 1 samo ako je kvadratna forma, kako sada zamisljamo diferencijal drugoga
reda, negativno semidefinitna, d’y <0, a konveksna u vrlo maloj okolini tocke a € D, ako
je i samo ako je za sve vrijednosti neovisnih varijabli iz te okoline, Hesseova matrica
pozitivno semidefinitna ili, ekvivalentno, ako je i samo ako je kvadratna forma, kako
sada zami$ljamo diferencijal drugoga reda, pozitivno semidefinitna, d°y > 0. Ako je i
samo ako je Hesseova matrica negativno semidefinitna za svaki x € D, ili ekvivalentno,
ako je i samo ako je kvadratna forma negativno semidefinitna za svaki x € D, d?y <0,
tada je funkcija globalno konkavna, odnosno konkavna u neposrednoj blizini bilo
koje tocke x, a ako je i samo ako je Hesseova matrica pozitivno semidefinitna za
svaki x € D, ili ekvivalentno, ako je i samo ako je kvadratna forma pozitivno se-
midefinitna za svaki x € D, d’y > 0, tada je funkcija globalno konveksna, odnosno
konveksna u neposrednoj blizini bilo koje tocke x.

Rije¢ "semidefinitna” u ovom kontekstu oznacuje, kao $to je ve¢ navedeno,
mogucénost izrazavanja predznaka kvadratne forme u obliku blage nejednakosti.
Ponovimo, ako kvadratna forma poprima vrijednosti manje od nule ili jednake nuli,
tada kazemo da je ona negativno semidefinitna, d°y <0, a ako poprima vrijednosti
koje su vece od nule ili jednake nuli, tada kazemo da je ona pozitivno semidefinitna,
d’y > 0. Ako su, na primjer, predznaci vode¢ih glavnih minora takvi da je Hesseova

matrica negativno definitna, tada f/;, <01 f,, 5, — f,,” >0 imaju za posljedicu

1,,<0. Kada bi poredak varijabli bio dx,, dx,, dx,,ondabif;, <01 f}, f33 — /i3 250

imali za posljedicu f;, < 0 i tako dalje. U tom se slu€aju opCenito moze reci da
vrijednost glavnoga minora bilo kojega reda ima predznak jednak predznaku vo-
deceg glavnoga minora odgovaraju¢ega reda. Stoga je u definitnosti dovoljno da
vrijednosti vodecih glavnih minora imaju zahtijevane stroge predznake. No, kada
se radi o semidefinitnosti, tada moramo provjeriti predznake svih glavnih minora.
[lustrirajmo ovu tvrdnju jednim primjerom.
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Neka je zadana funkcija
2 2

x x
y o= fx, %, %) :_71"'*‘71)52 _?z_xg

Lako je uvjeriti se da su parcijalne derivacije drugoga reda funkcije
Ju=-L Jfo=1L [f;=0
Ju=L fo=-1 fun=0
Fu=0, fiu,=0, fu=-2

i da je totalni diferencijal drugoga reda u matri¢nom zapisu

1 1 0dx
dy =ldx, dx, de,J|1 1 0|,
0 0 -2|ax,

Ako sada totalni diferencijal drugoga reda, d’y, promatramo kao kvadratnu
formu u varijablama dx , dx, i dx,, onda mozemo utvrditi je li zadana funkcija kon-
kavna ili konveksna ili ni konkavna ni konveksna. Iz Hesseove matrice proizlazi
da su vrijednosti vodecih glavnih minora

~1 1
Hi=1 -1 0=0.
0 0 -2

-1 1
-1

Hi|=]-1=-1<0 , [H}|=

=0 ,

Iz navedenih se rezultata ne moze zakljucivati o definitnosti kvadratne forme.
Da bismo to mogli, moramo provjeriti predznake vrijednosti svih preostalih glavnih
minora. Nastavljajuci provjeru nalazimo da je

-

‘Hl' =|-11=-1<0 , [Hl =|-2|=-2<0,
\Hﬂz_l Yloas0 i HE "llas0
0 -2 0 -2

Svi su glavni minori prvoga reda manji od nule. Jedan je glavni minor dru-
goga reda jednak nuli i dva su vec¢a od nule. Determinanta matrice jednaka je nuli.
Stoga mozemo zakljuciti da je Hesseova matrica negativno semidefinitna. S time
u skladu, zadana je funkcija globalno konkavna.
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Da ne bismo kojim slucajem pogresno pomislili kako je, pri ispitivanju
konkavnosti, odnosno semidefinitnosti kvadratne forme, pozornost dovoljno
usmjeriti na predznake vodecih glavnih minora, upozorava nas primjer funkcije

v=flx, x,)=Xx, + 22, koja uistinu nije konkavna.
’ 2

Zasto se ispituju predznaci svih glavnih minora

Postavlja se pitanje, kada ispitujemo je li funkcija u nekoj tocki strogo kon-
kavna ili strogo konveksna, zasto moramo ispitati predznake svih glavnih minora
Hesseove matrice u toj toc¢ki? Odgovor je na to pitanje vazan da bismo dobili
jasnu predodzbu kako izgleda graf funkcije u vrlo maloj okolini te izabrane tocke.
Funkcija jedne neovisne varijable, f{(x), strogo je konkavna u vrlo maloj okolini
neke tocke ako nagib grafa funkcije iduci s lijeva na desno u jedinom mogué¢em smje-
ru, odredenom bilo kojim netrivijalnim prirastom jedine neovisne varijable, dx # 0,
diferencijalno opada u izabranoj tocki, £ <0, odnosno ako je d’y =f dx’ < 0. To
znaci da graf funkcije u vrlo maloj okolini tocke grafa lezi ispod tangente u toj
tocki. U slucaju funkcije dviju neovisnih varijabli, y = f{x , x,), tockom je grafa
funkcije, [, . 3 o B SR X ]] za koju moramo ispitati je li oblik grafa funkcije u vrlo
maloj okohm te to¢ke konkavan ili konveksan, moguce proc¢i iduci u bilo kojem
od smjerova odredenih vektorima prirasta neovisnih varijabli, (dx , dx,). Naravno,
da bismo se stvarno pomaknuli iz izabrane tocke grafa, ne smiju biti prirasti obiju
neovisnih varijabli istovremeno jednaki nuli. No, ako je dx, = 0, putovali bismo u
smjeru osi x, krivuljom y = f(x,, X,), koja se dobiva presije¢emo li graf funkcije
ravninom paralelnom s ravninom xIOy, koja prolazi kroz izabranu tocku, x, =X, .
Ako je u toj tocki £, <0, tada je ta krivulja strogo konkavna u vrlo maloj okolini
izabrane tocke i smjer stroge konkavnosti odgovara smjeru osi x,. Isto bismo tako
graf funkcije mogli presjeci ravninom paralelnom s ravninom x,0y, koja takoder
prolazi kroz izabranu toCku. Tada je dx, = 0, pa bismo putovali u smjeru osi x,
krivuljom y = f(X,, x,) . Vrijednost bi f,, <0 u izabranoj tocki pokazivala da
je ta krivulja strogo konkavna u vrlo maloj okolini izabrane tocke i smjer stroge
konkavnosti odgovara smjeru osi x,.

Ocito je da bi nam na opisani nacin dobijene Vrijednosti vlastitih parcijalnih
derivacija drugoga reda, f, 1 f,,, koje su podjedno i vrijednosti glavnih minora
prvoga reda Hesseove matrice, jamcile da su u vrlo maloj okolini izabrane tocke
strogo konkavne samo krivulje y = f(x,, X,) 1 » = f(%,, x,). One nam ne bi
jamcile da je u vrlo maloj okolini izabrane tocke strogo konkavnog oblika i sam
graf funkcije. Stoga bismo morali ispitati jesu li u vrlo maloj okolini izabrane
tocke strogo konkavne i sve krivulje koje se dobivaju putujuci smjerovima (dx,,
dx,), dx, # 0, dx, # 0, iz izabrane toCke, odnosno presjecima grafa funkcije i
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svake pojedine ravnine okomite na ravninu x Ox, i koja sadrzi izabranu tocku,
—dx,(x,-X,)+dx,(x, - %,)=0, akoja, dakle, nije paralelna ni sa jednom od ravni-
na x,Oy, x,0y. Odgovor bi nam na to pitanje dao predznak vrijednosti glavnog
minora drugoga reda, koji je u slu¢aju funkcije dviju neovisnih varijabli podjedno
i determinanta Hesseove matrice. Ako bi njegova vrijednost u izabranoj tocki bila
vecaodnule, f, f,, — f,,>> 0, tada bismo zakljucili da je funkcija y = f{x,, x,) strogo
konkavna u vrlo maloj okolini izabrane tocke. Za funkciju koja ima viSe neovi-
snih varijabli stroga konkavnost u dvodimenzionalnom potprostoru, koji odreduju
prirasti nekih dviju neovisnih varijabli, nije implicirana predznakom vrijednosti
minora viSega reda i ne implicira strogu konkavnost u trodimenzionalnim potpro-
storima, niti strogu konkavnost u viSedimenzionalnim potprostorima. Stroga je
konkavnost u potprostorima manjih dimenzija samo nuzdan uvjet za strogu kon-
kavnost u potprostorima ve¢ih dimenzija. Zato bismo morali ispitati jesu li u vrlo
maloj okolini izabrane tocke strogo konkavne ne samo dvodimenzionalne plohe,
y=flx,, x,, ..., x,), gdje su sve neovisne varijable, osim dviju, fiksne, odredene,
dakle, izabranom tockom i smjerovima (dx,, dx,, ... , dx ), gdje su prirasti fiksnih
varijabli jednaki nulama, ve¢ i sve dvodimenzionalne plohe odredene izabranom
tockom i smjerovima (dx , dx,, ... , dx ), gdje su prirasti svih neovisnih varijabli,
osim neke tri, jednaki nula. To bismo uinili ispitivanjem predznaka vrijednosti
glavnih minora trecega reda. Opisani bismo proces ispitivanja predznaka morali
provesti za sve glavne minore svih redova, ukljucujuci i determinantu Hesseove
matrice. Tek onda kada bi vrijednosti svih glavnih minora imale zahtijevane pred-
znake, mogli bismo zakljuciti je li funkcija strogo konkavna ili strogo konveksna
u vrlo maloj okolini izabrane tocke.

Maksimalna i minimalna vrijednost funkcije

Sada kada znamo na¢i kriti¢ne vrijednosti neovisnih varijabli, ili, kako se to
takoder kaze, kriticnu toc¢ku, x*, i kada znamo utvrditi je li graf funkcije strogo
konkavan ili strogo konveksan u vrlo maloj okolini stacionarne tocke [x*, f{x*)],
lako je re¢i izrazava li stacionarna vrijednost funkcije, f(x*), lokalnu maksimalnu
ili lokalnu minimalnu vrijednost funkcije. Drugacije re¢eno, sada kada znamo
naci nuzne uvjete prvoga reda, dy = 0 za proizvoljne vrijednosti dx, izmedu kojih
je barem jedna razlicita od nule, i kada, promatrajuci totalni diferencijal drugoga
reda kao kvadratnu formu u varijablama dx, =1, 2,..., n, znamo odrediti je li
Hesseova matrica, odnosno matrica drugih parcijalnih derivacija u kriti¢noj tocki,
H(x*), negativno ili pozitivno definitna, lako mozemo saznati izrazava li stacionarna
vrijednost funkcije, f{x*), njezin lokalni maksimum ili njezin lokalni minimum, ili
ni prvo ni drugo. Primijetimo jo§ da Hesseovu matricu mozemo jasnije zapisati
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[ fi(3X) f,(x%)
S (X)) fo,(x*)
u obliku H(x*) = ) '

) fy ()

frn(x)]
Fon (X9)

£ (x%)]

21

(29)

Konaé¢no mozemo precizno izreci teorem o dovoljnim uvjetima drugoga reda
za lokalnu maksimalnu i lokalnu minimalnu vrijednost funkcije.

Teorem: Pretpostavimo da dva puta diferencijabilna funkcijay = fix, x,, ..., x)

definirana na otvorenom skupu D CR" ima kriti¢nu tocku x*=(x *, x *, ..

kojoj je stacionarna vrijednost funkcije f{x*).

X *)u

a) Ako je tada Hesseova matrica, H(x*), negativno definitna, ispunjen je do-
voljan uvjet drugoga reda za lokalni maksimum i stacionarna je vrijednost
funkcije, f{x*), lokalna maksimalna vrijednost funkcije.

b) Ako je tada Hesseova matrica, H(x*), pozitivno definitna, ispunjen je do-
voljan uvjet drugoga reda za lokalni minimum i stacionarna je vrijednost
funkcije, f{x*), lokalna minimalna vrijednost funkcije.

¢) Ako je tada Hesseova matrica, H(x*), nedefinitna, kriti¢na vrijednost fun-
kcije nije ni lokalna maksimalna vrijednost funkcije, ni lokalna minimalna

vrijednost funkcije.

Maksimizacija profita

Ekonomski profit

Opisani postupak utvrdivanja prirode stacionarne tocke mozemo lako ilustri-
rati primjerom kako poduzece maksimira ekonomski profit u uvjetima savrSene
konkurencije. Pritom ekonomski profit definiramo kao razliku izmedu ukupnoga
prihoda i ukupnih ekonomskih troSkova proizvodnje. Postupak maksimizacije
ekonomskog profita izvodimo na dva nacina: izborom kriti¢ne koli¢ine proizvodnje
koja maksimira ekonomski profit i izborom kriti¢nih koli¢ina faktora proizvodnje

koje maksimiraju ekonomski profit.

Prvi nacin polazi od stajalista da se najprije mora utvrditi funkcija minimalnih
ukupnih ekonomskih troskova koja za bilo koju zadanu koli¢inu proizvodnje izra-
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zava minimalne ekonomske troskove te zadane koli¢ine proizvodnje i potom naci
kriti¢na koli¢ina proizvodnje, y*, koja maksimira razliku izmedu funkcije ukupnoga
prihoda i funkcije minimalnih ukupnih ekonomskih troSkova proizvodnje. Prema
ovom je pristupu varijabla o kojoj se odlucuje ili endogena varijabla koli¢ina pro-
izvodnje, a egzogena je varijabla cijena proizvoda. Funkcija ekonomskog profita
koju maksimiramo glasi

H(y)=py-C(y) - (H

gdje je C(y) funkcija koja izrazava ukupne minimalne ekonomske troskove za bilo
koju zadanu razinu proizvodnje y. lako taj nacin nije prikladan za sveobuhvatnu
ilustraciju odredivanja prirode stacionarne tocke funkcije profita, njega ¢emo pri-
kazati prvo, jer nam tako dobijeni rezultati pomazu da bolje shvatimo ekonomski
smisao dovoljnih uvjeta drugoga reda za maksimizaciju profita u skladu s pristu-
pom koji je usmjeren na izbor kriti¢éne kombinacije rada i kapitala, (L*, K*), koja
maksimira ekonomski profit.

Drugi nacin polazi od stajalista da funkcija proizvodnje izrazava maksimalnu
koli¢inu proizvodnje za bilo koju zadanu kombinaciju faktora proizvodnje. Dru-
gacije rec¢eno, drugi pristup polazi od stajalisSta da razli¢ite kombinacije faktora
proizvodnje na tehnicki efikasan nacin odreduju razli¢ite koli¢ine proizvodnje.
Tome valja dodati da tehnicku efikasnost uvjetuju i pozitivne cijene faktora pro-
izvodnje. Stoga su varijable o kojima se odlucuje, odnosno endogene varijable,
koli¢ina rada i koli¢ina kapitala. Egzogene varijable cijena su rada, w, cijena
uzimanja kapitala u zakup, 7, i cijena proizvoda, p. Funkcija ekonomskog profita
koju sada maksimiramo glasi

II(L,K)=pf(L,K)—(WL+7K) . 2)

Takav je pristup koristan u analizi potraznje poduzeca za faktorima proizvo-
dnje.

SaZeto, prema prvome pristupu najprije minimiramo ekonomske troskove za
bilo koju koli¢inu proizvodnje, pa potom utvrdujemo kriticnu koli¢inu proizvodnje, y*,
koja maksimira ekonomski profit, a prema drugom pristupu prvo maksimiramo proi-
zvodnju za bilo koju kombinaciju faktora proizvodnje, pa potom utvrdujemo kriti¢ne
koli¢ine faktora proizvodnje, (L*, K*), koje maksimiraju ekonomski profit.

Premda je intuitivno jasno da dva opisana pristupa daju jednak ekonomski
profit, ovdje ¢emo dokazati opravdanost te intuicije. Pretpostavimo da kriti¢na
koli¢ina proizvodnje y* maksimira funkciju ekonomskog profita (1) i da je najje-
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ftinija kombinacija rada i kapitala kojom se proizvodi kriticna koli¢ina proizvodnje
(L K ). U tom slucaju odnos 1zmedu kr1t1cne koli¢ine proizvodnje, y*, i najjeftinije

kombinacije faktora proizvodnje, (L K ), mozemo izraziti zapisom

vi=F(LK). 3)

Istodobno minimalni ukupni ekonomski troskovi kritiéne koli¢ine proizvodnje
iznose

Cw,r,y*)=wL+rK . 4

Sa druge strane, pretpostavimo da kriticne koli¢ine rada i kapitala, (L*, K*),
maksimiraju funkciju ekonomskog profita (2) i da je maksimalna koli¢ina proi-

zvodnje koju ta kombinacija faktora proizvodi y. U tom slucaju, odnos izmedu

A
maksimalne koli¢ine proizvodnje, y, i kriti¢nih koli¢ina faktora proizvodnje mo-
zemo izraziti zapisom

y = f(L*,K*) . )

Istodobno, minimalni ukupni ekonomski troskovi kriti¢ne proizvedene koli-

A

¢ine, Vs 1znose

C(w,r, y)=wL*+rK *. (6)

Kada jednakost (6) ne bi bila zadovoljena, onda bi to proturjecilo pretpo-
stavci da kombinacija kriticnih koli¢ina faktora proizvodnje, (L*, K*), maksimira
ekonomski profit.

Potrazimo sada odnos izmedu maksimalnog ekonomskog profita koji se
ostvaruje kritiénom koli¢inom proizvodnje, [] (1’*) , i maksimalnog ekonomskog
profita koji se ostvaruje kritiénim koli¢inama faktora proizvodnje, [] (L*, K*).
Ako je kriticna koli¢ina proizvodnje koja maksimira ekonomski profit, y*, tada
nijedna druga koli¢ina proizvodnje, pa stoga ni koli¢ina proizvodnje y, ne moZze
dati vec¢i ekonomski profit od kriti¢ne koli¢ine proizvodnje y*. U skladu s nave-

denim mozemo pisati
H(y*) = py *=C(w, 1, y*)

H()’*) 2 py—C(W’ r, y)
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I1(y*) =2 pf (L*, K*) —(WL* +rK*)

H(y*) 2II(L*, K*) (7)

Nejednakost (7) kazuje nam da ie maksimalan ekonomski profit ostvaren kriti-
¢nom koli¢inom proizvodnje, [T (1*) , jednak ili ve¢i od maksimalnog ekonomskog
profita koji se ostvaruje kriticnim koli¢inama faktora proizvodnje, [] (L*, K*).

Podimo sada sa druge strane i potrazimo odnos izmedu maksimalnog
ekonomskog profita koji se ostvaruje kriticnim koli¢inama faktora proizvodnje,
[T (L*, K*), 1 maksimalnog ekonomskog profita koji se ostvaruje kriticnom
koli¢inom proizvodnje, [ (»*). Ako kriticna kombinacija faktora proizvodnje,
(L*, K*), maksimira ekonomski profit, onda nijedna druga kombinacija faktora

proizvodnje, pa stoga ni kombinacija faktora proizvodnje (L,K) , ne moze dati veci
ekonomski profit od kriti¢nih koli¢ina faktora proizvodnje, (L*, K*). U skladu s
reCenim mozemo pisati

II(L*, K*)= pf (L*, K*)— (WL*+rK*)

TL*, K*) > pf (L, K)—(w L+rK)
I[I(L*,K*) =2 py *=C(w, 1, y*)
TI(L*, K*) = TI(y*) - @®)

1z nejednakosti (8) proizlazi da je maksimalan ekonomski profit koji se
ostvaruje kriti¢nim koli¢inama faktora proizvodnje, [] (L*, K*), jednak ili veéi
od maksimalnog ekonomskog profita koji se ostvaruje kriticnom koli¢inom proi-
zvodnje, [T (v*).

1z nejednakosti (7) i nejednakosti (8) jednostavno slijedi

H(y*) 2 II(L*, K*) 2 T1(y*). )

Budu¢i da maksimalni ekonomski profit koji se ostvaruje kriticnom koli¢inom
proizvodnje, [ (1*) , ne mozZe istodobno biti ve¢i i manji od maksimalnog ekonom-
skog profita koji se ostvaruje kriticnim koli¢inama faktora proizvodnje, [T(L*, K*),
i da maksimalni ekonomski profit koji se ostvaruje kriticnim koli¢inama faktora
proizvodnje, [T (L*, K*), ne moZe istodobno biti manji i ve¢i od maksimalnog
ekonomskog profita koji se ostvaruje kriti¢énom koli¢inom proizvodnje, [T (),
zaklju€ujemo da maksimalni ekonomski profit koji se ostvaruje kriticnom koli¢inom
proizvodnje, [](»*), mora biti jednak maksimalnom ekonomskom profitu koji se
ostvaruje kriti¢nom koli¢inom faktora proizvodnje, [J(L*, K*). Stoga kona¢no
mozemo pisati

H(y*) =TI(L*, K*) . (10)
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Maksimizacija profita kriticnom koli¢inom proizvodnje
Podimo sada od stajalista da poduzece proizvodi i prodaje odredenu koli¢inu
proizvoda, y, po jedini¢noj trzi$noj cijeni, p, i da tako ostvaruje ukupan prihod, R(y).
Stoga je
R(y)=py. (1)

Bududi da je trziSte proizvoda savrseno, cijena, p, grani¢ni je prihod podu-
zeca,
dR

et )

Poduzece za svaku dodatnu jedinicu prodaje ostvaruje dodatni prihod, p.

Ako ukupne ekonomske troskove proizvodnje oznac¢imo sa C(y) i ekonomski
profit sa [1(y), mozemo pisati

- 3)
H(y)=R(y)=C(y)
Nuzdan uvjet prvoga reda za izbor kriti¢ne koli€ine proizvodnje koja maksi-
mira ekonomski profit, odnosno za izbor koli¢ine proizvodnje za koju je vrijednost
funkcije profita stacionarna, jeste

“4)
dR dC
dll=(——-—)dy 0
Ocito jeda ¢eza dy #0 Je)c)lnako)s]t dl1=0 vrijediti samo onda kada je
R d
ax _He, )
dy dy

1z (5) proizlazi da poduzece mora, ako mu je cilj maksimirati ekonomski profit,
proizvoditi i prodavati onu koli¢inu proizvodnje pri kojoj je grani¢ni prihod jednak
grani¢nom trosku, odnosno pri kojoj je nagib krivulje ukupnoga prihoda jednak
nagibu krivulje ukupnih ekonomskih troskova. Dok je god grani¢ni prihod, ili u
naSem slucaju cijena proizvoda, veéi od grani¢noga troska, poduzeée moze pove-
¢avati ekonomski profit, poveéavajuci proizvodnju sve dok se grani¢ni prihod ne
izjednaci s grani¢nim troSkom. Ako je grani¢ni prihod manji od grani¢noga troska,
onda poduzece moze povecavati ekonomski profit smanjujuéi koli¢inu proizvodnje
sve dok se granicni prihod ne izjednaci s grani¢nim troSkom. Ako uzmemo u obzir
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da je u uvjetima savrSene konkurencije cijena proizvoda, p, koju odreduje sjeciste
krivulje agregatne ponude i agregatne potraznje, poduzecu zadana i da je ta cijena
granicni prihod poduzeca, poduzece jedino moze prilagodivati koli¢inu proizvodnje
toj cijeni i odluéiti da proizvodi kriti¢nu koli¢inu koja maksimira ekonomski profit
poduzeca. Navedena tvrdnja postaje jos jasnija kada u (5) uvrstimo (2) i nuzdan
uvjet prvoga reda za maksimizaciju profita izrazimo zapisom

=g, (6)

U nas$oj analizi pretpostavljamo da graf funkcije dugoro¢nih prosje¢nih tro-
Skova poduzec¢a ima uobicajeni oblik slova Ui da se u skladu s time krivulja potra-
Znje za proizvodom poduzeéa, p, ako se uopce sijece, sijece s krivuljom grani¢nih
troskova proizvodnje jednom ili dva puta i da samo jedna izmedu dviju koli¢ina
proizvodnje koje odgovaraju tim sjeciStima maksimira profit. Poduzece bi u dugom
roku prestalo poslovati kad mu ta kriti¢na koli¢ina proizvodnje, y*, ne bi donosila
nenegativan ekonomski profit. Stoga moramo uvesti dodatno ogranicenje

py*=C(y*)=0 (7)
iz kojeg proizlazi .
c(y*
P> (—*) )
VL,

Nejednakost (8) jasno pokazuje da poduzece u uvjetima savrsene konkurencije
u dugom roku moze poslovati i ostvarivati nenegativni ekonomski profit samo onda
kada je cijena proizvoda jednaka ili veca od dugorocnog prosjecnog troska i da
njegova kriti¢na koli¢ina ponude proizvoda mora biti jednaka ili veca od koli¢ine
pri kojoj je prosjecan troSak minimalan. U nastavku ¢emo podrobnije dokazati
navedene tvrdnje.

Sada ¢emo radi olaksanja dalje analize uvesti pojmove diferencijabilnog rasta
i diferencijabilnog pada funkcije. Re¢i ¢emo da funkcija u nekoj tocki diferen-
cijabilno opada kada je njezina derivacija u toj tocki manja od nule i da funkcija
u nekoj toc¢ki diferencijabilno raste kada je njezina derivacija u toj tocki veéa od
nule. Povrh toga, lako mozemo dokazati da je grani¢na vrijednost funkcije manja
od prosjecne vrijednosti funkcije kada prosjecna vrijednost funkcije diferencijabilno
opada i da je grani¢na vrijednost funkcije veca od prosjecne vrijednosti funkcije
kada prosje¢na vrijednost funkcije diferencijabilno raste i da je grani¢na vrijednost
funkcije jednaka prosjecnoj vrijednosti funkcije kada prosje¢na vrijednost funkcije
dosegne stacionarnu vrijednost. Tu ¢emo tvrdnju dokazati konkretizirajuci posve
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opcenit odnos prosjecnih i grani¢nih troskova:

d | C(y)
dv| vy é
>
dC Gl
dy 0
y? =
>
iotuda za y > 0 proizlazi
ac CO) ©9)
>

Rezultati dokaza pokazuju da svakom sjecistu krivulje potraznje za proizvodom
poduzeca, p, s krivuljom grani¢nih troskova poduzeca, Z—C na intervalu na kojem

krivulja prosjeénih troskova diferencijabilno opada, pripada koli¢ina proizvodnje
koja poduze¢u donosi negativan ekonomski profit. Na tom je intervalu prosjecan
trosak veci od cijene, pa su stoga i ekonomski profit po jedinici i ukupni ekonom-
ski profit negativni. Tek kada se trziSna cijena proizvoda izjednac¢i s minimalnim
dugoro¢nim prosje¢nim troSkom, koli¢ina proizvodnje koja pripada tome sjecistu
daje upravo onaj ukupan prihod koji je jednak ukupnim troskovima proizvodnje.
To je dobro poznata tocka pokri¢a. Trzisna cijena koja je jednaka minimalnom
prosjecnom trosku najniza je cijena uz koju poduzece u dugom roku moze poslo-
vati, a koli¢ina proizvodnje koja pripada tome sjeciStu najmanja kriticna koli¢ina
proizvodnje koju poduze¢e moze ponuditi. Sve kriticne koli¢ine proizvodnje koje
pripadaju sjecistima krivulja potraznje za proizvodom poduzeca, p, s krivuljom

d
grani¢nog troSka poduzeca, — . , nakon minimuma dugoro¢nog prosjecnog troska
ay

donose poduzecu pozitivan ekonomski profit. Krivulja prosje¢nog troska sada di-
ferencijabilno raste i stoga se stalno nalazi ispod krivulje grani¢nog troska s kojom
se sjeCe zadana krivulja potraznje za proizvodom poduzeca, p. Ekonomski profit
po jedinici proizvoda i ukupan ekonomski profit veci su od nule. Sada, na osnovi
prethodnih nalaza pouzdano mozemo zakljuciti da je dugorocna inverzna funkcija
ponude poduzeca dana zapisom (6), i to za koli¢ine proizvodnje koje su jednake
ili veée od koli¢ine za koju su dugoro¢ni prosjeéni troskovi minimalni. Ona po-
kazuje kolike bi cijene na trzistu proizvoda morale biti da bi poduze¢e ponudilo
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te kriticne koli¢ine proizvodnje. Za te koli¢ine iz (6) mozemo izvesti dugorocnu
funkciju ponude poduzeca koju ovdje izrazavamo zapisom

y=y*(p) (10)

Citavu dosadas$nju analizu mozemo sazeto slikovno opisati i na taj nacin
upotpuniti izvodenje maksimizacije ekonomskog profita u dugom roku.

Slika 3.

DUGOROCNA KRIVULJA PONUDE I MAKSIMIZACIJE
EKONOMSKOG PROFITA

Co*y¥]
dC/dy Cy*)iy*
dC/dy

Krivulja ponude

Q7 i, Ly,
o (L LRI
B

77 o
0 NEGAT!VA%fKONg E
71 "PROFIT &

er

yi* y* ys* y

Cijene proizvoda formiraju se na konkurencijskom trzistu i te su cijene krivulje potraznje za
proizvodom poduzeca. OCcito je da su u intervalu na kojem funkcija prosjecnih troskova diferenci-
jabilno opada sjecista tih krivulja s funkcijom grani¢nih troskova uvijek ispod funkcije prosje¢nih
troskova i da je s tim u skladu ekonomski profit poduzeca negativan. Kada bi, na primjer, krivulja
potraznje bila p = p,, ona bi sjekla krivulju grani¢nih tro§kova u njezinu minimumu. Kriti¢na bi koli¢ina

proizvodnje u tom slucaju bila y, *, a apsolutni bi iznos negativnog ekonomskog profita predocavala
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povrSina p e AB. Poduzece bi izaSlo iz industrije. Sjeciste e, predocava toku dugorotne ravnoteZe
poduzeca u uvjetima savrSene konkurencije. Ekonomski je profit jednak nuli, a odgovarajuca kriti¢na
koli¢ina proizvodnje, y,*, najmanja koli¢ina proizvodnje, koju poduze¢e moZe nuditi u dugom roku.
Sjecistima krivulja potraznje, p, s diferencijabilno rastu¢im dijelom krivulje grani¢nih troskova koji
odgovara diferencijabilno rastu¢em dijelu krivulje prosjec¢nih troskova pripadaju koli¢ine proizvodnje
koje poduzecu donose pozitivan ekonomski profit. Tako, na primjer, kriti¢na koli¢ina proizvodnje,

L o . . o L dC .

»,*, koja pripada sjeciStu e, u kojem se sjece krivulja potraznje p, i krivulja ponude, i_ , donosi
3 dy

poduzecu pozitivan ekonomski profit predocen povrsinom p,e,CD. Krivulja ponude poduzeca sa-

drzi minimum krivulje prosje¢nih tro§kova i dio krivulje grani¢nih troskova iznad toga minimuma.
Dovoljan uvjet drugoga reda za maksimizaciju ekonomskog profita dopusta proizvodnju koli¢ina iz
intervala (y*, y,*) i s tim u skladu negativan ekonomski profit. Zahtjev da ekonomski profit bude
nenegativan iskljucuje takvu moguénost.

Zahtjev da ekonomski profit bude nenegativan strozi je od zahtjeva koji namece
dovoljan uvjet drugoga reda za maksimizaciju profita. Bez obzira na to izvest ¢emo
dovoljan uvjet drugoga reda, ne samo radi toga da bismo utvrdili razliku izmedu
ova dva zahtjeva, nego i zbog toga da bismo ilustrirali kako se utvrduje predznak
totalnog diferencijala drugoga reda funkcije ekonomskog profita. Dovoljan uvjet
drugoga reda za maksimizaciju ekonomskog profita zahtijeva da totalni diferenci-
jal drugoga reda funkcije ekonomskog profita za kritiénu vrijednost proizvodnje
bude negativno definitan, &[] (*) < (), odnosno da graf funkcije ekonomskog
profita u vrlo maloj okolini stacionarne tocke [y*, [1(3*)] bude strogo konkavan.
U simbolickom zapisu taj zahtjev glasi

dZC( y¥) . (11)
dTI(y*) =[dy][—7 [ay]<0

Sada totalni diferencijal drugoga reda promatramo kao kvadratnu formu u
kojoj je neovisna varijabla dy i Hesseova matrica

_d 2CH*)

=

(12)
dy

Ocito je Hesseova matrica, pa u skladu s time i kvadratna forma (11), negati-

vno definitna kada funkcija grani¢nih troskova u kriti¢noj tocki y* diferencijabilno

raste 5
Lo W
d"CO™)

: 0. 13
" (13)
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Nejednakost (13) kaze nam da je dovoljan uvjet drugoga reda za maksimizaciju
ekonomskog profita ekvivalentan zahtjevu da poduzeée maksimira ekonomski profit
onim kriti¢nim koli¢inama proizvodnje pri kojima funkcija grani¢nih troskova dife-
rencijabilno raste. Ona ne iskljucuje koli¢ine proizvodnje koje pripadaju sjecistima
krivulje potraznje i krivulja grani¢nih troskova proizvodnje izmedu minimuma
prosjecnih grani¢nih troskova i minimuma dugoro¢nih prosjecnih troskova i tako
dopusta da ekonomski profit poduzeéa bude negativan. Za razliku od toga, zahtjev
da ekonomski profit bude nenegativan iskljucuje mogucénost proizvodnje koli¢ina
koje pripadaju tim sjeciStima.

Mabksimizacija profita kriticnim koli¢inama faktora proizvodnje

Kada se maksimira ekonomski profit kriticnom koli¢inom proizvodnje,
pretpostavlja se da je ve¢ izvedena funkcija ekonomskih troskova koja izrazava
minimalne ukupne ekonomske troskove za svaku zadanu koli¢inu proizvodnje.
Svaki put kada se zada neka koli¢ina proizvodnje zna se ekonomski profit koji
proizlazi iz te koli¢ine proizvodnje, jer je cijena proizvoda konstantna. Profit je
jednostavno maksimalna razlika izmedu maksimalnog ukupnog prihoda koji pro-
izlazi iz zadane koli¢ine proizvodnje i minimalnih ukupnih ekonomskih troskova
zadane koli¢ine proizvodnje. Takvih maksimalnih razlika ima beskona¢no mnogo,
pa zato trazimo onu kriti¢nu kolic¢inu proizvodnje za koju je tako definirana razlika
apsolutno maksimalna.

Sada kada zelimo maksimirati ekonomski profit kriticnim koli¢inama faktora
proizvodnje, polazimo od stajalista da funkcija proizvodnje izrazava maksimalnu
koli¢inu proizvodnje za svaku zadanu kombinaciju faktora proizvodnje. Stoga se
svaki put kada je zadana neka kombinacija faktora proizvodnje zna i maksimalni
ukupni prihod koji proizlazi iz te kombinacije faktora proizvodnje, jer je on umnozak
konstantne cijene, p, i koli¢ine proizvodnje y =f(L, K). Budu¢i da sui cijene faktora
proizvodnje u savr$enoj konkurenciji pozitivne konstante, relativan se maksimalni
ekonomski profit u obliku razlike izmedu bilo kojeg ukupnog prihoda i odgovara-
juceg ukupnog ekonomskog troska ostvaruje najjeftinijom kombinacijom faktora
proizvodnje koja daje pripadajuci ukupan prihod. Takvih relativnih maksimuma
ima beskona¢no mnogo. Nas, medutim, zanimaju one kriti¢ne koli¢ine faktora
proizvodnje, (L*, K*), koje u obliku razlike izmedu maksimalnog ukupnog prihoda
iminimalnih ukupnih ekonomskih troskova, bez ograni¢enja ukupnog prihoda, daju
apsolutan maksimalni ekonomski profit.

Funkcija ekonomskog profita, u obliku razlike izmedu ukupnog prihoda i
ukupnih ekonomskih troskova, glasi

I(y, L,K) =py—wL-rK (1)
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U (1), p cijena je proizvoda, y — koli¢ina proizvodnje, L — broj radnih sati
rada, K — broj radnih sati kapitala i w — cijena rada i » — cijena uzimanja kapitala
u zakup. U savrSenoj konkurenciji, varijable o kojima se odlucuje jesu y, L i K.
To su endogene varijable ili varijable izbora, a p, w i r egzogene su varijable. Tri
navedene endogene varijable nisu medusobno neovisne. Tehnicki efikasan odnos
izmedu koli¢ina faktora proizvodnje i odgovarajucih koli¢ina proizvodnje opisuje
funkcija proizvodnje

y=AL K). )

Stoga funkciju profita (1) sada mozemo pisati u obliku

3)

ukojem su L i K endogene varijable, a p, w 1 r egzogene varijable. 1z (3) izvodimo
uvjet prvoga reda za maksimizaciju profita

I(L,K)=pf(L,K)—wL—-rK , 4
kojije, zadL # 01dK # 0, ispunjen samo onda kada je

pf—w=0 (5a)
AT =(pf, Ty dL +(pf, - r)dK =0

pfg —r=0. (5b)

Iz (5a) ocito je da poduzece koje maksimira profit mora uposljavati radnu
snagu sve dok vrijednost grani¢nog proizvoda rada ne postane jednaka nadnici, a
iz (5b) slijedi da bi poduzeée moralo uzimati kapital u zakup sve dok se vrijednost
grani¢nog proizvoda kapitala ne izjednaci sa cijenom uzimanja kapitala u zakup.
Drugim rije¢ima, poduzeée bi moralo za svaku dodatnu jedinicu rada usporedivati
vrijednost grani¢nog proizvoda rada, pf,, s jedini¢nim troSkom rada, w, i za svaku
dodatnu jedinicu kapitala vrijednost grani¢nog proizvoda kapitala, pf,, s jedini¢nim
troSkom kapitala, 7. Dok je god vrijednost grani¢nog proizvoda rada, pf,, veca od
jedini¢nog troska rada, w, granicni je doprinos rada profitu poduzeca veci od nule
idok je god vrijednost grani¢nog proizvoda kapitala, pf,, veca od grani¢nog troSka
kapitala, , granicni je doprinos kapitala profitu poduzeca veci od nule. Zbog toga
poduzeée mora uzimati u najam faktore proizvodnje sve dok grani¢ni doprinosi
faktora profitu poduzeca ne postanu jednaki nuli. Grani¢ni doprinosi faktora profitu
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poduze¢a moraju jednom postati jednaki nuli, zato Sto zakon opadajucih prinosa
uzrokuje smanjivanje grani¢nih proizvoda faktora proizvodnje i, pri konstantnoj
cijeni proizvoda, smanjivanje vrijednosti grani¢nih proizvoda faktora, jedini¢ni
su troSkovi faktora konstantni. Iz (5a) i (5b) proizlazi da su inverzne funkcije
potraznje za faktorima proizvodnje

w= pf, (L, K¥), (6a)
r=pfx (L% K), (6b)

gdje su L* 1 K*, uz pretpostavku da su ispunjeni uvjeti drugoga reda za maksimiza-
ciju profita, koli¢ine faktora koje maksimiraju profit poduzec¢a. Inverzna funkcija
potraznje za radom, (6a), pokazuje koliko bi morala iznositi nadnica da bi se trazila
zadana koli¢ina rada, kada je koli¢ina kapitala K*, a inverzna funkcija potraznje
za kapitalom, (6b), koliko bi morala iznositi cijena uzimanja kapitala u zakup da
bi se trazila zadana koli¢ina kapitala, kada je koli¢ina rada L*. Jednadzbe (5a) i
(5b) mogu poprimiti i sljedece zanimljive oblike

fi==" (72)
P

Fo=t, (7b)
p

koji nam pokazuju da poduzece, kada su zadovoljeni uvjeti drugoga reda za ma-
ksimizaciju profita, maksimira profit onda kada je grani¢ni proizvod rada jednak
realnoj nadnici, w/p, 1 kada je grani¢ni proizvod kapitala jednak realnoj cijeni
uzimanja kapitala u zakup, r/p.

Da bismo uspostavili vezu izmedu kriti¢ne koli¢ine proizvodnje u modelu u
kojem je koli¢ina proizvodnje varijabla izbora i koli¢ine proizvodnje u modelu u
kojem su koli¢ine faktora proizvodnje varijable izbora, pretpostavljamo da su uvjeti
prvoga reda za maksimizaciju profita (5a) i (5b) rjeSivi. RjeSenja sustava (5a)1(5b)
izravne su funkcije potraznje ili, kako se to esto kaze, funkcije izbora:

L*=Lwrp), (8a)

K*=K(w, 1. p) . (8b)
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Funkcije potraznje za faktorima proizvodnje izrazavaju kriticne koli¢ine
faktora proizvodnje kao funkcije egzogenih varijabli w, r i p.

Prije prijelaza na trazenje funkcije ponude proizvoda i indirektne funkcije
profita, pogledajmo koje nam ograni¢enje namecu uvjeti drugoga reda za maksi-
mizaciju profita. Uvjeti drugoga reda za maksimizaciju profita svode se na zahtjev
da totalni diferencijal drugoga reda funkcije profita za kriti¢ne vrijednosti varijabli
izbora, L* 1 K*, bude manji od nule. Stoga mozemo pisati

d*T1 = pf,, dL’ + pf, dL dK + pf, dL dK + pf ., dK* <0 (9)

ili u matriénom zapisu

d’T=pldL dK] []{“ JJ:“] [jﬂ <0 (10)

Totalni diferencijal drugogareda ¢ [] sada shva¢amo kao kvadratnu formu
u varijablama dL i dK. Hessova je matrica koeficijenata te kvadratne forme

. p[,f‘u f;,x] (an
fLK fKK

Dovoljan uvjet drugoga reda, za lokalni maksimum funkcije profita, ¢*> — < 0,
ispunjen je onda kada je Hessova matrica koeficijenata kvadratne forme za kriti¢ne
vrijednosti varijabli izbora, (L*, K*), negativno definitna. Ta je matrica, i s tim u
skladu kvadratna forma, negativno definitna kada su vrijednosti vodec¢ih glavnih
minora

Hi :‘f}f‘<0 (12)
i ‘fﬂf fLK
H, = >0
o Sl (13)

Zahtjevi (12) 1 (13) napisani su bez cijene proizvoda, jer je cijena proizvoda
pozitivna, p > 0. Te zahtjeve sada moZzemo napisati u konacnim oblicima

S <0 (14)
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.fLL.fKK _ff;\ >0. (15)

Oni imaju veoma zanimljivu ekonomsku interpretaciju. U skladu s uvjetom
(14),/,, <0, poduzece maksimira profit u podru¢ju u kojem djeluje zakon opadajucih
grani¢nih prinosa kada rad promatramo kao varijabilni faktor i kapital kao fiksni
faktor proizvodnje. Taj uvjetiuvjet (15) podjedno namecu da poduzece maksimira
profiti tamo gdje djeluje zakon opadajucih grani¢nih prinosa kada kapital promatra-
mo kao varijabilni faktor i rad kao fiksni faktor proizvodnje, f, . < 0. Naime, kada
jef,, <0,uvjet (15) moZe se, ali i ne mora, ostvariti samo onda kada je i f, <O0.
Da bi se uvjet (15) ostvario zahtijeva se ne samo da djeluje zakon opadajucih gra-
nic¢nih prinosa na oba faktora proizvodnje, nego i da silina djelovanja toga zakona
nadjaca utjecaj povecanja jednoga faktora na grani¢ni proizvod drugoga faktora
proizvodnje i obrnuto: £, f, > f, . Drugacije reeno, kada rast grani¢nih troSkova
proizvodnje zbog djelovanja zakona opadajucih grani¢nih prinosa nadjaca utjecaj
promjene grani¢nih troSkova zbog utjecaja povecanja rada na kapital i utjecaja
povecanja kapitala na rad, poduzeée Ce tek tada ostvariti ravnotezu na rastu¢em
dijelu krivulje grani¢nih troskova proizvodnje.

Da bismo pobliZe objasnili o ¢emu je rije¢, pretpostavimo da polazimo od
polozaja u kojem su granicni proizvodi faktora proizvodnje jednaki realnim cije-
nama faktora i da pri zaposljavanju dodatne jedinice rada djeluje zakon opadajucih
grani¢nih prinosa i da se zbog zaposljavanja dodatne jedinice rada povecava gra-
ni¢ni proizvod kapitala, f,, > 0. Pretpostavimo dalje da je f,, apsolutno vece od f,,
i da povecanje grani¢nog proizvoda kapitala uzrokuje da se u zakup uzme veliki
broj dodatnih jedinica kapitala. Pri zaposljavanju tih dodatnih jedinica kapitala
takoder djeluje zakon opadajucih prinosa, f, < 0. Pretpostavimo da je i pri zapo-
Sljavanju dodatne jedinice kapitala rast grani¢nog proizvoda rada, f, ., takav da je
/, apsolutno vece od f,.. U opisanoj je situaciji konacan neposredan i posredan
utjecaj zaposljavanja dodatne jedinice rada na grani¢ni doprinos faktora proizvodnje
pozitivan. Stoga krivulja grani¢nih troskova u toj situaciji ima negativan nagib.
Situacija se ne¢e promijeniti sve dok dodatno zaposljavanje faktora proizvodnje
ne dovede do toga da djelovanje zakona opadajuc¢ih granic¢nih prinosa ne nadjaca
meduutjecaje povecanja faktora na njihove grani¢ne proizvode i ne dovede do
maksimalnog profita. U slu¢aju kada zaposljavanje dodatne jedinice rada uzrokuje
smanjenje grani¢nog proizvoda kapitala, f,, = f, . < 0, i kada je f,, = f, . apsolutno
vece od f,, 1f,,. analiza je slicna. Ni tada nisu ispunjeni dovoljni uvjeti drugoga
reda za maksimizaciju profita, iako djeluje zakon opadajucih prinosa na oba faktora
proizvodnje. Stoga se mora povecavati upotreba rada i smanjivati upotreba kapitala
sve dok zakon opadajucih grani¢nih prinosa ne nadja¢a meduutjecaje faktora na
njihove grani¢ne proizvode i dok se ne maksimira profit poduzeca.
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Pored navedenog tumacenja dovoljnih uvjeta drugoga reda za maksimizaci-
ju profita, postoji jos jedno zanimljivo tumacenje tih uvjeta. 1z (14) i (15) jasno
proizlazi da su dovoljni uvjeti drugoga reda za maksimizaciju profita ekvivalentni
dovoljnim uvjetima da funkcija proizvodnje bude striktno konkavna u vrlo maloj
okolini kriti¢ne tocke. Uz to je jo§ vazno uociti da uvjeti drugoga reda za maksi-
mizaciju profita namecu ograniCenje na veli¢inu f, = ., u odnosu na veliCine
S aline i na predznak f, =1, ,.

LL1

Sada kona¢no mozemo napisati funkciju ponude poduzeca i njegovu indirektnu
funkciju ekonomskog profita. Funkcija ponude poduzecéa glasi

y¥=f[Lw, 1, p), KW, 1, p)]
y*=y(w, 1, p), (16)

a indirektna funkcija ekonomskog profita

[1*=p f[L(w, 1, p), KW, 1, p)] - w L(w, 1; p) — r K(w, 1; p)
[1*=py W £ p)-wL(w 1, p)—r KW r p) (17)
[1*=]1(w, 7, p).

Funkcija ponude poduzeca daje kriticne koli¢ine proizvodnje koje maksimiraju
profit za bilo koji zadani skup egzogenih varijabli (w, 7 p), a indirektna funkcija
ekonomskog profita daje maksimalan ekonomski profit poduzeca za bilo koji zadani
skup egzogenih varijabli (w, 7 p).

Dosadasnja analiza tek djelomic¢no iscrpljuje analizu modela za maksimi-
zaciju profita. Ona se obi¢no nastavlja analizom traZenja odgovora na pitanja
kako poduzece reagira na promjene egzogenih varijabli, ali se mi ovdje ne¢emo
time baviti, jer smatramo da smo opceniti problem maksimizacije bez ograni¢enja
jasno ilustrirali rjeSavanjem problema maksimizacije profita. To je i bio osnovni
cilj naSeg rada.
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Zakljucak

U skladu s nagovjestenim ciljem ¢lanka — najjednostavnije objasniti opti-
mizaciju neke funkcije s proizvoljnim brojem neovisnih varijabli bez ogranicenja,
bitno je prije svega shvatiti da je totalni diferencijal prvoga reda te funkcije u kri-
ti¢noj tocki jednak nuli i da zbog toga vrijednost funkcije u toj tocki, stacionarna
vrijednost funkcije, Casomicno niti raste niti pada. Je li stacionarna vrijednost
funkcije relativna maksimalna vrijednost ili relativna minimalna vrijednost funkcije,
odnosno je li graf funkcije konkavan ili konveksan u vrlo maloj okolini stacionarne
tocke, zakljucujemo na osnovi predznaka totalnog diferencijala drugoga reda u
kriticnoj tocki. Predznak se odreduje tako da se totalni diferencijal drugoga reda
zadane funkcije promatra kao kvadratna forma, zamisljajuci diferencijale neovisnih
varijabli kao neovisne varijable kvadratne forme. Pokazali smo da je matrica vri-
jednosti koeficijenata kvadratne forme u kriti¢noj tocki, Hesseova matrica ili ma-
trica vrijednosti svih drugih derivacija zadane funkcije u kriticnoj tocki, negativno
definitna, odnosno da je vrijednost totalnog diferencijala drugoga reda u kriti¢noj
toc¢ki manja od nule, i da je u skladu s time stacionarna vrijednost funkcije relativna
maksimalna vrijednost funkcije, kada vrijednosti vodecih glavnih minora te ma-
trice mijenjaju predznak tako da su vrijednosti svih minora neparnoga reda manje
od nule i vrijednosti svih minora parnoga reda veée od nule. Sli¢no tome, zadana
funkcija u kriti¢noj tocki ima relativnu minimalnu vrijednost kada su vrijednosti
svih vode¢ih glavnih minora spomenute Hesseove matrice vece od nule, odnosno
kada je ta matrica pozitivno definitna. Predznake vrijednosti svih glavnih minora
Hesseove matrice moramo ispitivati zbog toga §to stroga konkavnost (konveksnost)
u potprostorima nizih dimenzija ne osigurava strogu konkavnost (konveksnost) u
potprostorima vecih dimenzija.

Primjenu optimizacije bez ogranic¢enja ilustrirali smo na dva modela eko-
nomskog profita. U prvom se modelu polazi od pretpostavke da je ve¢ poznata
funkcija minimalnih ukupnih ekonomskih troskova koja, pri zadanim cijenama
faktora proizvodnje, izraZava minimalne ekonomske troskove proizvodnje za bilo
koju zadanu koli¢inu proizvodnje. Stoga se problem maksimizacije ekonomskog
profita u ovom slucaju svodi na problem izbora kriti¢ne koli¢ine proizvodnje koja
maksimizira razliku izmedu funkcije ukupnoga prihoda i funkcije minimalnih uku-
pnih ekonomskih troskova proizvodnje. U drugom se modelu polazi od stajalista
da funkcija proizvodnje izrazava maksimalnu koli¢inu proizvodnje za bilo koju
zadanu kombinaciju faktora proizvodnje. Buduci da izbor faktora proizvodnje
odreduje maksimalnu koli¢inu proizvodnje za taj izbor i da su cijene faktora i cijena
proizvoda zadane, problem se maksimizacije ekonomskog profita u ovom slucaju
svodi na problem izbora kriti¢nih koli¢ina faktora proizvodnje koji maksimiraju
razliku izmedu ukupnog prihoda i ukupnih ekonomskih troskova faktora proizvo-
dnje. Na putu trazenja maksimalnog ekonomskog profita u skladu s dva opisana
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postupka nailazimo na tri vazna nalaza i na originalan dokaz da polaze¢i od dva
opisana modela ekonomskog profita dolazimo do jednakog maksimalnog ekonom-
skog profita, dokaz da se dovoljan uvjet drugoga reda za maksimizaciju profita u
drugom pristupu svodi na zahtjev da funkcija proizvodnje u okolini kriti¢ne tocke
bude strogo konkavna i dokaz da je djelovanje zakona opadajucih prinosa nuzdan,
ali ne i dovoljan uvjet za maksimizaciju ekonomskog profita.
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FROM TOTAL DIFFERENTIAL TO MAXIMAL ECONOMIC PROFIT
Summary

The intention of this article is to explain in the most concise and simple way the
optimization of the unconstrained function. This paper thus first explains the critical point
term, the point in which the total differential of the function is equal to zero and in which
the value of the function momentarily neither grows nor falls. After establishing the sta-
tionary point, sign of the second order differential, which takes the quadratic form, deter-
mines whether the function in the critical point has relative maximal or relative minimal
value. If the Hessian matrix of such envisioned quadratic form in critical point is negative
definite, then total second order differential in this point is less than zero and the function
in the critical point has relative maximal value, and if that matrix is positive definite, then
the function in critical point has relative minimal value. Special attention is given to the
clarification that the matrix in question is negative definite when the values of its leading
principal minors of odd order are less than zero and values of leading principal minors of
even order are greater than zero, while the matrix is positively definite when values of all
of the leading principal minors are greater than zero.

Unconstrained function optimization is applied to two economic profit models, on
the model that is built on the assumption that the function of total minimal economic costs
is known and on the model built on the assumption that the production function is known.
In the former model the decision about critical production quantity that maximizes eco-
nomic profit is being made, while in the latter model the decision about critical quantity
of factors of production which maximize economic profit is being made. In the paper we
prove that optimization of thus formulated models of economic profit lead to equal maximal
economic profit.

Key words: total differential, stationary point, function’s extreme value, concavity
and convexity, quadratic form, Hessian matrix, positive/negative definite quadratic form,
critical production quantity, critical production factors quantity, economic costs, economic
profit.



