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TWO-PHOTON PROCESSES IN ATOMS
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Abstract: A procedure for determining multiphoton probability in atoms is presented using time-dependent perturbation
theory. The evolution operator is obtained in the form of infinite order using iterative procedure for solving the
Schrédinger equation. By applying the dipole approximation on the operator interaction, the final expressions for the
probability of two-photon spontaneous and stimulated emissions are obtained.
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Izvorni znanstveni ¢lanak

SaZetak: Koristenjem vremenskog racuna smetnje prikazan je postupak odredivanja vjerojatnosti visefotonskih procesa
u atomima. Operator evolucije izrazen je u obliku beskonacnog reda iterativnim postupkom rjesavanja Schrédingerove
Jjednadzbe. Primjenom dipolne aproksimacije u operatoru interakcije dobiveni su konacni izrazi za vjerojatnosti
stimulirane i spontane dvofotonske emisije fotona.

Kljuéne rijeéi: vremenski racun smetnje, vjerojatnost prijelaza, operator evolucije, operator interakcije, dipolna

aproksimacija

1. UVOD

Teorija vremenskog racuna smetnje pokazala se vrlo
uspjeSnom u raznim podruc¢jima suvremene fizike.
Posebno je znacajna njena primjena u opisu
kvantnomehanickih sustava pri medudjelovanju s
elektromagnetskim poljem.

U ovom radu izlozit ¢emo slucaj medudjelovanja
elektromagnetskog polja s atomom, pri ¢emu se javljaju
slozeni visefotonski procesi.

Za opis i razumijevanje ovakvih fizikalnih procesa
mogu se koristiti razli¢iti matematicki formalizmi. Izbor
matematickog postupka nije od neke posebne vaznosti,
osim praktiCne primjene, tj. da se racuna brze i
jednostavnije.

Operatorski oblik vremenskog racuna smetnje
predstavlja primjer korisnog i efikasnog matemati¢kog
formalizma koji se vrlo &esto koristi u kvantnoj
mehanici.

Postupak se svodi na postavljanje 1 rjeSavanje
Schrodingerove jednadzbe u kojoj je vremensko
odvijanje stanja iskazano preko operatora evolucije.

Jednadzba se rjeSava iterativnim postupkom, a
operator evolucije dobiva se u obliku beskona¢nog reda.
U racunanju se zadrzavaju samo dominantni c¢lanovi
reda, dok se operator interakcije uzima u dipolnoj
aproksimaciji [1-4].

2. VREMENSKI RACUN SMETNJE

Uzajamno djelovanje elektromagnetskog polja i
atoma predoc€it ¢emo hamiltonijanom

H=H,+H,+V, (1)
gdje Ha opisuje atom, Hg elektromagnetsko polje, a V
interakciju izmedu atoma i elektomagnetskog polja.

U vremenskom rafunu smetnje polazimo od
Schrodingerove jednadzbe za stanje y(t), tj.

.. 0
Ihat//(t) =Hy(t). (2)

Odvijanje stanja moZe se izraziti preko operatora
evolucije U(t,ty) koji povezuje valnu funkciju u trenutku
to i vremenu t, odnosno

w(t) =U(tt)w(t), (3)
uz uvjet
Uty t,) =1. (4)

Iz zahtjeva ortonormiranosti valne funkcije imamo
(w Oy )= (v )V C U GE) ) =1
pa proizlazi da je operator evolucije unitaran, tj.
U’ t)U(t,t,)=1.
Rjesenje Schrdodingerove jednadzbe (2) svodi se na
iznalazenje rjeSenja jednadzbe za operator evolucije, tj.

ih%U(t,to) =HU(t,t,). (5)

Ako hamiltonijan H ne ovisi o vremenu, tada jednadZba
(5) ima rjeSenje

u(tt,) =expL%H(t—to)J. (6)
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Analogno za nesmetani hamiltonijan
H,=H,+Hy

konstruiramo rjesenje

U°(t,t,) = exp{ H,(t— t)J @)

Poznaju¢i rjesenje  Schrodingerove jednadzbe za
nesmetani hamiltonijan H,, mozemo nacéi rjeSenje za
hamiltonijan H ako pretpostavimo da je interakcija slaba.
U ovom slucaju U°(t,ty)) zadovoljava jednadzbu (5) kao
nulta aproksimacija, tj.

0 0 T
'hEU (tt,) ~HU ().  (8)

Na ovaj na¢in mozemo U(tty) pisati kao produkt

unitarnog operatora U°(t,t;) kojeg znamo i U'(t,t,) kojeg

mozemo pretpostaviti, dakle
U(t,t,)=U°(tt,)U'(t,t,). (9)

Sto je nulta aproksimacija bolja, to ¢e U'(t,ty) biti bliZi

jedinici. UvrsStavaju¢i  izraz (9) u jednadzbu (5),
dobivamo:
ou°(tt,), ou’ (t,t
—a(t )y (t,t0)+U°(t,t0)—a(t o) _

1 0 :
(Ej HU®(t,t)U" (t.t,).

Budu¢i da je

ou°(tt) (1

— Y = [HU (),
pisemo

U°(t,t0)au (tt) _

(%j(H —HU LK)V (L), (10)

Razlika izmedu smetanog i nesmetanog hamiltonijana je
u interakciji V izmedu vanjskog polja i atoma pa je

U°(t,t0)—au a(:’t"):

(%)vu (LU (4,,). (11)

Ako jednadzbu (11) pomnozimo s U°'(t,t), dobivamo

UO*(t,tO)UO(t,tO)Wz

(%j[u‘”(t,to)VUO(t,to)]U'(t,to). (12)

Zbog unitarnosti operatora evolucije bit ¢e
ou'(tty)
T =
1

(Ej[u‘”(t,to)VUO(t,to)]U'(t,to). (13)

Uvodenjem nove oznake

V(1) =U"(t,t, VU  (t.t,),
jednadzba (13) poprima oblik
ou’ (t.t

T"’):(%jv'(t)u'(t,to).

Koristeéi rubni uvjet U’ (to 1 ) =1, dobivamo

u'(t,to)=1+(%jjv'(r)u'(f,to)dr. (16)

Ovu integralnu jednadZbu mozemo rijesiti metodom

(14)

(15)

iteracije, tj.

: 1\,
U (t,to)zl{ajt{v (r)de
1Y'F F
—I{EJ tJ;V (rl)drltJ;V (7,)dz, +
Konacno ¢e biti

t)=1+Y00 (L), (18)

gdje je

U™ ()= (%)

dr,dz,,.doV (7,)V (7,4)-V (). (19)

t)7n>7n—1>,ut‘,

(17)

Pomnozivii jednadzbu (18) s U°(tty) i primjenivii
relacije (9) i (14), dobivamo

gdje je

Srll—‘

( tr, >T 1)1

U™ (70 to)V (2)U° (70 6) U™ (7)Y (7,)

U (tt)=U° (L) [+ XU (t)],  (20)
j” dr,dz,,..dz
)
U (62)-0" (W (2)U° (mt). (21
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2.1 Odredivanje vjerojatnosti prijelaza

Valnu funkciju y(t) mozemo odrediti
U(t,to) pa ¢e biti

v (1)=U (L) (t).
Takoder ¢emo pretpostaviti da nam je poznata funkcija
y(to) koja opisuje stacionarno stanje.

Nesmetani hamiltonijan H, ima vlastita stanja: [a), |b)...,
koja ¢ine ortonormiran sustav s vlastitim vrijednostima

poznajuci

E, Ep..., tako da je
H0|a>: Ea|a>’
Ho[b) =, [b), (22)

pri Cemu je

(alb) = (23)

Neka se na$ sustav u trenutku t=t, nalazi u stanju [a), tj.
w(to)=|a). Nastupanjem interakcije elektrona s fotonom
sustav moze prijeci u neko drugo stanje.

Vjerojatnost prijelaza iz stanja |a) u stanje |b) u
vremenskom intervalu /f=t-t, izrazena je kvadratom
amplitude prijelaza

(24)

RS =[(b]U (t.t;)[a)|*.
Koristedi relaciju (20), jednadzba (24) postaje

(b\uo(t,to)[uiu(”) tto)}|a>
n=1
Bududi da je za a=h

(b|U°(t.t,)[a) =0, (26)

vjerojatnost prijelaza (25) poprima oblik

2

(25)

Ry

2

tt)a) . (27)

- (b\uo(t,to)iu(“)
n=1

Uvodenjem nove oznake

ul :(b\uO(t,to)iu(“)
n=1

tt)la)

vjerojatnost (27) uobicajeno pisemo

2
Ry =g (29)

(28)

Amplituda vjerojatnosti prijelaza u najnizem stupnju
ra¢una smetnje, tj. za za n=1 glasi:

Ul =4 lu° )

[UY (2.4, ())U° (.1, )dea).

to

(30)

Koristenjem relacije (7), jednadzbu (30) piSemo u obliku

o e

v(f)exp{%Ho(f_to)}dqay (31)

Na isti na¢in za n=2 dobivamo
1 o T1
Ug? (Ih) <b”eXp[ihHo(t‘Tz)}V(Tz)
1
exp[ihHo(r2—rl)}V(fl)expLhH(fl—to)}dfzdrla). (32)

Posto su hamiltonijani H i Hy neovisni o vremenu, i
operator interakcije bit ¢e neovisan o vremenu, tj.

V(r)=V. (33)
Uvodenjem potpunog skupa vlastitih stanja
hamiltonijana Hy

(34)

§|ﬂ><ﬂ|=

i koristenjem svojstava (22), jednadzba (32) postaje

0-{2] T, o ool -5t

b
exp{—l (a)a - a)”)l'l:|d2'1, (35)
gdje su:
Vou =(0IV | ), Via ={ulV]a),
E E, E
e U e (36)

Uzimanjem t=0 jednadZba
jednostavniji oblik:

-y

!exp[ Iwbt—l(a) axn) (a) a))rl}drl (37)

Nakon integriranja gornje jednadzbe dobivamo:

(35) poprima nesto

VoV
u(2>=(1) b
a h ;‘a}# ,
exp(-iyt) 2P @@L o)
@, — W,

Vjerojatnost procesa u jedinici vremena bit ¢e

(39)

Uvrstavanjem izraza (38) u relaciju (39) dobivamo

1 v,V
wi=(2]
/]

W?) =lim= ‘u

t—o0 t

z oV 2”m1—009(0’b—0)a)t (40)
w -0 —o V't
u Wy a ((l)b a)a) t
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Koristenjem reprezentacije & funkcije u obliku

5<%—wa>=igim1‘(c°s(“’b‘)f’a)t, (a1)
Tt w,—o,) 1

izraz (40) postaje

N VLV
W‘”:(j
ab h

z bu " pa

0, ~,
Analognim postupkom mozemo do¢i i do izraza za
vjerojatnost procesa N-toga reda u vremenskom racunu
smetnje, tj.

2N
1

Wa(bN) = [j
h

N

27[5(0)b o). (42)

2

215 (@, - ,).  (43)

Diy1~ yatiyg th3
HN s HN— v bl

wﬂNfl _wa)'"(a)M _wa)

3. DVOFOTONSKI PROCESI

Odredivanje vjerojatnosti dvofotonskih procesa pocet
¢emo uvodenjem operatora interakcije elektrona s
elektromagnetskim poljem. Operator interakcije dan je
izrazom

Y, =—% pA(r),

(44)

gdje su: A(F) vektorski potencijal, P operator koli¢ine
gibanja, e naboj elektrona, m masa elektrona i ¢ brzina

svjetlosti. Vektorski potencijal A(F) ima oblik
27hc?

( ) Z @, |_3
[ak exp(iRF)+ak exp(—iEF)] (45)
u kojem ;k predstavlja vektor polarizacije, dok su akT
ioa,

Uvrstavanjem vektorskog potencijala (45) u jednadzbu
(44), operator interakcije poprima oblik

27he’ —
s
- 7 1
[akexp(lkr)+akfexp(—|kr)}f. (46)
2%

Uvodenjem dipolne aproksimacije, tj. uzimanjem samo
prvog clana razvojnog reda eksponencijalnih funkcija,
vektorski potencijal postaje znatno jednostavniji:

1

V-—cTea(aca) = @)

gdje je

operatori stvaranja i poniStenja fotona.

27rhe’
6=" \) m23

Ova aproksimacija je razumljiva jer je doprinos
drugih ¢lanova u razvoju eksponencijalnih funkcija mali.
Tako npr. za podrugje vidljive svjetlosti A=10° m, uz
dimenzije atoma a~10™® m, proizlazi da je produkt
k| ~10°.

Da bismo izracunali matri¢ne elemente dvofotonskih
procesa potrebno je konstruirati valne funkcije. Posto se
radi o stanjima fotona i vlastitim stanjima elektrona u
atomu, valna ¢e funkcija biti produkt valnih funkcija
stanja elektrona i fotonskih stanja.

Ako se atom nalazi u polju fotona frekvencija wyy i
My, onda je moguéa emisija ili apsorpcija fotona preko
dva medustanja (slike 1.1 2.).

a)

(nk1 +1)cq<1

n k, P
NWWWWWYWWNVN——
NWWWAWWVWVNVN =

ho,

Iy

C()kz ( f]<2 +1) “,

hao,

b)

Slika 1. Dvofotonska emisija preko medustanja| ,ul>

)

NV VNN =
NVVVNNNNVNANA =
NNV N——
nkz a)kz (nkz +1)(q(
hao,

NVVNVNNNNANA N

n

K, Pk, ha)kl (nKl +1)ch1 ‘ b>

Slika 2. Dvofotonska emisija preko medustanja | ,uz>

Valne funkcije pocetnog i kona¢nog stanja bit ée:

|a) =| f>‘---”k1’---”k2’--->’

b)=]g)|..0 +1,..n +1..),  (48)

100
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dok su valne funkcije medustanja

| 14) :\cl>‘...nkl +1,...nk2,...>,
\u2>:\cz>‘...nkl,...nk2+1,...>. (49)

Djelovanjem operatora stvaranja i ponistenja Cestica na
valne funkcije fotonskih stanja imamo:

akT‘...nkl,...>:,/nk1+1‘...nkl+1,...>,
ak‘...nkl,...>=\ﬁ‘...nk1 —1,...>. (50)

Vjerojatnost dvofotonskog procesa za slucaj emisije
preko medustanja | ,ul> [ | ,uz> bit ce:

2

VeV V. VY
W(Z):[_j by~ buy ~ 2 2718 _ (51
[ e e

Matricne elemente u sumaciji mozemo izracunati

koristeci operator smetnje:
Vi, ==¢ 2\, +1(gpe.|c.)
ks

Budu¢i da je

(9] P&, |c,)=ima (g]rs, |c), (53)

(52)

-

uvrstavanjem u (52) imamo

Vi, :—imgzﬂf(nkz +1)a)k2 (alre, [c.). (54)

Analogno dobivamo i ostale matri¢ne elemente:

V.. =—img’; (nk1 +1)‘0k1 <c1|Fg—k1| f),

Vy,, ==img > (nk1 +1)a’k1 <9|F‘9—k1|02>’
ki

V.= —imgz‘/(nk2 +1)a)kz (c, |Fa| f). (55)

Razliku frekvencija u izrazu (51) prikazat ¢emo koriste¢i
relacije:

w, =0 +N o, +N O,
@, = @, +(nkl +l)a)k1 +(nkz +l)a)k2,

o, =0 +(nkl +1) o+ N O

o, =0, +N O +(nkz +1) .

(56)
Na ovaj nain vjerojatnost dvofotonske emisije (51)
poprima oblik:

4
m
Wa(bZ) = ( éj
h

Z (nkl +1)(nk2 +1) O O,

Ky .k,

1Y (2)‘2 275 (0~ @, ~,),  (57)

pri ¢emu je

a— a— a— -— 2
e Z<9|f8kz|6><6|f8kllf>+<9|f€k1|C><C|f€kz|f>|

0 Oy + 0 Oy + 0
gdje su
WDy = Wy — @y,
D = W, — W5 -

Sumacija po valnim vektorima k; i k, moze se zamijeniti
integralom. Odredit ¢emo broj fotona koji se nalaze u
kocki dimenzija L, pri ¢emu je L znatno veéi od

dimenzija atoma i valne duljine fotona,
tj.:
A'X X
L=nA, =27zn, =27 =,
27 «
ﬂ“y ny
L=nA, =27zn, —=27x—,
27 y
A n
L=nA, =27zn, =% =272 (58)
27 ,
Svakoj tocki u prostoru s koordinatama nx,ny,nz,

odgovara valni vektor u ,,k-prostoru®. Veza izmedu ova
dva prostora dana je relacijom

L L
dn:(—J dk,dk, dk, :(—j k?dkdQ,  (59)
27 27

gdje je Q prostorni kut .
Zamjenom K = — u gornji izraz imamo
C

3 2
dn = (Lj 2 dwdQ
2r) C

(60)

Gustoca stanja po jedini¢noj frekvenciji za jedan smjer
polarizacije bit ¢e

plo),, = :—2) = (%)

odnosno

3w2
C—ade,

Q

dn LY &
p(0), = —ax( ] % (e

Ako uzmemo u obzir i drugi smjer polarizacije (drugog
fotona), gustoca ¢e biti

dn L\ @?
oo (L]

(62)

dw 2
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odnosno

(LY ,
p(a)kl)da)kl=p(w1)dw1=—2 - o' da,

T
(LY ,
p(a)kl)da)k2:p(a)z)da)2=? - w,dw,. (63)

Primjenom izraza (63) mozemo sumaciju (57)
zamijeniti integralom. S obzirom na to da opri
dvofotonskim procesima ne brinemo o redoslijedu fotona
(prvi foton-drugi foton), prijelazom na integriranje
moramo dobivenu vjerojatnost podijeliti s 2. Nakon
kracéeg sredivanja dobivamo:

W =2 (2xy [;—J(ij(n +1)(n, +1)

O3

Ta)lscoz?’da)lda)2 ‘M (2)‘2 5(a)fg -, —a)z). (64)
0

Koristeé¢i poznato svojstvo delta funkcija

Jf(@)d(a-0,)da,=f(o,) (65)
i imajuéi u vidu da je @y —@ =w,, izraz (64)
pisemo u obliku:

1

1 e’
W) :E(zﬂftgjw(m +1)(n, +1)

(66)

T‘M (2)‘2a)13a)23d @, .
(o]

Zamjenom @, =27nv,, @,=27v, U gornju
jednadzbu konacno ¢e biti:
1 210 72_6 e4
wP===21=_|(n+1)(n,+1
ab 2 CG hz ( 1 )( 2 )

(67)

izraza zakljuCujemo da vjerojatnost
dvofotonske emisije postoji i kad je N, =n, =0. To je
onda slucaj spontane emisije ¢ija je vjerojatnost

T‘ M@ ‘2 v,y dy, .
0

Iz dobivenog

10_6( o4\
(2)_127Z' € (2)2 3 3
= ﬂlvl vy, (68)

dok je stimulirana emisija oblika:

l 21072_6 e4
w2 =5 | 7 (nn, +n,+n,)

(69)

Na ovaj nacin dobili smo konacne izraze za vjerojatnost
dvofotonskog procesa promatranjem emisije fotona [5-
9]. Do slicnog rezultata dosli bi i promatranjem
apsorpcije. Racunanjem se pokazuje da je razlika samo
u Clanu koji iskazuje broj fotona, tako da se umijesto

produkta (n, +1)(n, +1) javlja produkt n,n, .

4. ZAKLJUCAK

Procesi visega reda s istodobnim sudjelovanjem vise
fotona u pobudivanju, rasprSenju i ionizaciji atoma imaju
veliku vaznost u modernoj fizici. Zbog toga visefotonski
procesi predstavljaju stalan interes fizicara u svijetu.
Razlozi za ovu vrstu istrazivanja su viSestruki: od
preispitivanja nekih osnovnih postavki kvantne mehanike
i elektrodinamike, do moguénosti viSefotonske
spektroskopije.

Teorija vremenskog raduna smetnje pokazala se
prikladnom u opisu ovakvih procesa. Primjenom ove
teorije, uz koristenje dipolne aproksimacije, dobiveni su
kona¢ni izrazi za vjerojatnosti spontane i stimulirane
dvofotonske emisije. lako dobiveni izrazi za raCunanje
vjerojatnosti imaju relativno jednostavan oblik, oni u sebi
kriju velike poteSkoce pri racunanju.

Glavni problem javlja se kod provodenja beskona¢ne
sumacije po medustanjima u izrazu M@, Za rjesavanje
ovog problema razvijeno je viSe matematickih metoda
koje ¢emo prikazati u iduéem radu.
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