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Prateéi rasprave o nedovoljnoj toénosti Fleischm ann-ove formule za
ra¢unsko odredivanje postotka masenog udjela suhe tvari u mlijeku, na te-
melju utvrdene relativne gustoée mlijeka i postotka masenog udjela mljeéne
masti u mlijeku, nametnulo se pitanje: to je netoéno u toj formuli, kako je
nastala i odakle potje¢u poznati koeficijenti 1,2 i 2,665 iz Fleisch man n-ove
formule, koja glasi (Babié¢ i Miljkovié¢, 1985):

100 d —100
d

S = 1,2 X 2,665 i
gdje je:

S — postotak masenog udjela suhe tvari u mlijeku

x — postotak masenog udjela mljeéne masti u mlijeku

d — relativna gustoéa mlijeka pri Celzijevoj temperaturi 15 °C, (referentni medij je
voda pri 15 °C).

Postotak suhe tvari u mlijeku moZe se dobiti i radunom smjese za tro-
komponentnu smjesu, s obzirom da je mlijeko smjesa triju osnovnih sastojaka
(mljetna mast, bezmasna suha tvar i voda). Na taj nacin se klasi¢nim matema-
ti¢kim postupkom provjerava ispravnost Fleisch m ann-ove formule.

Za trokomponentnu smjesu vrijede relacije:
— zbroj masa pojedinih sastojaka jednak je ukupnoj masi smjese

m, + m,+m, =m 12/

— zbroj volumena pojedinih sastojaka jednak je ukupnom volumenu smjese
Vi +V,i+ V=V /31

— zbroj postotka udjela pojedinih sastojaka u ukupnoj smjesi iznosi 100%bo
p; i+ p. + p, = 100%0 14/

— gustotéa smjese o (ro) jednaka je omjeru mase i volumena smjese, (Bren-
ziStak 1970).

m
= == /5/

¢ v
— gustoéa pojedinog sastojka jednaka je omjeru mase i volumena tog sastojka
O = -t 16/

v,
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m,

5= i
02 v,
m,

= — .I'IrB-f
03 v,

Odnos masa pojedinih sastojaka u odnosu na ukupnu masu smjese odre-
den je:

m;=m i 1{9‘
100

m, =m e -1 /10
100

m, = m T2 /11:
100

Ovo je neobi¢no vaZno jer je postotkom udjela pojedinog sastojka odreden
maseni udio tog sastojka u ukupnoj masi smjese, na primjer:

P, = - 100 /12
m

Maseni udio ujedno je i tezinski udio, jer je teZzina G jednaka masi m puta
ubrzanje zemljine teZe g (gravitacija), (Brenzis&ak 1970).

; G, _ m, - g m,
pa je: plz—é—IOU—;—gIO(}: ; 100 /14

Izuzetno, kad se to posebno naglasi i kad su svi sastojci smjese tekuéeg ili
plinovitog agregatnog stanja, postotkom udjela pojedinog sastojka mozZe biti
odreden i volumni udio pojedinog sastojka u ukupnom volumenu smjese.

Postotak volumnog udjela n €esto se uzima da bi se prikazao udio alkohola
u mjeSavini alkohola i vode, (Brenzid¢ak 1970).

Va volumen alkohola

n=—-100 = - 100 115/
v

volumen mjeSavine

Tako, na primjer deklaracija »Alkohola 40 vol %« na etiketi alkoholnog
pi¢a znati da je volumen ¢&istog alkohola 40% od ukupnog volumena alkohol-
nog piéa.

Kod mlijeka, postotkom udjela pojedinog sastojka odreden je maseni udio
tog sastojka u ukupnoj masi mlijeka, jer se radi o sastojcima krutog i tekuceg
agregatnog stanja (suha tvar i voda) bitno razli¢itih gustoéa.

Opéenito uzevsi, prikazivanje postotka masenog udjela pojedinih sastojaka
pravilnije je zbog toga 3to se udio mase za razliku od volumnog udjela ne
mijenja s promjenom tlaka i temperature.
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U mljekarskoj praksi &esto nastaju zabune i netoénosti kad se postotak
udjela mljeéne masti i bezmasne suhe tvari pogresno prikaze kao njihov vo-
lumni udio u ukupnom volumenu mlijeka.

Ta gre§ka posebno dolazi do izrazaja kod prikazivanja »masnih jedinica«
mlijeka razli¢itih gustoéa i vrhnja, $to se odrazava na to¢nu tipizaciju i pojavu
nestvarnog viska mljeéne masti (masnih jedinica) u jednom dijelu tehnoloskog
procesa, dok se u drugom dijelu iskazuje manjak mljeéne masti (masnih je-
dinica).

Volumen mlijeka i vrhnja morao bi se pomnoziti s doti¢énom gustoé¢om i
prera¢unati u masu, a tek zatim se mogu pravilno prikazivati »masne jedinice«
i izvr$iti tipizacija primjenom raduna smjese (Pearson-ov pravokutnik),
Petric¢ié (1984), §to je na Zalost, u mljekarskoj praksi rijetko.

Ne moze se prihvatiti ni zakljuéak donesen na sastanku Drustva veterinara
i veterinarskih tehniéara Rijeke, odrzanom 21. studenog 1985. godine u Opatiji,
Vijesti — Mljekarstvo (1986). Ondje se predlozilo da se postotak mlje¢ne masti
i bezmasne suhe tvari izrazava u g/100 ml te da se to unese u Pravilnik o
kakvoéi mlijeka. To je nemoguée, jer je postotak broj bez dimenzije koji kazuje
koliko jedinica dolazi na svakih 100 istorodnih jedinica, na primjer: g/100 g,
m/100 m, Din/100 Din i sl.,, (A psen 1970). Omjer g/100 ml predstavlja jedinicu
mase po jedinici volumena, §to zapravo ima dimenziju gustoce. Dakle, omjer ne

daje bezdimenzionalan broj pa ne moZe ni izraZavati postotak.
Iz relacija /5/ do /11/ odredeni su i odnosi volumena u smjesi:

1
V=m — /16/
0
V1:m1—1 =-m—Et n
o 100 g,
VZ = m; —l— = m —pz ){18;
02 100 .
Vo mpy s g2 /19/
0 100 g.
Uvrstavanjem relacija /16/ do /19/ u relaciju /3/ dcbiva se:
m P im Py P 1 /20/
100 g, 100 o, 100 o, 0

Uredenjem relacije /20/ (mnozenjem 5_10_0) dobivaju se odnosi omjera po-
m

stotka masenih udjela pojedinih sastojaka i njihovih gustoéa, prema omjeru sto
prema gustoéa smijese.
£L+ pi+£=l;.0 121/
411 0: 0s e
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Kod mlijeka se prvim sastojkom smatra mljetna mast, drugi sastojak je
bezmasna suha tvar, a treéi — voda. Tako gledano, postotak udjela suhe tvari
S jednak je zbroju postotka udjela prvog i drugog sastojka (mljetne masti p, i
bezmasne suhe tvari p,).

S =p,it+ p, 122/

Ako se postotak udjela mljeéne masti u mlijeku oznaé&i kao prva varijabila
X, relacija /21/ poprimit ée oblik:

X . P: Py _ 100 123/

01 02 05 0
Postotak udjela bezmasne suhe tvari p, jednak je postotku suhe tvari S
umanjenom za postotak mlje¢ne masti Xx.

p,=8—x /24a:
Postotak udjela vode p, razlika je izmedu 100% i postotka suhe tvari S.
, =100 —S /24b’
Uvrstavanjem relacija /24a/ i /24b/ u relaciji /23/ dobiva se:
x i+ §-k[_| 100—S i 100 /25,
0 0z O3 o
gdje je:
S — postotak masenog udjela suhe tvari u mlijeku
x — postotak masenog udjela mljeéne masti u mlijeku
o — gustoéa mlijeka
p; — gustoféa mljeéne masti
p» — gustoca bezmasne suhe tvari
o3 — gustocéa vode
Iz relacije /25/ moZe se izradunati postotak udjela ukupne suhe tvari u
mlijeku, a to je funkcija postotka udjela mlje¢ne masti u mlijeku — prva
varijabla i gustota mlijeka — druga varijabla, na temelju gustoée osnovnih
sastojaka mlijeka uzetih kao konstante.
S = f(x,0) /267
Matemati¢kim uredenjem relacije /25/ dobiva se:
X 00:04F S 00,04 —- X 00:0: 1 100 00:0. — S 00,0. = 100 0,0.04 127,
X0y (92 — 91} i+ 100 0102 (@ == Qa) = S 00, (92 —— Q\J /28
g_Qsle:—e) . oe | 1000—100g, 129,
00, (@: — Q:i] 0 (0: —0y) 0

Napokon smo do#li do formule za izratunavanje postotka udjela suhe tvari
u mlijeku.

@alg:—e) 0  1009—100¢, 20
01 (0:—04) 0.— 0y Q

S =
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Dobivena formula po strukturi odgovara Fleisch mann-ovoj formuli.
Kasnije, u daljnjoj analizi, vidjet ¢e se da je iz ove formule izvedena I'lei-
schmann-ova formula u kojoj je umjesto fiksno izratunatih koeficijenata
1,2 i 2,665 prikazan odnos gusto¢a osnovnih sastojaka mlijeka.

Koeficijenti iz relacije /30/ mogu se ovako zapisati:

K, — e(0:—0) 131/
01 (92 b 9:1)
K2 T —— 92_ - /32:Ifl
92 L QP-
Njihovih uvr§tavanjem u relaciju /30/ dobiva se:
§ = Kox 4 i, D00, /33/
0

Koeficijenti iz relacije /33/ ovisni su o gustoéama osnovnih sastojaka
mlijeka pa je za njihovo toéno izradunavanje potrebno toéno odrediti gustoéu
tih sastojaka.

Po definiciji, gustoéa je omjer mase m neke tvari i volumena V koji ta
homogena tvar zauzima.

Po Medunarodnom sustavu mjernih jedinica, osnovna jedinica za gustotu
je kg/m® a dozvoljena je i upotreba jedinica kao #to su kg/dm?® g/ecm?® i sl.,
(Raznjevié¢ 1985),

Gustoéa ovisi o fizikalnom stanju tvari, na primjer o tlaku i temperaturi.
Stoga se pri objavljivanju vrijednosti gustote navode i ti podaci, (Brenzis-
tak 1970).

Uz gustoéu, Cesto se upotrebljava i relativna gustoéa d, definirana kao
omjer gustoée p neke tvari i gustote p, »standardne« ili »referente« tvari pri
odredenom fizikalnom stanju (tlak, temperatura) (Brenziséak, 1970).

d— i _ ~ gustota »referentne« tvari /34/

Or gustoéa tvari

Relativna gustoca d je tzv. brojéana (bezdimenzionalna) veliéina, a njena
jedinica je broj 1. Za »referentnu fvar« obi¢no se pri utvrdivanju relativne gu-
stoé¢e krutih tijela i tekuéina upotrebljava destilirana voda pri maksimalnoj
gustoéi, tj. pri temperaturi 4°C i normiranom tlaku od 1,01325 bar (1 atm).
Tada je gustoéa vode g, = 999,972 kg/m?® = 0,999972 kg/dm? (Brenziséak
1970).

Laboratorijska mjerenja u praksi obavljaju se pri 15°C ili 20°C pa je
kod cdredivanja relativne gustoée potrebno uzeti u obzir gustoéu vode koja
kod Celzijevih temperatura uz tlak od 1,01325 bar iznosi, (Brenziséak,
1970):

— pri 15°C o, = 999,098 kg/m® = 0,999098 kg/dm?
— pri 25C o, = 998,203 kg/m® = 0,998203 kg/dm?

Treéi sastojak mlijeka, voda, uzima se kao »referentna tvar«, pa se moze

zapisati

05 = Or /35/
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Prema tome, mlijeko i njegovi osnovni sastojei imaju relativne gustoée
odredene slijede¢im relacijama:

a=-% /36.
03
g =2 137/
(o1
a, =-& 138;
0.
4, =2 —1 /39/
0y
gdje je:
d — relativna gustocéa mlijeka
d; — relativna gustoéa mljeéne masti
ds — relativna gusto¢a bezmasne suhe tvari
d; — relativna gustoéa vode
Iz relacije /36/ do /39/ slijedi:
o =dp; /40/
gl = d1 Q.". J’l41f
0. = d.oq4 1421
UvrStavanjem relacija /41/ i /42/ u relacije /31/ i /32/ dobiva se:
K, = 9_-1_(9=_‘—_€~'1)_ . dz_dil 143/
01 (0. — 0a) dy (d, — 1)
K, = A 144/
02— 03 d:e —1
Uvrstenjem relacije /40/ u relaciju /33/ dobiva se:
— 100
g R xR e /451

Za razliku od relacije /33/, gdje je postotak masenog udjela suhe tvari u
mlijeku funkcija postotka masenog udjela mljeéne masti u mlijeku i gustoée
mlijeka, relacija /45/ kazuje da je postotak masenog udjela suhe tvari u mlijeku
funkcija postotka masenog udjela mljeéne masti u mlijeku i relativne gustoce
mlijeka.

S=1f(x d) /46!

Fleischmann je koeficijente svoje formule izratunao na temelju rela-
tivne gusto¢e mljeéne masti i bezmasne suhe tvari pri 15 °C, uzevsi za referentni
medij vodu pri 15°C, (Petrié¢ié¢ 1984). Relativne gusto¢e odredio je izno-
sima (Babié¢ i Miljkovié¢, 1985):

d, = 0,931 — relativna gustota mljeéne masti 147!

d, = 1,6007 — relativna gustoéa bezmasne suhe tvari /48/

Uno$enjem ovih vrijednosti u relacije /43/ i /44/, dolazimo do vrijednosti
koeficijenata:
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K = d,—d, _ 1,6007—0,931
' 4,(d,—1) 0,931 (1,6007 — 1)
d, _ 16007
d.—1 1,6007 — 1
Kao $to se vidi, to su upravo poznati koeficijenti iz Fleischm ann-ove
formule.

Uvritenjem dobivenih koeficijenata u relaciju /45/, dobiva se Fleisch-
m a n n-ova formula:

= 1,197 zaokruzeno 1,2 149/

K, = = 2,6647 zaokruZeno 2,665 /50/

100d—100

S = 1,2x + 2,665 /51/

Isti iznos koeficijenata bio bi i kad bi se koeficijenti izra¢unali na temelju
gustoée umjesto na temelju relativnih gustoéa, sto se vidi iz relacija /43/ i /44/.
Ako se izratunati koeficijenti uvrste u relaciju /33/ dobiva se:

100 p — 100 g,
0

S = 1,2x + 2,665 /52!
Gdje je:

S — postotak masenog udjela suhe tvari u mlijeku

x — postotak masenog udjela mljetne masti u mlijeku

d — relativna gustoéa mlijeka

o — gustoéa mlijeka

03 — gustocéa vode

Relacija /52/ je vrlo sliéna Fleischmann-ovoj formuli — relacija /51/.
Razlika je u tome $to se, uz postotak mljeéne masti, kao varijabla uzima gu-
sto¢a mlijeka u relaciji /52/, a u relaciji /51/ relativna gustoéa mlijeka.

Poznavanjem izvoda formule mogué je bolji kriti¢ki odnos prema formuli
i njena pravilna primjena i olak3ana je moguénost toénijeg ispravljanja koefi-
cijenata, ako je to potrebno.

Naime, ako je Fleischmann-ova formula neprecizna, poznavanjem
matemati¢kog izvoda formule moZe se otkriti uzrok nepreciznosti. Izvod formule
dokazuje da je Fleischmann matemati¢ki ispravno postavio formulu.

Nepreciznost formule moZ%e proizaéi samo iz nedovoljno toéno odredenih
gustoca ili relativnih gusto¢a osnovnih sastojaka mlijeka (mljeéna mast, bez-
masna suha tvar i voda), jer su koeficijenti K, i K. iz relacija /33/ i /45/ po
relacijama /43/ i /44/ izratunati samo na temelju tih podataka.

Posebnu paznju treba se obratiti gustoéi i relativnoj gustoéi bezmasne suhe
tvari, koja je u formuli odredena iznosom d, = 1,6007. Bezmasna suha tvar
sastavljena je od bjelanéevina, laktoze i mineralnih tvari. Relativna gustoéa,
(Hansen 1982) bjelanéevina iznosi 1,451, a gustoéa laktoze i mineralnih' tvari
1,712. Udio bjelanéevina i laktoze u mlijeku nije uvijek isti, nego, kao Sto je
poznato ovisi od viSe éinilaca. O odnosu udjela bjelanéevina, laktoze i mineral-
nih tvari u bezmasnoj suhoj tvari ovisit ée i relativna gusto¢a bezmasne suhe
tvari, pa se njena relativna gustoéa od 1,6007 ne moZe promatrati kao ko-
na¢na. Nastaje potreba toénog utvrdivanja gustoce i relativne gusto¢e bezmasne
suhe tvari za odredeno podneblje, a to se postize brojnim pokusima i statisti¢-
kom obradom podataka. U nekim zemljama ispravljeni su koeficijenti F1lei-
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sc hm an n-ove formule, $to je poznato iz literature (Babié¢ i Miljkovig,
1985).

Gustoce i relativne gustoée osnovnih sastojaka mlijeka moraju biti odre-
dene pri onim Celzijevim temperaturama kod kojih se, kod primjene formule,
u laboratoriju areometrom mjeri gustoéa ili relativna gustoéa mlijeka.

Kao 5to je reteno, Fleischmann je koeficijente svoje formule izra-
¢unao na temelju relativnih gustoéa (ili relativnih specifi¢nih tezina) osnovnih
sastojaka mlijeka pri temperaturi od 15°C, uzev$i za referentni medij vodu
pri 15°C, (Petrié¢i¢, 1984).

Kad je areometar (laktodenzimetar) podeSen za mjerenje relativne gustocc
pri 20 °C, primjenjuje se Fleischm ann-ova formula s ispravljenim koefi-
cijentima, koja glasi (Miljkovié i Katié 1985):

S = 1,311x + 2,783 108100 /53
d

U novije vrijeme, u skladu s novim zakonom o mjernim jedinicama i mje-
rilima, upotrebljavaju se areometri podeSeni za mjerenje gustoée mlijeka pri
20 °C (ili 15 °C), te se u tom slu¢aju ne moZe primijeniti druga varijanta formule
po relaciji /33/

100 o — 100 g,

e
u kojoj je pored gustoée mlijeka uzeta u obzir gustoéa vode (pri 15 °C ili 20 °C,
p; <1 kg/dm?).

Potrebno je na kraju naglasiti da je neopravdan zahtjev Drustva veterinara
i veterinarskih tehni¢ara Rijeke da se ukine radunski postupak odredivanja
postotka suhe tvari u mlijeku po Fleischm ann-u, zbog primjene »gustoée«
po Medunarodnom sustavu mjernih jedinica (SI) umjesto ranije »specifi¢ne
tezine« po Tehniékom sustavu mjernih jedinica (TS) (Vijesti — Mljekarstvo,
1986).

Upotrebom gustoée umjesto specifi¢ne tezine niSta se bitno ne mijenja u
formuli, jer masa od 1 kg ima teZinu od 1 kp (9,80665 N), pa gustota izrazena
u kg/m?® ima isti brojéani iznos kao i specifiéna teZina izrazena u kp/m?®, odnosno
gustoéa izrazena u kg/dm® ima isti brojéani iznos kao i specifi¢na teZina izra-
Zena u kp/dm?® Uz to u osnovnoj Fleischmann-ovoj formuli ne upotreb-
ljava se specifi®na teZina nego relativna specifiéna teZina.

Specifiéna tezina je omjer tezine i volumena neke homogene tvari, pri
femu se pod tezinom G podrazumijeva normalna tezina Go pri normalnom
ubrzanju zemljine teZe (gravitacije) g = 9,80665 m/s?, a u Tehni¢kom sustavu
mjernih jedinica (TS) ona se izrazavala u kp/m?® ili kp/dm?.

(Uzgred refeno, specifi¢tna teZina nije zabranjena po Medunarodnom su-
stavu mjernih jedinica. ali je zabranjeno njeno izrazavanje u kp/m?® i kp/dm?,
pa se mora izrazavati u N/m?® ili N/dm? Upotrebom gustoce, primjena speci-
fiéne tezine izgubila je praktiénu vaznost, RazZznjevié 1985).

Relativna specifiéna teZina odredena je kao omjer teZine neke tvari i
tezine referentne tvari, pa ima potpuno isti iznos i dimenziju kao i relativna
gustoca.

S =K,x + K.
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U mljekarskoj literaturi pod pojmom »specifiéna teZina« éesto se zapravo
radi o »relativnoj specifi¢noj teZini«, §to dovodi do zabune.

Dakle, primjenom »gustoée« po SI sistemu umjesto »specifiéne tezine« po
TS sistemu, a naroéito »relativne gustoée« umjesto »relativne specifiéne te-
Zine«, nista se bitno ne mijenja kod Fleischmann-ove formule. Potrebno
je samo terminolosko uskladivanje s novim zakonom o mjernim jedinicama
i mjerilima, (Sl. list 9/1984).

Zakljuéak

Fleischmann-ova formula za ratunsko odredivanje postotka masenog
udjela suhe tvari u mlijeku pravilno je matematiéki postavljena.

Koeficijenti formule ovisni su samo o gusto¢i ili relativnoj gustoéi osnovnih
sastojaka mlijeka i o njihovom medusobnom odnosu.

Moguce je upotrebljavati dvije varijante formule, ovisno o tome da li se
areometrom mjeri gustoéa ili relativna gustoéa mlijeka.

Ovaj rad moze posluziti kao inicijativa da se u nadleznim ustanovama i na
struénim skupovima toéno utvrde koeficijenti Fleisch mann-ove formule
za nase podneblje.
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