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PRIBLIZNO RJESAVANJE NELINEARNIH JEDNADZBI.
METODA BISEKCIJE

APPROXIMATE SOLUTION OF NONLINEAR EQUATIONS.
BISECTION METHOD

Marijan Cancarevi¢, NataSa Loncarié¢

Struni ¢lanak
Sazetak: U prvom dijelu rada opéenito je definiran problem nalaZenja pribliznih realnih rjeSenja nelinearnih jednadzbi
(nultocki neprekidnih funkcija) i izvedena je procjena greske aproksimacije. U nastavku je izloZena metoda bisekcije
(polovijenja) i analiza greske. Takoder, rad sadrzi matematicki softver —Matlab potreban za rjesavanje nelinearnih
Jjednadzbi primjenom racunala. Sve izloZeno popraceno je rijesenim primjerima.

Kljuéne rijeci: priblizno rjesenje, nelinearna jednadzba, greska aproksimacije, metoda bisekcije (polovljenja),Matlab,
m-file aproksimacija

Professional paper
Abstract:In the first part of the paper a general definition of the problem of finding approximate real solutions of
nonlinear equations (zeros of continuous functions) is given and an estimate of approximation error is derived. It is
followed by exposed Bisection method (The Halving Method) and error analysis. Moreover, this paper presents
mathematical software Matlab required for solving nonlinear equations using computers. Everything presented is
accompanied by solved examples.

Keywords:approximate solution, nonlinear equation, approximation error, Bisection method (The Halving Method),
Matlab, m-file approximation

1. UVOD Lako provjerimo uvrStavanjem da je x = 2 rjeSenje
jednadzbe (1).
Pretpostavimo da je poznato kako se rjesavaju jednadzbe 5
3x—5=0, x2—3x—4=0, sinx + cosx =1, Sto napraviti ako je zadana jednadzba
log(2x — 3) —log(3x +4) = —1, ... log(2x — 3) = —x
Tako npr. jednadzbu koja na prvi pogled izgleda jednostavnije nego prethodno
rijeSena  jednadzba?  Primjenjujuéi  elementarnu
log(2x —3) —log(3x +4) = —1 (1) matematiku zadanu jednadzbu nije moguce rijesiti i ne
preostaje niSta drugo nego da se rjesenje trazi nekom od
rjeSavamo na sljedec¢i nadin: metoda numericke matematike.

log(2x —3) —log(3x +4) = —1 . .
2. PRIBLIZNO RJESAVANJE NELINEARNIH
2x—3 1 JEDNADZBI

o83 +4 = °81g

Promotrimo problem nalaZenja pribliznog realnog

2x—3 1 rjeSenja (aproksimacije rjeSenja) jednadzbe

3x+4 10

f(x) = 0 ili nultocke funkcije f(x).
102x —3)=3x+4
Najprije  spomenimo vazno svojstvo  funkcije
17x = 34 neprekidne na segmentu:

x =2 Ako je funkcija f(x) neprekidna na segmentu [a, b] i
f(a)- f(b) <0, onda postoji bar jedan c € {a, b) takav
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da je f(c) = 0. Ako je pritom f(x) strogo monotona
funkcija, onda je c jedinstven (slika 1.).

F 7

4 C&:

Slika 1. Svojstvo funkcije neprekidne na segmentu

Ovo svojstvo nam omogucava da racunski provjerimo
postojanje nultocke funkcije u odabranom segmentu .
Tako funkcija f(x) = x* — 3x? + 1 ima realnu nulto¢ku
u intervalu [1.5,2] jer je

f(1.5)-f(2) = -5 <0.
Lako se vidi da je za svaki x € [1.5,2] derivacija
f'(x) = 4x3 — 6x = 2x(2x% — 3)

pozitivna, §to znac¢i da funkcija f(x)raste na intervalu
[1.5,2] i da postoji samo jedna nultotka. Cesto interval
u kojem se nalazi nultocka funkcije odredujemo
grafickim putem. Ako znamo nacrtati graf funkcije, onda
iz grafa is¢itamo interval unutar kojeg se nalazi sjeciste
grafa i osi apscisa (x-osi). Graf funkcijef(x) = x* —
3x?% + 1 prikazan je na slici 2.

/I

-2 -1 0 1 2

Slika 2. Graf funkcije f(x) = x* —3x2 +1

Iz grafickog prikaza saznaje se da jednadzba x* —
3x? + 1 = 0 ima Cetiri realna rjeSenja, odnosno funkcija
f(x) = x* — 3x? + 1 ima Cetiri realne nultocke.

Ako je u jednadzbi f(x) =0 graf funkcije
f(x)slozen za skiciranje, onda jednadzbu (ako je
moguce) treba zapisati u obliku g(x) = h(x), pri ¢emu
su nam poznati grafovi funkcija g(x) i h(x).

Rjesenja jednadzbe su apscise sjecista grafova
funkcija g(x)ih(x). Jednadzbu x*—3x2+1=0

Jo ]

VA

Slika 3. Grafi¢ki prikaz rjeSenja jednadzbe x* = 3x2 — 1

Tocnost aproksimacije moze se ocjenjivati sljedec¢im
teoremom.

Teorem 1. Neka je funkcija f(x) neprekidna na
intervalu [a, b] i derivabilna u {a, b). Ako je c € [a, b]
to¢no rjeSenje jednadzbe f(x) = 0, a ¢, priblizno, onda
vrijedi sljede¢a nejednakost:

If (en)l .
|C - Cnl < Tn! m= mlnasxsblf’(x)l (2)

Dokaz: Prema Lagrangeovom teoremu
vrijednosti izmedu c i ¢, postoji broj ¢ takav da je

f©) = flen) = f1(©)(c = cp)

Kako je f(c) = 0, dobivamo

srednje

_ _ |flen)
le=enl = 7ol
azam = mingc.<p|f (%)
If (eI
lc —c,| < f(Cn)
m

¢ime smo dokazali nejednakost (2).

Nakon lociranja rjeSenja jednadzbe f(x) = 0 izabire
se neka od metoda za nalaZenja pribliznog rjesenja, npr.
metoda bisekcije, metoda iteracije, Newtonova metoda,
metoda sekante i dr. U nastavku je izloZzena metoda
bisekcije koja je najjednostavnija.

3. METODA BISEKCIJE (POLOVLJENJA)

Pretpostavimo da se u intervalu [a,b] nalazi
jedinstveno rjeSenje jednadzbe f(x) = 0, gdje je funkcija
f(x) neprekidna (slika 4.). Stavimo a; =a, b;=b i
€ = al:bl. Ako je f(c;) =0, tada je ¢, traZeno

Ako nije i vrijedi f(a,) - f(c;) <0, sljedecu

rjesenje .

mozemo zapisati u obliku x* =3x2 —1 (slika 3.) ili aproksimaciju ¢, trazimo wu intervalu [a;,¢;] i
4 1=3 2 - _ _ . _ az+b;y v s .

x*+1=3x"“. uvodimoa, = a;, b, = ¢ ic, = . U slucaju da je
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f(ay) - f(cy) > 0, aproksimaciju ¢, trazimo u intervalu
[¢y, bq]i @y = ¢y, b, = by. Postupak nastavljamo sve dok
ne postignemo zadanu to¢nost (e ) ili unaprijed zadan
broj koraka (n).

Slika 4. Metoda bisekcije

Ovime sSmo definirali niz intervala
las, by, [ay, by), ..., [ay, by, . tj. omedene i monotone
nizove

a; <a;, < <a, <-- (rastudi) i
by = b, = - b, = - (padajuci)
za koje vrijedi
lim, ., a, =lim,_ ., b, =c.

Kako je f(a,)f(b,) < 0 i funkcija f(x) neprekidna,
to je (f (¢))? < 0, odnosno f(c) = 0.

Kad se govori o to¢nosti aproksimacije, 0dnosno o
apsolutnoj grani¢noj gresci, ona je u 1. koraku manja ili
jednaka polovini duljine pocetnog intervala.

Doista, ¢ € [a,b]ic, = aTH’ daje

a+b
le—al= |- <[p -7 =2
Opcenito, greska aproksimacije ¢ rjeSenja jednadzbe
f(x) =0 nakon n koraka (polovljenja) odredena je
nejednadzbom

Iz prethodne nejednadzbe nalazimo

log(b—a)-loge

> o 7 et

= log2 ! 3)
¢ime je odreden broj koraka koje treba izvrSiti da bi
aproksimirali rjesenje jednadzbe za zadanu to¢nost .

Primjer 1.RijeSimo metodom bisekcije jednadzbu
Inx + x — 3 = 0 s to¢noséu 0.5- 1072,

Rjesenje: Zapis$imo jednadzbu u obliku lnx = —x + 3.
Graficki, rjeSenje jednadzbe je apscisa sjecista grafova

funkcija g(x) = Inx i h(x) = —x + 3 (slika 5.). Sa slike
i¢itavamo da se krivulje sijeku u intervalu [2,3].

N

"

=

-4

Slika 5. Grafi¢ki prikaz rjeSenja jednadzbelnx = —x + 3

Cinjenice da je funkcija
neprekidna na segmentu [2,3] i

f(x)=Inx+x-3

F2)-f3)=(0Un2+2-3)-(n3+3-3)<0

potvrduju toc¢nost izbora intervala odredene grafickim
putem. Nadimo jos i prirodan broj n za zadanu tocnost
0.5-1072. Uvrstimo li u (3) podatke koje imamo,
dobivamo

log(3—2)-log(0.5:10~2

) 7.6439 odnosno n = 8.
log2

n>

Radi jednostavnosti, racunski dobivene  brojeve
zaokruzujemo na cetiri decimale. Preglednost i lakse
pracenje postupka i greske aproksimacije omogucuje
nam tabela 1.

Tabela 1. Koraci pri odredivanju rjesenja jednadzbe
metodom bisekcije

i a; b; Ci fla) | f(e) | fla)f(c) £

1 2 3 2.5 - + - 0.5
2 2 2.5 2.25 - + - 0.25
3 2 2.25 2.125 - - + 0.125
41 2125 225 | 2.1875 - - + 0.0625
521875 | 225 | 2.2188 - + 0.0313
6 | 2.1875 | 2.2188 | 2.2031 - - + 0.0156
7 | 22031 | 2.2188 | 2.2110 - + 0.0078
8 [2.2031 | 2.2110 | 2.2070 0.0039

Dobije se da zadana jednadZba ima priblizno rjeSenje
cg = 2.2070 i apsolutnu grani¢nu gresku aproksimacije
e = 0.0039.

Pokazimo sada kako rijesiti problem nalaZenja realne
nultocke (rjeSenja jednadzbe) koriste¢éi matematicki
softver -Matlab.

Primjer 2. Metodom bisekcije odredimo najveéu
nultotku funkcije f(x) = 2sin?x—+Vx—2 zan=10 i
procijenimo to¢nost.

Rjesenje: Do rjeSenja mozemo do¢i istim postupkom kao
u prethodnom primjeru. Medutim, racun postaje puno
jednostavniji i precizniji ako koristimo neki od mnogo
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ponudenih matematickih softvera. RijeSimo primjer uz
primjenu programskog paketa i jezika Matlab.
Najprije lociramo nultocku skiciranjem grafa funkcije

f(x) = 2sin?x — vx — 2 (slika 6).

>>Syms X
>> f=2*sin(x)"2-sqrt(x-2);
>>ezplot(f,[2,7])

>>grid

y=2 sin(x)2-(x-2)/2

1.5k

0.5

2 2.5 3 3.5 a 4.5 5 5.5 6 6.5 7
x

Slika 6. Graf funkcije f(x) = 2sin?x — vx — 2

Zadana funkcija ima tri realne nultocke i najveca se
nalazi u intervalu [5,6]. Da nema drugih nultocki veéih
od 6, lako se vidi usporedbom funkcija g(x) = 2sin?x i

h(x) = vx—2 Kako za svaki realan broj x
vrijedi 2sin?x <2 i za x=6 je Vx—-22=2,
zakljuCujemo da se desno od 6 grafovi funkcija

g(x)ih(x) ne mogu sje¢i. Naravno, to moZemo i
graficki utvrditi tako da u naredbi ezplot (f, [2,7])
mijenjamo interval.
Napisimo program (m-file) kojim se realizira metoda
bisekcije. Program mozZe biti sljedeci:
function y=metbis(funkcija,a,b,n)
if subs(funkcija,a)*subs(funkcija,b)>0 ,'greska u
ulaznimpodacima', end
formatlong
for k=1:n
c=(a+b)/2;
if abs(subs(funkcija,c))==0, break, end
if subs(funkcija,c)*subs(funkcija,a)>0 a=c;
else b=c; end
end
y=¢

Pozovimo sada m-file methis sa stvarnim
parametrima (funkcija= f,a = 5,b = 6,n = 10):
>> metbis(f,5,6,10)
ans = 5.07128906250000

Dakle, deseta c;, aproksimacija najvece nultocke
funkcije  f(x) = 2sin?x—+Vx—2  iznosi
5.0712890625.

C10 =

Za grani¢nu apsolutnu gresku aproksimacije vrijedi:

2% < £ 1. 0.0009765625 < ¢

2

Napomena 1. Funkcijski m-file metbis (funkcija, a, b, n)
omogucuje rjesavanje bilo koje nelinerne jednadzbe

oblika f(x) = 0 (nademo realne nultocke bilo koje
funkcijef (x)).
4. ZAKLJUCAK
Odredivanje pribliznih vrijednosti (aproksimacija)

nije rezultat samo matematicke teorije nego i realnost. U
mnogim sluc¢ajevima, iako se zna to€an rezultat koji je i
prakti¢no izvediv, zbog jednostavnosti primjenjuje se
njegova aproksimacija. Tako se umjesto realnog broja s
beskona¢no mnogo decimalau praksi koristi njegova

priblizna vrijednost s kona¢no decimalnih
mjesta.Zamjenu toénih s pribliznim vrijednostima
osigurava moguénost pracenja greSke. U mnogim

prakticnim 1 teorijskim zadacima okvirno su poznate
dopustive vrijednosti greske. Razvoj informacijskih
tehnologija omogucava da teorijski razradene metode i
algoritme prilagodimo odgovaraju¢em softveru, a time
povecamo preciznost pribliznog rauna i
pojednostavljenje.
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