JEDAN KONSTRUKTIVNI ZADATAK
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Sefekt Arslanagi¢, Sarajevo, BiH

[VJatkama od 23. do 28. broja objavljen je niz ¢lanaka autorice Sanje

Varosanec vezanih uz konstrukcije trokuta ako je zadan zbroj duljina
stranica, razlika duljina stranica, jedna ili barem jedna visina, te konstrukci-
je trokuta pomocu teZiSnice, dok je u (atki broj 54 objavljen ¢lanak Zeljka
Buranjija o konstrukciji trokuta pomocu polumjera. U ovom ¢emo se ¢lanku
pozabaviti jednim posebnim konstruktivnim zadatkom vezanim uz pravokut-
ni trokut.

Rijec je o sljede¢em zadatku:

Konstruirajte pravokutni trokut AABC kojemu su zadani polumjer
opisane kruznice (R) i polumjer upisane kruznice (r).

Prije nego $to prijedemo na rjeSavanje ovog zadatka, dokazat ¢emo dva
poucka koji se odnose na polumjere opisane i upisane kruznice (R i r) za bilo
koji pravokutni trokut.

Poucak 1. U pravokutnom trokutu AABC za polumjer opisane kruznice
vrijedi jednakost R = % , gdje je |AB| = ¢ duljina hipotenuze tog trokuta.

.
/ \ ™~ . Slikal

Dokaz: Neka je tocka D poloviste hipotenuze AB pravokutnog troku-
ta AABC (sl. 1.); tada je CD tezi$nica trokuta AABC. Ako je tocka E po-
loviste katete AC toga trokuta, onda je DE srednjica trokuta AABC te je
DE||BC.Bududidaje BCLAC,ondajei DE L AC.Bududidaje |CE| = |AE|,
|ZCED|=|£AED|=90°i |DE| = |DE|, zaklju¢ujemo da je AADE = ACDE . Iz te
sukladnosti slijedi da je |CD| = |AD|.

Bududi da je tocka D poloviste hipotenuze AB (tj. da vrijedi |AD| = |BD|),

1
zaklju¢ujemo da je |CD| = |AD| = |BD| = §|AB|.
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Dakle, tocka C pripada kruznici opisanoj trokutu AABC sa sredistem u
tocki D - polovistu hipotenuze AB trokuta. Zbog toga je polumjer te kruZnice

.
R==|AB|,4j. R==.
2 2

Poucak 2. U pravokutnom trokutu AABC vrijedi jednakost r = a+ 127 -

pri ¢emu su a = |BC| i b = |AC| duljine kateta, a ¢ = |AB| duljina hipotenuze
tog trokuta.

[(Vlatka 21 (2012./2013.) br. 83

Dokaz 1: Neka je u pravokutni trokut AABC upisana kruznica k ¢iji je
polumjer duljine r, a srediste joj je tocka I (sl. 2.).

Povrsina trokuta AABC jednaka je zbroju povrsina triju trokuta sa zajed-
nic¢kim vrhom I:
Passc = Pasic + Paarc + Paas > -

ar br cr
Paagc =+ +

2 2 2

odnosno (stavljajuci daje p,,zc =p):

™~
‘\%}?~\§n

a+b+c
= - r

. B
2 Slika 2.

Oznacimo li sa s = atbre poluopseg trokuta AABC , njegova je povr-
$ina jednaka p=rs. 2

Budu¢i da je pzaz—b i p=rs, zakljucujemo da je rs:%, tj.

a+b+c ab
r- =

= odakle slijedi r = . Dalje dobivamo:

2 at+b+c
_ab -a+b_c~(a+b>c)
Ca+b+c a+b-c
r_ab(a+b—c).
(a+b)’ —c*’

__ab(a+b—c) (czza2+b2)
a’+b* +2ab—c*’

te najzad
a+b-c
r=

2

>

§to je trebalo dokazati.
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Dokaz 2: Neka su tocke M, N i P redom dirali$ta kruZnice k sa stranicama
AB, BC i AC trokuta AABC (sl. 2.).1z C¢injenice da vrijedi AAIM = AAIP,
ABIM = ABIN i ACIP = ACIN , slijedi:

|AM|=|AP|, |BM|=|BN| i |CP|=|CN|=r
(jer je cetverokut CPIN kvadrat).
Nadalje, zbog [AM|=|AP|=b—-r,|BM|=|BN|=a—r,kaoi
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|AB|=|AM|+|BM| i |AB|=c,
vrijedi jednakost:
c=b-r+a-r,
a odavde je
_a+b-c
2

§to je i trebalo dokazati.

Sada ¢emo prijeci na konstrukciju pravokutnog trokuta AABC kojemu

+b- +b
a ¢ dobivamo r = aT —R, odnosno

su zadani R i r. Iz jednakosti r =
R+r= % ,tj. a+b=2(R+r).Dakle, dani zadatak sveli smo na ekvivalen-

tni zadatak konstrukcije pravokutnog trokuta kod kojega je:
¢=2R, a+b=2(R+r),|£ZACB|=90°,

gdje su Rir zadani.

Svakako ovaj zadatak nije tesko rijesiti.

1° Analiza

Neka je pravokutni trokut AABC traZeno rjesenje
(sl. 3). Kako je |CD| = |AC| = b (D €BC), to je |BD| =
|BC| + |CD| = a + b. Trokut AACD je jednakokracan
i pravokutan pa je |ZCAD|=|ZCDA|=45°, a totka C
pripada simetrali s duzine AD. Takoder je |AB| = c = 2R.
Dakle, trokut AABD je odreden jer je u njemu poznato
|BD|=a+b=2(R+7),|AB| =2Ri |£ZBDA|=45°,i taj se
trokut moze lako konstruirati. Sjeci$te simetrale s stra-
nice AD s duzinom BD jest tocka C. Na kraju spojimo
tocke A i C pravcem AC.

Slika 3.
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2’ Konstrukcija se sada lako izvodi pomocu $estara i ravnala. Preporucu-
jemo mladim Citateljima da to u¢ine sami uzimajuci po volji R i r (vode¢i racu-
na da prema Emmerichovoj nejednakosti za pravokutni trokut mora vrijediti
nejednakost R > (1 + \/Z)r ).

3" Dokaz slijedi ocigledno iz analize koja je detaljno provedena.

4’ Diskusija
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Zadatak ima jedno rjeSenje ako je R2(1+\/5)r. Budu¢i da je
!AD|z :|AC|2+|CD[2 =2b*, to je |AD|:b\/5, pa za trokut AABD vri-
jedi nejednakost trokuta |AB| + |AD| > |BD|, . c+by2>a+b, t.
c>a——(\/2_-—l)b<:>b>r\f2_,étojetoénojerjec>a.

Napomena: Dokazat cemo Emmerichovu nejednakost: R > (1 +2 )r .

+b-c
Dokaz: Kako je R :% ir :aTL , to je Emmerichova nejednakost

ekvivalentna s nejednakos$cu:

2(14_\/5).614—}2)—6

[ SSHESY

<:>c2(1+\/§)(a+b——c)/-(\/§—1>0)
c>c(ﬁ—1)2a+b—c
Sa+b<ce2. ()

Na temelju nejednakosti izmedu aritmeticke i kvadratne sredine, vrijedi:

Sa+b<ed2,

a ovo je (*). Dakle, Emmerichova je nejednakost to¢na. Vrijedi jednakost ako
jea =b,tj. kada je u pitanju jednakokracni pravokutni trokut.
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