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Sefket Arslanagi¢, Sarajevo

D jeljivost cijelih brojeva predstavlja vrlo zanimljivo i vazno podrucdje
algebre koje je gotovo nezaobilazno na raznim ucenickim natjecanji-
ma $rirom svijeta. Na ovu su temu i uWJatki objavljeni razni zanimljivi ¢lanci.
U ovom ¢emo ¢lanku koristiti sljedeca dva pravila:

a -b" =(a—b)(a"’1 +a"b+...+ab"? +b"’1), (1)
gdjesu a,beR ineN;te
a"+b" =(a+b)(a”_1 —a"’b+...—ab"”? +b”"l), (2)
gdje su a,b € R in neparan prirodan broj.
Koriste¢i navedene ¢injenice, kroz primjere ¢emo dokazati nekoliko tvrd-

nji u vezi s djeljivoscu cijelih brojeva. Naravno, ovdje ¢emo postovati metodic-
ko nacelo koje glasi: od laksega k tezem.

Primjer 1. Dokazimo sljedece tvrdnje:

a) 99|1o10 —1; b) 1oo|111° —1; <) 620|1255 —25%;
d) 33|255 +1; e) 13|32°13 ~1.
Rjesenje:

a) Primjenom pravila (1) dobivamo:
10 ~1=(10*)" =1=100° ~1=(100—1)-(100* +100° +100” +100 +1) =99- M

pri ¢emu je M =100" +100° +100” +100 +1. Dakle, 99(10" 1, to je trebalo
dokazati.

b) Primjenom pravila (1) dobivamo:
11° —1=(11-1)(11° +11° + 117 +11°+11° +11° +11° +11° +11+1) =
=10(10° +11° +117 +11° +10° +11° +17° +11° +11+1).

U zagradi se nalazi zbroj deset pribrojnika koji zavrsavaju znamenkom 1,
pa taj zbroj zavr$ava znamenkom 0 te je djeljiv brojem 10. Dakle, broj 11" —1
djeljiv je brojem 10 x 10 = 100, $to je trebalo dokazati.

¢) Primjenom pravila (1) dobivamo:
1)
125° -25° =(5°) - (5?)° =5 =52 =57 (5" ~1)=5" (5 -1)(5* +5+1) =
=5".5.4.31=5".20-31=5"-620,

a ovaj broj djeljiv je brojem 620, sto je trebalo dokazati.
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d) Primjenom pravila (2) dobivamo:
(2)
27 +1=(2°) +1=32" +1" =(32+1)(32° —32° +32° — ..~ 32+1) =
=33(32" —32" +32° —...—32+1),

a ovaj broj djeljiv je brojem 33, §to je trebalo dokazati.

e) Primjenom pravila (1) dobivamo:

1
30 1=3" —1=(37)7 —1=277 -1 =(27-1)(27° +27°° 4.+ 27 +1) =

=26(277 +27° +..+27 +1),
a ovaj broj djeljiv je brojem 13, §to je trebalo dokazati.
Primjer 2. Dokazimo da je broj M = 2*"*' — 2" —1; (n € N) djeljiv brojem 9
Rjesenje: Zadani izraz M =2"""' —2*" —1 mozemo pisati u obliku:
4n+1 2 4 2 2 2 2 2
M=2"" =27 —1=2.2" 2" —1=2.(2") -2:2" +2" 1=
=2:2" (2" -1)+ (27 -1}, §. M =(2" -1)(2"" +1).

Kako je na temelju (1) i (2)

M:24n+1_22n_1:2.24n_22n_1:2'(2271)2_2.2%1+22n_1:2.22n(22n_1)+(22n_1)

te
2" 1= (241)(2" -2 42 - 2+1), 4
2 1=3(27 -2 42 - —241)),
dobivamo da je
M=9(4"" +4"2 + . +4+1) (2" -2 4277 — - 2+1),

a ovaj broj je djeljiv brojem 9, to je trebalo dokazati.

Primjer 3. Neka je n prirodan broj. Dokazimo da je broj M = 3" + 63 dje-

ljiv brojem 72 ako i samo ako je # paran broj.

Rjesenje: a) Neka je n paran prirodan broj. Dokazat ¢emo da je broj n dje-

ljiv brojem 72. Za n = 2 vrijedi M =3* + 63 =72, §to znaci da je tvrdnja to¢na
Neka je n paran broj veci od broja 2, tj. n =2k, (k =2,3, 4,...) . Onda je:
M=3"+63=(3") +63=9"+63=9" ~9+72=9(9"" —1)+72(i)
(i)9(9—1)(9k*2 +97 4 +9+1)+72=
=9-8(9" 7 +9 7+ . +9+1)+72=
= 72(91"2 +97 4 +9+ 2) ,tj. 72|M , §to je trebalo dokazati.
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b) Neka je broj M =3" + 63 djeljiv brojem 72; dokazat ¢emo da je n paran broj.
M=3"+63=3"-9+72=3"(3"7-1)+72=9(3"" -1)+72.

Ovaj broj djeljiv je brojem 72 samo u slu¢aju kada je broj P =3""2-1 dje-
ljiv brojem 8. Na temelju pravila (1) vrijedi:

P=(3-1)(3"7+3"" +..+3 +3+1), 4.

P:2(3"‘3+3”'4+...+32+3+1),

3" 43 432+ 341,

pa 8|P ako vrijedi 4

Ako je n neparan broj, t. n=2k-1(keN), tada u zbroju
3"? +3"* +..43”+3+1 ima neparan broj (2k—1) pribrojnika koji su ne-

parni, pa je u tom slucaju 4 / 3"2+3"" +...+3% +3+1. Znadi, n mora biti pa-
ran broj, tj. n =2k, to je trebalo dokazati.

Primjer 4. Dokazimo da je broj A =2222%% +5555%* djeljiv brojem 7.

Rjesenje: Zadani broj A mozemo pisati u obliku
A=22227% 4555577 = (2220%% 4+ 47 ) 4 (55557 — 4772 ) - (47 — 4722,
Prema (1) i (2) slijedi:
1° 2222°%° +4%% =(2222+4)- A, =2226A, =7-318A4, je djeljivo brojem 7;
2° 555572 — 4% =(5555—4)- A, =5551A, =7-793A, je djeljiv brojem 7;
T Sl C Rt | B e -[(43 ) - 1} =472 (64" ~1) =
=472 .(64-1)- A, =63-477 . A, =7-9-472 . A, je djeljiv brojem 7.

Iz 1°,2°i 3° slijedi da 7|22225555 +5555” | §to je trebalo dokazati.
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