GEOMETRIJA PROSTORA...

Geometrija prostora
— presjeci tijela ravninom

SNJEZANA DECGMAN?, ANDREJA HALAVUK?, ZELJKA MILIN S1pU$?

1. Uvod

Prostorni zor predstavlja vazan dio ljudske inteligencije. To je podrucje ve¢ od
1920-ih godina aktivno podrucje istrazivanja za psihologiju, matematiku, umjetnost,
prirodoslovlje i tehniku. Iako ne postoji op¢i dogovor oko terminologije u podrudju,
mozemo recida je prostorni zor sveobuhvatni pojam koji podrazumijeva prikazivanje,
transformiranje, generiranje i prisjecanje simbolicke, neverbalne, najcesce prostorne
informacije. Razvijanje prostornog zora cilj je i matemati¢kog obrazovanja. Doku-
ment Referentni okvir o kljucnim kompetencijama za cjeloZivotno ucenje Europskog
parlamenta i vijeca istiCe prostorno misljenje kao dio matematicke kompetencije. U
dokumentu Nacionalni okvirni kurikulum za predskolski odgoj i obrazovanje te opce
obvezno i srednjoskolsko obrazovanje za podrucje Matematika, posvecena je sustavna
paznja geometriji prostora (a time i razvoju prostornog zora) kroz cijelu obrazovnu
osnovnoskolsku i srednjoskolsku vertikalu. U ovom ¢e ¢lanku biti govora o jednoj
mogucoj temi u (jo§ neprovedenoj) predmetnoj razradi Nacionalnog okvirnog kuri-
kuluma iz geometrije prostora u srednjoskolskoj matematici - to je tema o presjecima
tijela ravninom. Ta tema i sad postoji u gimnazijskom programu matematike.

2. Istrazivanja prostornog zora

Kao $to je ve¢ spomenuto, istrazivanja prostornog zora vrlo su aktivna podru-
¢ja istrazivanja. U istrazivackom kontekstu razlikuju se pojmovi kao prostorne spo-
sobnosti (eng. spatial abilities) i prostorne vjestine (eng. spatial skills). Iako se Cesto
koriste i s jednakim znacenjima (tako ¢emo ih koristiti i u ovom ¢lanku), ti se poj-
movi zapravo odnose na urodene sposobnosti (prostorne sposobnosti), za razliku od
naucenih vjestina (prostorne vjestine). Kod odraslih ljudi prakticki ih je nemoguce
razlikovati. Najce$ce se istrazuju sposobnosti prostorne vizualizacije, medu koje se
ubrajaju sposobnosti misaone rotacije i misaone transformacije, te sposobnosti pre-
poznavanja prostornih odnosa.
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U svijetu se Cesto provode testiranja prostornog zora, osobito studentske STEM
(Science, Technology, Engineering, Mathematics) populacije (primjerice [5], [6]). Poka-
zuje se da je razvijeni prostorni zor, pored znanja matematike, dobar prediktor uspjes-
nosti na tim studijima, osobito na inzenjerskim. Pritom se cesto koriste standardi-
zirani svjetski testovi kao Test misaonih rotacija, Test misaonog presijecanja ili neki
drugi testovi koji znaju biti razvijeni za specifi¢ne svrhe. Koristenje standardiziranih
svjetskih testova ima za prednost mogucnost usporedivanja rezultata postignutih u
razli¢itim obrazovnim sustavima, kao i pracenje rezultata kroz generacije studenata.

Mnoga istrazivanja (npr. [4]) potvrduju da se na razvoj prostornog zora moze
utjecati. Pocevsi od rane Zivotne dobi, pokazuje se da neke aktivnosti, kao sto je sla-
ganje LEGO kockica, rucni rad, sviranje glazbenih instrumenata, bavljenje nekim
sportovima, te u novije vrijeme i igranje ra¢unalnih 3D-igrica, pridonose razvoju
prostornog zora. Vrlo je vazno napomenuti da mnogobrojna znanstvena istraziva-
nja pokazuju da je geometrija prostora unutar matematickog obrazovanja prirodan
okvir za razvoj prostornog zora. Njezin je cilj osposobljavanje ucenika za koristenje
geometrijskih pojmova, koncepata i postupaka za rjesavanje konkretnih prostor-
no-geometrijskih problema, kao i problema iz svakodnevnog Zivota koji ukljuc¢uju
te sadrzaje. To se u visokoskolskom obrazovanju posebno odnosi na predmete kao
$to je nacrtna (deskriptivna) geometrija. U njima se proucavaju metode prikaziva-
nja trodimenzijskih objekata u dvodimenzijskoj ravnini (papiru, plo¢i, platnu, za-
slonu racunala), kao i konstruktivno rjeSavanje geometrijskih 3D-problema ([7],
[8]). Znanstvena istrazivanja, a i zdrav razum, potvrduju neosporan pozitivan utjecaj
poznavanja 3D-metoda i konstrukcija na razumijevanje prostornih odnosa i razvoj
prostornog zora. Danasnja iskustva u poucavanju nacrtne geometrije pokazuju da
je vrlo izazovan zadatak naci idealnu ravnotezu geometrijskih sadrzaja i CAD-sof-
twarea ([7], [8]). Geometrijske 3D-metode i konstrukcije znaju biti vrlo slozene za
provodenje, pa time i zamorne, a i ¢esto se uce kao «recepti”. Software pak omogucuje
brzo prikazivanje, a ¢esto i manipuliranje nacrtanim objektima u svrhu vizualiziranja
iistrazivanja, no bez ideje kako se problemi rjesavaju. Kako bi razumjeli sadrzaje pro-
storne geometrije, studentima inzenjerskih fakulteta u Austriji i Madarskoj, i studen-
titma u SAD-u koji pokazuju slabije rezultate na testovima prostornog zora, cesto se
nude pripremni tecajevi prostorne geometrije ([10]). Zanimljivo je i istrazivanje [9]
provedeno u Japanu u kojem je analiziran utjecaj promjena nacionalnog kurikuluma
na prostorne sposobnosti studenata koji upisuju visoko obrazovanje. Uocen je pad
postignutih rezultata na Testu misaonog presijecanja, no dubinskom je analizom usta-
novljeno da se promjene u postignu¢ima prvenstveno mogu pripisati promijenjenim
ulaznim zahtjevima u visoko obrazovanje i povecanju upisne kvote.

Sve te spoznaje osobito su vazne za zensku populaciju za koju istrazivanja utvr-
duju da ima prosje¢no slabije razvijeni prostorni zor, posebno u podrucju misaonih
rotacija (primjerice, meta-istrazivanje [3]). Pokazuje se da Zene rjesavanju prostor-
nih problema radije pristupaju analiticki nego holisticki, a takav pristup zahtijeva
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vie vremena, $to je takoder vazan faktor koji pridonosi slabijem prosje¢nom uspjehu
zenske populacije ([2]). Holisticke strategije ukljuc¢uju prikazivanje i manipuliranje
prostornim informacijama (na prostorni nacin’, tj. ukljucuju misaono koristenje pro-
stornih odnosa, dok su u analitickim strategijama prostorne informacije reducirane
na niz ne-prostornih odnosa.

2. Metode prikazivanja trodimenzijskih objekata

Prostorna vizualizacija je sposobnost misaonog predo¢avanja odnosno prikazi-
vanja trodimenzijskog objekta na dvodimenzijskoj ravnini, tj. ravnini slike. Pritom
se sluzimo metodama projiciranja. Tipi¢an i poznat primjer projiciranja je nastajanje
sunceve sjene objekta. Pritom je Sunce srediste projiciranja, sunceve zrake su zrake
projiciranja, Zemljino tlo je ravnina slike, a sjena objekta je slika projiciranja.

Projiciranje moze biti paralelno ili centralno, ovisno o na¢inu upada zraka pro-
jiciranja na ravninu slike. Kod paralelnog projiciranja, sve zrake projiciranja su para-
lelne, dok kod centralnog projiciranja zrake projiciranja dolaze iz jedne tocke - sredi-
$ta (centra) projiciranja. Centralnim projiciranjem u ravnini projekcije nastaje slika
koja se naziva centralna projekcija ili perspektiva. Paralelno projiciranje, ovisno o kutu
upada zrake projiciranja na podlogu (ravninu slike), moze biti koso ili ortogonalno.
Kosim projiciranjem nastaje projekcija koja se naziva kosa aksonometrija, odnosno, u
posebnom slucaju kosa projekcija. Aksonometrijsku sliku zadajemo tako da zadamo
sliku (projekciju) nekog ortonormiranog skupa vektora (osni kriz, slika 1.), koji je
kod kose projekcije zadan kao na slici 2. Kod kose se projekcije, dakle, za razliku od
kose aksonometrije opéenito, jedna koordinatna ravnina projicira paralelno s ravni-
nom slike (papira, ploce, zaslona ra¢unala).

Slika 1. Slika 2.

Ortogonalno projiciranje koristi se i kod tzv. Mongeove projekcije, tj. projekcije
na par okomitih ravnina - na horizontalnu (tlocrt) i vertikalnu ravninu (nacrt). Mon-
geova projekcija klasi¢na je metoda nacrtne geometrije za rjeSavanje konstruktivnih
3D-problema. Problemi se rjesavaju u paru okomitih ravnina iz kojih se onda moze
rekonstruirati i prostorno rjesenje. Po potrebi, tijelo se projicira i na tre¢u ravninu,
okomitu na zadane ravnine (bokocrt), odnosno na neku ravninu koja je okomita ili
na horizontalnu ili na vertikalnu ravninu (stranocrt).

Projiciranje ima svojstvo da pravce preslikava u pravce, uz sljedece iznimke: kod
paralelnog projiciranja u tocku se projiciraju svi pravci koji su usporedni zrakama
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projiciranja, a kod centralnog projiciranja svi pravci koji prolaze sredistem projicira-
nja. Vazno svojstvo paralelnog projiciranja je da se paralelni pravci projiciraju u pa-
ralelne pravce (ukoliko to nisu pravci koji se projiciraju u tocke), dok kod centralnog
projiciranja to nije slucaj jer se tamo paralelni pravci projiciraju u pravce koji se sijeku
na horizontu”, u tocki koju nazivamo nedogled (osim pravaca koji su usporedni s
ravninom projiciranja). Na slici 3. prikazana je kocka u perspektivi u kojoj su ista-
knuta dva nedogleda, dvije tocke u kojima se sijeku odgovarajuce familije paralelnih
pravaca.

\/

Slika 3. Perspektivna slika kocke

Kad zamisljamo nacrtani objekt, koristimo usvojene konvencije kao, na primjer,
oznacavanje nevidljivih linija iscrtkanom linijom. Bez toga, kosu projekciju kocke
nacrtanu na slici 4.a mozemo zamisliti kao kocku na slici 4.b ili na slici 4.c. Uo¢imo
da kocku na slici 4.b gledamo odozgo, a kocku na slici 4.c odozdo.

Slika 4.a Slika 4.b Slika 4.c

3. Presjeci tijela ravninom

Problem odredivanja presjecnog lika tijela i ravnine tipi¢ni je problem prostorne
konstruktivne geometrije. Takve presjeke Cesto srecemo i u Zivotnim situacijama, pri-
mjerice, mozemo ih dobiti rezanjem kruha, sira, jabuke i slicno. U nastavi geometrije
pozeljno ih je uvesti upravo tako, postupno, kroz sve cikluse obrazovanja. Za prou-
cavanje apstraktnijih situacija mozemo koristiti gotove geometrijske modele, izraditi
modele od gline ili koristiti software dinamicke geometrije.

U osnovi problema ravninskog presjeka je problem odredivanja presjeka pravca
i ravnine, tj. odredivanje probodista, koji se javlja pri odredivanju presjeka bridova
tijela ili izvodnica tijela ravninom. Ve¢ se u problemu odredivanja probodista mogu
javiti problemi kod misaone vizualizacije nacrtanih tijela, kao u sljede¢em primjeru:
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Primjer 1. Na slici 5. prikazana je kocka u kosoj projekciji. Tocke P, Q, R su tocke
na njezinim bridovima. Pripada li to¢ka R pravcu PQ?

Slika 5.

Odredivanje ravninskih presjeka tijela je, u nacelu, slozen problem koji ukljucuje
i odredena znanja (na primjer, poznavanje presjeka kruznog valjka ili sto$ca ravni-
nom). Od mnogobrojnih standardiziranih svjetskih testova koji procjenjuju prostor-
ni zor, Test misaonog presijecanja je test kojim se ispituje sposobnost misaone vizu-
alizacije ravninskih presjeka objekata. Njegovo provodenje, bez posebne edukacije,
obi¢no pokazuje da je odredivanje ravninskih presjeka (slozenih) objekata tezak za-
datak za studente. Test obuhvaca zadatke odredivanja oblika ravninskog presjeka slo-
zenih uglatih i oblih objekata, kao i zadatke utvrdivanja metrickih odnosa ravninskog
presjeka. Na sljedecoj je slici prikazan uvodni primjer iz testa (tocan je odgovor D).

2 ShDLL

Slika 6. Uvodni primjer iz Testa misaonog presijecanja

I u Hrvatskoj je provedeno istrazivanje prostornog zora studenata tehnickih fa-
kulteta i nastavnickih smjerova matematike ([1]). Usporedni rezultati s rezultatima
studentske populacije u regiji (Austrija, Njemacka, Madarska) i u Japanu, upucuju na
manjkavosti postojeceg $kolskog nastavnog plana u podrucju geometrije prostora.

Zadrzimo se na ravninskim presjecima kocke koja omogucuje dovoljno prostora
za ucenicko istrazivanje. Neka od mogucih pitanja za istrazivanje su: Moze li presjek
kocke ravninom biti trokut, Cetverokut, peterokut, Sesterokut, sedmerokut,...? MoZe li
presjecni trokut biti jednakostranican, jednakokracan, pravokutan? Moze li presjecni
Cetverokut biti romb koji nije kvadrat? Itd.

Na sljede¢im su slikama prikazani neki od tih presjeka nacrtani pomoc¢u pro-
gramskog paketa Mathematica 8. Mozemo uociti da Mathematica koristi perspektiv-
nu sliku tijela (kocke) i da nevidljivi bridovi u gotovom modelu kocke nisu oznace-
ni iscrtkanom linijom. Program ima mogucnost dinamicke vizualizacije nacrtanih
objekata, tako da je tijelo moguce dovesti u polozaj u kojemu se presje¢na ravnina, a
time i presje¢ni lik, «vidi” kao pravac odnosno duzina.
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Slika 7. Presjeci kocke ravninom

Slika 8. Presjek kocke ravninom po Sesterokutu i Jbocni” pogled
na presjek kocke u kojem se presjecni lik vidi” kao duZina

Problem odredivanja presjeka tijela ravninom moguce je rijesiti konstruktivnim
metodama nacrtne geometrije koriste¢i Mongeovu projekciju. Tijelo prikazujemo u
kosoj aksonometriji (vidi sliku 10.) koja nudi «prostorni” prikaz tijela i povezuje ga s
njegovim tlocrtom i nacrtom. Osnovna ideja odredivanja presjeka sastoji se u pogod-
nom odabiru ravnine na koju se projiciraju zadani objekti, a u kojoj e se presjecni lik
projicirati u duzinu, upravo kao na slici 8. Na slici 9. prikazana je metoda odredivanja
presjeka pravca i drugoprojicirajuce ravnine, tj. ravnine okomite na ravninu nacrta u
kosoj aksonometriji. Ravnina nacrta na ovoj slici je desna bo¢na ravnina. Projekcija
probodista P” moze se jednostavno odrediti u ravnini nacrta u kojoj se cijela zadana
ravnina projicira u pravac r; tada je projekcija probodista P” presjek pravca r i pro-
jekcije p” zadanog pravca p. Potom se trazeno probodiste P odreduje na pravcu p.

Slika 9. Presjek pravca i
ravnine koja je okomita na
nacrtnu ravninu
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Na slici 10. prikazan je presjek kvadra drugoprojiciraju¢om ravninom u kosoj
aksonometriji. Opet je prisutna ideja pogodnog odabira ravnine projekcije u kojoj je
projekcija objekata $to jednostavnija. Kako je presje¢na ravnina okomita na ravninu
nacrta, ona se u nacrtu cijela projicira u pravac (u svoj drugi trag), te se presjecni lik
projicira u duzinu (173”) na tom pravcu. Tu je duzinu potom jednostavno .vratiti” u
aksonometrijsku sliku tijela. Opcenito, ukoliko presje¢na ravnina nije prvo- ili dru-
goprojicirajuca, tada se postavlja nova ravnina projiciranja, tzv. stranocrtna ravnina,
koja je okomita na presje¢nu ravninu. Cijela se presje¢na ravnina u stranocrnoj pro-
jekciji projicira u svoj trag, a lik dobiven presjekom u duzinu na tom tragu. Za potre-
be dinamicke vizualizacije presjeka kocke i kvadra ravninom, u okviru diplomskog
rada druge autorice, izradeni su alati u programu dinamicke geometrije, u kojima su
dobivene sljedece slike:

Slika 10. Presjek kvadra drugoprojiciraju¢om ravninom po Cetverokutu i Sesterokutu

U srednjoskolskoj nastavi matematike, medutim, problemu odredivanja presje-
ka tijela ravninom ne pristupamo na taj nacin. Prethodni pristup zapravo omogucuje
proceduralno rjesavanje problema presjeka. U srednjoskolskoj nastavi matematike
problem rjesavamo koriste¢i elementarno-geometrijske metode, koje od ucenika
iziskuju snalazenje u prostornim odnosima. Tijelo prikazujemo koriste¢i kosu ak-
sonometriju ili, specijalno, kosu projekciju. Presjek uglatog tijela ravninom je rub
mnogokuta ¢iji su vrhovi na bridovima, a stranice su njihove spojnice po susjednim
stranama tijela. Kod odredivanja presjeka tijela ravhinom koristimo sljedeca svojstva:

1. SijeCe li ravnina 7 dvije paralelne ravnine X i X, tada su presjecni pravci
s,=m N X is =mxNZXZ usporedni.

2. Sijece li ravnina st dvije ravnine X iX koje se sijeku (po pravcus=2 N X)), tada
se presjecni pravcis, = N X is,=m N X sijeku u tocki S koja lezi na presje¢cnom
pravcu s tj. presjek pravacas , s,, s je tocka S.
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3. Sijece li ravnina r dvije ravnine X i X, koje se sijeku (po pravcus=2 N X)) iako
je s usporedan s 77, tada su presjecni pravcis, = N X is, = N X usporedni sas.

<
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Slika 11.a Slika 11.b Slika 11.c

Promotrimo presjeke kocke ravninom. Svojstvo 1. primjenjujemo kad promatra-
mo presjek zadane ravnine s ravninama koje sadrze prednju i straznju stranu kocke ili
gornju i donju stranu, odnosno lijevu i desnu bo¢nu stranu (slika 11.a). Svojstvo 2. pri-
mjenjujemo npr. na gornju i desnu stranu, prednju i desnu stranu, lijevu i donju stranu
kocke, itd. (slika 11.b), dok svojstvo 3. primjenjujemo u situaciji kao na slici 11.c.

Zadatak. Odredite presjek kocke i ravnine zadane to¢kama P, Q, R.
a) Q b) Q

Jmmmm——— e

Rjesenja.

a)
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