Poucak 54

Arhimedov teorem

SEFKET ARSLANAGIC!
ALJA MUMINAGIC?

U ovom ¢lanku dat ¢emo cetiri razli¢ita dokaza jednog teorema iz geometrije
trokuta koja je u matematickoj literaturi poznata kao Arhimedov? teorem. U jednom
dijelu literature ovaj teorem moZemo naci formuliran kao zadatak (bez navodenja da
je to Arhimedov teorem). Nakon dokaza dajemo i primjenu ovog teorema kroz tri
zadatka.

Teorem (Arhimedov): Oko trokuta AABC opisana je kruznica k. Neka je to-
&ka D srediste onog luka AB kruznice k koji sadrzi vrh C trokuta i neka je pri tome
|AC| < |BC|. Neka je tocka E noziste okomice iz to¢ke D na stranicu BC trokuta.
Treba dokazati da je

|AC| + |CE| = |BE|.

Dokaz 1. Produljimo stranicu BC preko totke C do tocke M tako da bude
|CM| =|CA| (sl. 1). Trokut ACAM je jednakokra¢niizato je |ZCAM|=|ZCMA|=¢p,
a odavde je |ZACB|=2¢ (kao vanjski kut trokuta AAMC). Dalje je
|£ZACB|=|ZADB|=2¢ (kao obodni kutovi nad istim lukom AB kruznice k).

Slika 1.

1Sefket Arslanagi¢, Odsjek za matematiku Prirodno-matemati¢kog fakulteta Univerziteta u Sarajevu, B i H
?Alija Muminagi¢, Nykebing, Danska
*Arhimed iz Sirakuze, oko 287.-212. prije Krista, starogr¢ki matematicar
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ARHIMEDOV TEOREM

KruZnica kl, koja je opisana trokutu AABM, ima srediSte na simetrali strani-
ce BM . Kut |ZAMB|=¢ je obodni kut u kruznici k, pa srediste kruznice k, mora
biti u tocki iz koje se stranica AB trokuta AABC vidi pod kutom 2¢ (obodni kut
kruznice jednak je polovini sredi$njeg kuta nad istim lukom AB), pa slijedi da tocka
D pripada simetrali stranice AB (tocka D je srediste luka AB). Tocka D je, dakle,
sjecite simetrala stranica AB i BM i srediste kruznice k.. Zbog DE 1 BM i totka
D pripada simetrali stranice BM trokuta AABM, pa slijedi da je tocka E poloviste
duzine BM .

Zato imamo
|BE| = |ME| = [MC| + |CE|,

a odavde zbog |MC| = |AC]| slijedi:
|BE| = |AC| + |CE

, §to je i trebalo dokazati.

Dokaz 2. Neka je to¢ka M na stranici BC trokuta AABC izmedu to¢aka B i E
takva da je |CE| = |EM|. Tako je |BM| = |BE| - |EM| = |BE| - |CE|. Iz |BM| =
= |BE| - |CE]| slijedi da je |BM| + |CE| = |BE| pa zaklju¢ujemo da moramo dokazati
daje [BM| = |AC]| (sl. 2).

Slika 2.

Promatrajmo trokute ABDM i AADC . Vrijedi da je |AD| = |BD| (jer je tocka D
srediste luka AB) te | ZDBM|=|/DAC| (kao obodni kutovi kruznice k nad lukom
CD). Dalje je |ZCDA|=|ZABC|=f (obodni kutovi nad lukom AC kruznice k).
Preostaje nam da dokazemo da je i |[ZMDB|=f.

Cetverokut ABDC je tetivni pa je zato |ZCDB|=180°—« . Lako se dokaze da
je ACDE = AMDE pa je | Z/CDM|=2|ZCDE|=2(90°—|£DCE|)=2(90°—|ZBAD|)
(jer je |£DCE|=|£DCB|=|4BAD| kao obodni kutovi kruznice k nad lukom
BD). Kako je trokut AADB jednakokradan (tocka D srediite je luka AB),
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Poucak 54

a |ZADB|=|ZACB|=y (obodni kutovi kruznice k nad lukom AB), iz trokuta
AABD imamo:

2|ZBAD|=180°—|ZADB|=180° -y, ;.
|/BAD| = 90°—§ .
Dalje je
| ZCDM|=2(90° | ZBAD)) = 2[90%(90%%)} =y.
Sasl. 2 vidimo da je

|/MDB|=|ZCDB|-|ZCDM|=180°~a—y = .

Prema tome (prema teoremu K-S-K) slijedi da je
ABDM = AADC,
a iz ove sukladnosti trokuta dobivamo
|AC| = |BM| - |EM| = |BE| - |CE], ;.
|AC| + |CE| = |BE

, §to je i trebalo dokazati.

Dokaz 3. Kako je tocka D srediste luka AB, vrijedi da je |BD| = |AD| (sl. 3).

Cetverokut ABDC je tetivni pa za njega vri-
jedi Ptolomejev* teorem:

|AC| - |BD| + |AB] - |CD| = |AD] - |BC],

a odavde zbog |BD| = |AD| slijedi:
B |AB| - |CD| = |BD| - (|BC| - |AC]). ~ (1)

Slika 3.

Neka je tocka F noziste visine iz vrha D jednakokra¢nog trokuta AABD na

osnovicu AB. Tako je |AF| = |FB| i ACED ~ADFB (|ZCED|=|£DFB|=90°) i
|£DCE| = (|£DCB|) =|£DAB|=|£DBA| (obodni kutovi nad lukom BD(=DA)
kruznice k). Iz sli¢nosti ovih trokuta slijedi da je
|CD| |BD| |BD|
[EC|  |BF| %IABI

& |AB|-|cD| =2|EC|-|BD. 2)

“‘Ptolomej, Klaudije (oko 100. - oko 178.), starogr¢ki matematicar iz Aleksandrije, autor velikog djela Almagest koje
je izvrsilo veliki utjecaj na matematiku
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ARHIMEDOV TEOREM

Sada iz (1) i (2) dobivamo da je
2|EC| - |BD| = |BD| - (|BC| - |AC|) < |BC
|BE| + |EC| - |AC| = 2|EC| < |BE| = |AC| + |EC

_|AC| = 2|EC]

, §to je i trebalo dokazati.

Dokaz 4. Neka je ¢ =|£ZBAD]. Sasl. 4. vidimo da je |[ZBCD| = ¢ (obodni kutovi

kruznice k nad kruznim lukom BD ).

U pravokutnom trokutu ACED vrijedi:

cosp = [cEl ,tj. |CE|=|CD|cos¢p . (3)

CD|
Primjenom teorema o sinusima na tro-
kut AADC, dobivamo da je
€D
sin XCAD

=2R.

Slika 4.

(R je radijus kruznice opisane trokutu AABC, kao i trokutu AACD ):
< |CD|=2R-sin £CAD
< |CD|=2R"sin £CBD
(jer je < £LCAD = £CBD, kao obodni kutovi kruznice k nad lukom CD ).
Sada dobivamo iz (3):
< |CE|=2R-sin XCBD-cos¢ . (4)
Analogno iz pravokutnog trokuta ABDE dobivamo da je

& |BE|=|BD|-cos £EBD =|BD)|-cos £CBD, (5)

a primjenom teorema o sinusima na trokut ABDC, slijedi da je

|BD|  |BD]
sin£BCD sing

=2R < |BD|=2R:sing,
pa je zbog (5):
|BE|=2R-sin¢g-cos XCBD. (6)
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Oduzimanjem (4) od (6) dobivamo:
|BE| - |CE|=2R-sin¢-cos £XCBD — 2R - sin XCBD - cos ¢
=2R-(sing-cos £CBD —cos ¢ -sin £CBD)
—2R-sin(p — £CBD)=2R-sin £ CBA =|AC]

(jer prema teoremu o sinusima u trokutu AABC vrijedi

A
A e |AC|=2R-sin £CBA).
sin X CBA
Dakle, imamo
|BE| - |CE| = |AC],
a odavde
|AC| + |CE| = | BE|, $to je i trebalo dokazati.

Sada ¢emo primjenom Arhimedova teorema rijesiti sljedece zadatke:

Zadatak 1. Neka je u trokutu AABC tocka C, srediste stranice AB. Treba kon-
struirati pravac p koji prolazi kroz tocku C, i raspolavlja opseg trokuta.

Rjesenje: Konstruirajmo kruznicu k opisanu oko trokuta AABC , a na luku AB
koji sadrzi tocku C konstruirajmo tocku D koja je srediste luka AB. (Ne umanjujuci
op¢enitost, uzeli smo da je |AC| < |BC|). Iz to¢ke D konstruirajmo normalu na strani-
cu BC trokuta AABC , a noziste te normale ozna¢imo s E (sl. 5).

Slika 5.

Dokazat ¢emo da pravac p koji prolazi kroz tocke C, i E raspolavlja opseg trokuta
AABC .

Dokaz: Prema Arhimedovom je teoremu |BE| = |AC| + |CE|, a odavde je zbog
1
|C.A|=|C,B|= S1ABI:
|C,A|+|BE| =|AC| +|CE| +|BC,

>
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odnosno zbog |AC| + |CE| + |BE| = |AC| + |BC|, tj.

>

|AC|+|CE|=|BE| = %(|AC| +|BC|) i [C,A|=|BC,|= %|AB
slijedi da pravac p(EC,) zadovoljava uvjet zadatka, tj. raspolavlja opseg trokuta AABC.

Zadatak 2. Treba dokazati da je pravac C,E (C, je poloviite stranice AB trokuta
AABC), a toc¢ka E je noziste normale iz tocke D (srediste luka AB kojemu pripada
vrh C) paralelno sa simetralom kuta £ACB =y trokuta AABC .

Rjesenje: Koristit c¢emo sl. 1 i, ne umanjujuci opCenitost, uzeti da je |[AC| < |BC]|.
Buduci da je tocka C, poloviste stranice AB trokuta AABC , a to¢ka E poloviste stra-
nice BM trokuta AABM (vidi dokaz 1.), to je duzina EC, srednjica trokuta AABM,
pa je EC, || AM, odnosno slijedi da je £C,EB=xAMB=¢. Neka je pravac CF,
(F € AB) simetrala kuta XACB =2¢p ; tada je £FCB = ¢. Iz dvije posljednje jedna-
kosti slijedi da je

CF || C/E, 5to je i trebalo dokazati.

Zadatak 3. Neka su tocke C,B iA polovista stranica AB, AC i BC trokuta
AABC, a neka je tocka E € BC (kao i analogno De AB i F e AB) tocka iz Arhi-
medova teorema (i zadataka 1.1 2.). Treba dokazati (ne umanjujuci opéenitost, uzeti
daje |BC| < |AC)):

a) dase pravci CE, A D i B,F sijeku u jednoj tockis
b) ako je tocka X sjeciste pravaca C\E, A\ D i B F, tada je tocka X srediste kruznice
upisane u trokut AA B,C,.

Preporucujemo citateljima ovoga ¢lanka da pokusaju samostalno rijesiti ovaj za-
datak.
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