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CONSUMER'S COMING
TO THE INCOME-CONSUMPTION PATH

SAZETAK: U ovom se ¢lanku proces rjeSavanja problema ograniene optimizacije
primjenjuje na rjesavanje potroSacevog problema ograni¢ene maksimizacije korisnosti i na
rjeSavanje potrosacevog problema ogranicene minimizacije izdataka polaze¢i od pretpostavke
da potrosacev ukus opisuje suvremena strogo rastuca i striktno kvazikonkavna funkcija
korisnosti. Proces se rjeSavanja ovih problema zapravo svodi na opis potrosac¢evog dolaska u
ravnotezZu i na opis ravnoteze, odnosno na opis potrosacevog dolaska na putanju dohodak-
potro$nja kada potrosa¢, pri zadanim cijenama, maksimizira korisnost za zadani dohodak i na
opis potroSacevog dolaska na putanju korisnost-izdaci kada potrosac, pri zadanim cijenama,
minimizira izdatke za zadanu korisnost te na opis tocaka ravnoteze na tim putanjama.

Matematicko oblikovanje potrosaceve ravnoteze omogucava primjenu metode jedna-
kih nagiba pomocu koje se, u oba slucaja ograni¢ene optimizacije, jednostavno pronalaze
optimalne kombinacije dobara i optimalne vrijednosti funkcija cilja. U procesu se dolaska
do ovih rezultata na prirodan nacin razotkrivaju i ekonomsko i matemati¢ko znacenje La-
grangeovih multiplikatora kao i skup jednadzbi kojih je rjesenje kriti¢na tocka Lagrangeove
funkcije bez da se bilo §to izravno govori o Lagrangoevoj funkciji. Ne samo to, polazec¢i od
stajalista da je funkcija cilja u problemu ograni¢ene minimizacije izdataka funkcija ograni-
¢enja iz problema maksimizacije korisnosti i da je funkcija ogranicenja u problemu ograni-
¢ene minimizacije izdataka funkcija cilja iz problema ograni¢ene maksimizacije korisnosti
bezbolno se izvode dualne veze, od kojih posebnu vaznost imaju veze izmedu Hicksovih i
Marshallovih funkcija potraznje iz kojih izravno slijedi jednadzba Slutskyog, jednadzba
koja na najsazetiji nacin izrazava suvremeni zakon potraznje.

Metoda jednakih nagiba i geometrijska interpretacija uloge Lagrangeovih multiplika-
tora potpuno razaraju misti¢nu predodzbu o Lagrangeovoj metodi neodredenih multiplika-
tora. Iz uvjeta prvog reda, koji slijede iz Lagrangeove funkcije, proizlazi ravnotezna jedna-
kost grani¢ne stope supstitucije izmedu dobara, koja je imuna na monotono rastuce
transformacije funkcije korisnosti, i odnosa cijena dobara. Imunost grani¢ne stope supstitu-
cije izmedu dobara na monotono rastuce transformacije funkcije korisnosti omogucava
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bijeg od pojma korisnosti i napustanje zakona opadajuce grani¢ne korisnosti, kojeg, u
skladu s Paretovim zamislima, zamjenjuje zakon opadajuce grani¢ne stope supstitucije
izmedu dobara. Ispunjenje je tog zakona dovoljan uvjet drugoga reda u oba modela ograni-
¢ene optimizacije.

KLJUCNE RIJECI: grani¢na stopa trzi$ne transformacije, grani¢na stopa supstitu-
cije izmedu dobara, ograni¢ena maksimizacija korisnosti, ograni¢ena minimizacija izda-
taka, putanja dohodak-potrosnja, putanja korisnost-izdaci, dualni modeli, grani¢na korisnost
novca, zakon opadajuce grani¢ne korisnosti, zakon opadajuée grani¢ne stope supstitucije.

ABSTRACT: This article explains the process of solving constrained optimization
problem by solving constrained utility maximization problem and constrained expenditure
minimization problem for a consumer by assuming that the consumer's preferences are
represented by strictly increasing and strictly quasiconcave utility function. The process of
solving these problems is actually reduced to a description of consumer's coming to an
equilibrium and description of that equilibrium, that is the description of a consumer's co-
ming to the income-consumption path, when the consumer, at given prices, maximizes
utility for the given level of income and minimizes expenditures for the given utility level,
and to the equilibrium points description on those paths.

Mathematic formation of consumer's equilibrium enables the implementation of the
equal slopes method which allows, in both cases of constrained optimization, to simply find
the optimum combination of goods and optimal values of the objective functions. In the
process of reaching these results, both economical and mathematical interpretation of the
Lagrange multipliers are revealed in a natural way, as well as a set of equations whose so-
lution is the critical point of Lagrange function without directly implying Lagrange func-
tion. Not just that, but by assuming that the objective function in the constrained
expenditure minimization problem is the constraint function in the utility maximization
problem, and that the constraint function in the expenditure minimization problem is the
objective function in the constrained utility maximization problem, it is easy to derive dual
relationships, from which ones between Hicksian and Marshallian functions are of
extraordinary importance. The Slutsky's equation, which describes the modern law of de-
mand in the most compact way, is directly derived from those dual relationships.

The equal slope method and the geometrical interpretation of the Lagrange multipliers
completely do away with the mystical conotations surrounding the Lagrange method of
undefined multipliers. From the first order conditions, which follow from the Lagrange
function, it is easy to reach an equality between the marginal rate of substitution, which is
invariant to the positive monotonic transformations of the utility function, and price ratio
Invariance of the marginal rate of substitution to positive monotonic transformations of the
utility function enables the abandoning the idea of utility and the law of diminishing margi-
nal utility which, in accordance with Pareto's ideas, is replaced by the law of diminishing
marginal rate of substitution. Fulfillment of that law is a sufficient second order condition
in both constrained optimization models.

KEY WORDS: the marginal rate of market transformation, the marginal rate of
substitution, constrained utility maximization, constrained expenditure minimization, the
income-consumption path, dual models, the marginal utility of income, the law of
diminishing marginal utility, the law of diminishing marginal rate of substitution.
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1. UVOD

U ovom c¢lanku pretpostavljamo da potrosa¢ formira poredaj koSara dobara po redu
pozeljnosti u skladu sa Sest aksioma. Izmedu tih Sest aksioma, tri nam aksioma: aksiom o
potpunosti, aksiom o tranzitivnosti i aksiom o neprekidnosti potroSacevih preferencija,
omogucuju da definiramo funkciju ordinalne korisnosti ili funkciju poredaja, koja svakoj
kosari dobara pripisuje broj ¢ija veli¢ina odreduje samo mjesto koSare u poredaju kosara
prema potrosacevim preferencijama. Dva daljnja aksioma, aksiom o nezasitnosti potro$aca
ili aksiom o strogoj monotonosti potroSacevih preferencija i aksiom o striktnoj konvek-
snosti potrosacevih preferencija, psiholoski su aksiomi koji poblize odreduju potrosaceve
ukuse i time svojstva funkcije korisnosti. Aksiom o potro$acevoj nezasitnosti ekvivalentan
je aksiomu da je funkcija korisnosti strogo rastuca funkcija, a aksiom koji tvrdi da su potro-
Saceve preferencije striktno konveksne aksiomu da je funkcija korisnosti striktno kvazikon-
kavna funkcija. 1z sadrzaja pet navedenih aksioma proizlazi da ulogu binarne relacije blage
preferencije u analizi potro§aceva izbora moze preuzeti neprekidna, strogo rastuca i striktno
kvazikonkavna funkcija korisnosti ¢ije su neprekidne, i u odnosu na koordinatni pocetak
striktno konveksne, krivulje ili hiperplohe indiferencije takve da svaka koSara dobara lezi
na jednoj i samo jednoj izmedu tih krivulja ili hiperploha indiferencije. Da bismo omogudili
primjenu metoda diferencijalnog racuna i time olaksali analizu, Cetiri prva aksioma mo-
zemo zamijeniti aksiomom o diferencijabilnosti koji kaze da je funkcija korisnosti diferen-
cijabilno strogo rastuca funkcija i da je funkcija korisnosti diferencijabilna onoliko puta
koliko je potrebno. Ovaj aksiom nedvojbeno izrazava potrosacevu nezasitnost u bilo kojoj
tocki i stavlja na raspolaganje cjelokupnu ,;ratnu opremu® diferencijalnog racuna. Nakon
danih objasnjenja sve aksiome mozemo zamijeniti samo jednim aksiomom, aksiomom koji
kaze da je funkcija ordinalne korisnosti koja u analizi potrosaceva izbora preuzima ulogu
binarne relacije blage preferencije, strogo rastuca i striktno kvazikonkavna funkcija na R .

Prethodno definirana funkcija ordinalne korisnosti omoguc¢uje nam da izjavu kako
potrosac iz konveksnog i kompaktnog skupa ostvarive potrosnje koje odreduju cijene do-
bara i potrosacev dohodak, bira kosaru dobara koju najvise voli, prevedemo u izjavu da se
potrosac pri izboru koSare dobara ponasa tako kao da maksimizira funkciju korisnosti uz
zadano budZzetsko ogranicenje. Definirana funkcija ordinalne korisnosti nije samo funkcija
cilja u problemu maksimizacija korisnosti uz zadano budzetsko ogranicenje nego i funkcija
ograni¢enja u problemu minimizacije izdataka za zadanu razinu korisnosti. Prijelaz na pod-
ru¢je matemati¢ke teorije optimizacije nameée da Citatelja poblize upoznamo s procesom
optimizacije, s procesom iznalaZzenja maksimuma ili minimuma uz ogranic¢enje. Cilj nam je
da u ovom ¢lanku to upoznavanje obavimo na pristupacan i uvjerljiv nacin, bez pretjeranog
oslanjanja na znanje matematike. Nasa je stoZerna pretpostavka u tom nastojanju da obi¢ni
potrosa¢ uvijek zna koliko je jedinica dobra X, spreman zrtvovati za dodatnu vrlo malu
jedinicu dobra X, i za koliko jedinica dobra X, na trziStu moze dobiti tu dodatnu jedinicu
dobra X;. Ako je razboriti potrosa¢ spreman zrtvovati veéi broj jedinica dobra X, za doda-
tnu jedinicu dobra X; od broja jedinica dobra X, za koji na trzistu moze dobiti jedinicu
dobra X, on ¢e se preorijentirati na povecanje kupnje dobra X, bilo da nastoji maksimizi-
rati korisnost za zadani dohodak i zadane cijene bilo da nastoji minimizirati izdatke za za-
danu korisnost i zadane cijene. Smjer je preraspodjele obrnut kada je potrosac spreman
zrtvovati manji broj jedinica dobra X, za dodatnu jedinicu dobra X; od broja jedinica dobra
X, za koji na trzistu moze dobiti dodatnu jedinicu dobra X;.
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Matematicka formalizacija modela ogranicene optimizacije omogucuje i poopéenje pro-
blema i primjenu razli¢itih metoda optimizacije izmedu kojih posebno izdvajamo metodu La-
grangeovih multiplikatora. Toj ¢emo metodi posvetiti veliku pozornost i na neuobicajen nacin
Citatelju, nadamo se, jasno protumaciti matematicki smisao Lagrangeovih multiplikatora.

Budu¢i da smatramo kako je dualnost pojam ¢iji se smisao najuvjerljivije moze pro-
tumaciti na konkretnom primjeru, razboritog bi potroSaca koji je pri zadanim cijenama do-
bara za zadani dohodak M kupio kosaru dobara x“ koja mu u zadanim uvjetima daje
maksimalnu korisnost, mogli zapitati koliko bi iznosio njegov najmanji izdatak kada bi on,
pri jednakim cijenama, htio ostvariti razinu korisnosti koju mu daje kosara dobara x"“'.
Vjerujemo da bi potrosac, posto bi se za¢udio koliko smo neupuéeni u proces optimizacije,
jednostavno odgovorio da bi njegov minimalni izdatak za zadanu korisnost iznosio M i da
bi ponovno kupio kosaru dobara x™ kako bi ostvario zadanu postignutu maksimalnu razinu
korisnosti. Potrosa¢ nas odgovorom nesvjesno upoznaje s problemima dualnosti jer odgo-
vorom izrazava korespondenciju izmedu pojmova u problemu ograni¢ene maksimizacije i
pojmova u problemu ograni¢ene minimizacije. To nas poti¢e da S§to je moguce ranije na
prikladnim mjestima uspostavljamo veze izmedu procesa ogranicene maksimizacije i procesa
ograni¢ene minimizacije i da uspostavljene veze na kraju malo sustavnije prikazemo. U okvi-
ru razmatranja problema dualnosti i u okviru razmatranja pojedina¢nih procesa ograni¢ene
optimizacije posebno znacenje pripisujemo eckonomskim interpretacijama Lagrangeovih
multiplikatora. Nadamo se da ¢e nas pristup tim interpretacijama ¢itatelju biti novo iskustvo.

Paretov prevratnicki nalaz da se izvodenje potrosacevih funkcija potraznje ne mora
temeljiti na funkcijama kardinalne korisnosti i zakonu opadajuce grani¢ne korisnosti nego
na krivuljama indiferencije kojima oblik odreduje zakon opadajuée grani¢ne stope supstitu-
cije izmedu dobara, zauzima najistaknutije mjesto u teoriji potroSaceva izbora. Tom ¢emo
prevratu posvetiti poseban odjeljak gdje ¢emo pokazati da primjena monotono rastucih
transformacija na bilo koju funkciju korisnosti ne utjee na grani¢nu stopu supstitucije iz-
medu dobara pa, zbog toga, ni na funkcije potraznje koje su zapravo rjeSenje problema
ogranic¢ene optimizacije. Nadamo se da ¢e nakon toga Citatelju postati posve jasan smisao i
vaznost Paretovog prevrata.

U ekonomskim nam primjenama kontekst problema obic¢no jasno kazuje jesmo li nasli
maksimum ili minimum. U nasem je slucaju to ocito, stoga ¢emo dovoljnim uvjetima dru-
gog reda posvetiti malo prostora, tek radi cjelovitosti.

2. MODEL OGRANICENE
MAKSIMIZACIJE KORISNOSTI

Problem ograni¢ene maksimizacije ilustrirat ¢emo primjerom maksimiziranja koris-
nosti uz budzetsko ogranicenje. Pritom polazimo od ¢injenice kako iz prihvacenih aksioma
proizlazi da je potroSaceva funkcija korisnosti diferencijabilno strogo rastuca funkcija i od
¢injenice da je skup ostvarive potroSnje kompaktan skup. Zbog toga se kosara dobara koja
maksimizira potroSacevo zadovoljstvo mora nalaziti na budzetskoj crti. U odnosu na bilo
koju koSaru dobara iz skupa ostvarive potrosSnje koja ne pripada budzetskoj crti, postoji
kosara dobara na budzetskoj crti koja sadrzi vecu koli¢inu barem jednog dobra i ne manju
koli¢inu drugog dobra. Posve je stoga jasno da nezasitan potrosac vise voli koSaru dobara s
budzetske crte nego usporednu kosSaru dobara koja ne pripada budzetskoj crti. Kupujuéi
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kosSaru dobara s budzetske crte, nezasitni potrosac trosi sav svoj dohodak, stoga u problemu
ograni¢ene maksimizacije korisnosti ograni¢enje mozemo pisati u obliku jednakosti. Na
temelju iznesenog, model potrosaceva ponasanja s dvije varijable izbora mozemo simbo-
licki sazeto zapisati u obliku:

maks u(x,,x,)

X, %,20
uz uvjet p,x, + p,x, =M.

Iz zapisa je ocCito da je potroSacev cilj maksimizirati korisnost te da potrosa¢ to mora
uciniti izborom koSare dobara i da pri tom izboru ne smije narusiti zadano ogranicenje.
Egzogene varijable, varijable koje potrosa¢ ne moze nadzirati, cijene su dobara, p, ip,, i
dohodak potrosaca, M , dok su endogene varijable, varijable izbora ili varijable odluciva-
nja koli¢ine dobara x, ix,

Postavljeni problem ograni¢ene optimizacije mozemo rijesiti na tri nacina: metodom
izravne supstitucije, metodom jednakih nagiba i metodom Lagrangeovog multiplikatora.

2.1 Rjesavanje modela metodom izravne supstitucije

Radi potpunosti izlaganja napiSimo jo$ jednom model potroSaceva ponaSanja s dvije
varijable izbora:
maks u(x,,x,)

X %,>0
uz uvjet p,x, + p,x, =M. (1)

Iz zapisa je ocito da treba na¢i maksimalnu vrijednost funkcije korisnosti u uvjetima u
kojima budzetska jednadzba ograni¢ava vrijednosti varijabli izbora. Kako se ovaj problem
rjeSava metodom izravne supstitucije? Metoda izravne supstitucije polazi od stajalista da
izmedu koli¢ina x, ix, postoji funkcionalni odnos i da, s tim u skladu, varijable x; 1 x;
mogu poprimiti samo vrijednosti koje zadovoljavaju budzetsko ograni¢enje. Kada se, na
primjer, koli¢ina x; izrazi kao funkcija koli¢ine x,, x,(x,), tada za bilo koju zadanu koli¢inu
x;, koli¢inu x,, koja zadovoljava budzetsko ogranicenje, daje linearna funkcija

xz(x1)=£—&xl. ()

P, P

Ocito je da ovu linearnu funkciju mozemo uvrstiti u funkciju korisnosti i na taj nacin,
zadovoljavajuéi ogranic¢enja koja ta linearna funkcija namece na vrijednosti varijabli izbora,
problem ograni¢ene maksimizacije svesti na problem neograni¢ene maksimizacije funkcije

u=u(x,X,(x,))
cu, Py, 3)
P, 2
u kojoj je varijabla izbora samo koli¢ina x, . Proces optimizacije te¢e na uobicajen nacin.
Kada u(x,,x,(x,)) diferenciramo s obzirom na x, iizjednac¢imo s nulom, dobivamo
0 u(x,,x,(x,)) N 0 u(xl,xz(xl))%

=0 . 4
0x, ox, dx, @
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Prvi pribrojnik na lijevoj strani jednadzbe (4) izrazava povecanje korisnosti kao izra-
van ucinak povecanja koli¢ine dobra X, , dok drugi ¢lan izrazava promjenu korisnosti kao

posredan ucinak povecanja koli¢ine dobra X, . Posrednost u¢inka promjene koli¢ine dobra
X, ocituje se u tome Sto ona prvo odreduje promjenu koli¢ine dobra X, i tek preko te

promjene promjenu korisnosti. Primijetimo da je tek u ravnotezi apsolutna veli¢ina izrav-
nog ucinka promjene koli¢ine dobra X, jednaka apsolutnoj veli¢ini posrednog ucinka

promjene koli¢ine dobra X .

Funkciju (2) mozemo diferencirati da bismo dobili
dx
=2 — _ﬂ_ 5)
dx, P,
Nakon uvrstavanja (5) u (4) i dovodenja u prikladan oblik dobije se uobicajen uvjet
dodirivosti,

a u(le’xéM)/axl _ pl (6)
dux",x)'/ox, p,
koji nam kaze da je potroSa¢ u ravnotezi onda kada je granicna stopa supstitucije
izmedu dobara jednaka odnosu cijena dobara.

Primjena metode izravne supstitucije moguca je i u slucajevima kada imamo vec¢i broj
endogenih varijabli. Njezina je osnovna znacajka da ona problem ograni¢ene optimizacije
koji ima n endogenih varijabli svodi na problem neograni¢ene optimizacije u kojem je (n-
1) endogena varijabla. Ova je metoda rjeSavanja samo na prvi pogled vrlo primamljiva. Nju
uvijek nije moguce primijeniti, osobito ne u slucaju kada je ograniéenje zadano kao
implicitna funkcija iz koje eksplicitno ne mozemo izraziti jednu varijablu kao funkciju
druge varijable. Sto je jo§ vaZznije, ova metoda slabije od ostalih metoda rasvjetljuje
strukturu problema i narav rjeSenja, stoga ¢emo podrobnije objasniti samo smisao dviju
preostalih metoda.

2.2 Rjesavanje metodom jednakih nagiba-graficki pristup

Kada je zadano budZzetsko ogranicenje, funkciju korisnosti promatramo kao funkciju u
kojoj su varijable x, ix, medusobno ovisne, odnosno kao funkciju u kojoj vrijednosti
neovisnih varijabli zadovoljavaju budzetsko ograni¢enje. Ogranienje je u naSem slucaju
linearna funkcija i njezin je graf na slici 1. pravac u ravnini x,0Ox,. Ogranicenje zadovo-

ljava svaka tocka, svaka kosara dobara, koja pripada tom pravcu. Medutim, ogranicenje nije
zadovoljeno samo u svakoj tocki koja pripada budzetskoj crti ve¢ i u bilo kojoj tocki koja se
nalazi okomito iznad budzetske crte jer se okomito iznad bilo koje tocke na budzetskoj crti
mijenjaju vrijednosti samo varijable u, ali ne 1 vrijednosti varijabli x, ix,. Mozemo stoga
zakljuciti da je u naSem trodimenzionalnom slucaju ogranicenje na dopustive kombinacije
koli¢ina x, ix, zadovoljeno u svakoj tocki beskonacno proSirive ravnine koja je paralelna s

osi u 1ikoja sadrzi budzetsko ogranicenje iz ravnine x,0x, .
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Razmotrimo sada odnos funkcije korisnosti i budZetskog ogranicenja. Diferencijabilno
strogo rastuc¢a funkcija korisnosti funkcija je cilja. Ona nema maksimalnu vrijednost dok se
ne uvedu ogranicenja na vrijednosti varijabli x, ix,. PoSto se uvedu ogranicenja na vrijed-
nosti varijabli x, i x,, moramo naéi koli¢ine x,” ix," koje zadovoljavaju ograni¢enja i za
koje funkcija cilja poprima najvecéu vrijednost. Za sada pretpostavljamo da su koli¢ine koje
maksimiziraju funkciju korisnosti pozitivne, odnosno da problem maksimizacije korisnosti
uz ogranicenja ima unutarnje rjeSenje. Presjek ravnine koja je okomita na ravninu x,0Ox, s
grafom funkecije korisnosti ili skup zajednickih tocaka te ravnine i grafa, izgleda poput ruba
kriske. Izmedu svih aplikata to¢aka tog ruba, aplikata totke (x“,v) predodava najveéu
vrijednost funkcije korisnosti na budzetskom ogranicenju. U toj tocki izopresjek funkcije
korisnosti, ¢ija je okomita projekcija u ravnini x,0x, krivulja indiferencije 7", i budzetsko
ogranicenje, imaju jednak nagib. U ravnini x,0x, nalaze se okomite projekcije jo§ dvaju
izopresjeka funkcije korisnosti, krivulje indiferencije 7' i/7°.

Slika 1., crtez (b), u biti je slika iz pti¢je perspektive. Ona na uobicajen nacin predo-
cava okomite projekcije triju, izmedu beskona¢no mnogo, izopresjeka funkcije korisnosti
kao krivulje indiferencije I', " iI”. Nasa je pozornost usredotocena na tocku x™. Ta
tocka predocuje pozitivne koli¢ine x," ix," koje zadovoljavaju budZetsko ograni¢enje i
maksimiziraju funkciju korisnosti. U toj se tocki dodiruju krivulja indiferencije i budzetsko
ogranicenje, stoga krivulja indiferencije i budZetsko ograni¢enje u toj tocki imaju jednak
nagib. Ta se tocka zove tocka ravnoteze.

Pokusajmo sada pobliZze objasniti kako potrosa¢ dolazi do kombinacije koli¢ine do-

bara koju predocuje tocka ravnoteze. Pri tom pokazivanju polazimo od Cinjenice da apso-
lutni nagib krivulje indiferencije, grani¢na stopa supstitucije izmedu dobara,

MRS, = —%, mjeri psihi¢ku, subjektivnu stopu po kojoj je potrosa¢ voljan razmijeniti
xl
dobro X, za dobro X, u nekoj tocki krivulje indiferencije i da apsolutni nagib budzetske

crte, granicna stopa trzisne transformacije, MRMT = v , mjeri objektivnu stopu po kojoj
)23

potroSa¢ na trziStu moze razmijeniti dobro X, za dobro X, . Lako je zamisliti da se potro-
$a¢ moze naéi u tocki na budzetskoj crti, kao §to je to tocka x', u kojoj je grani¢na stopa
supstitucije  izmedu dobara vefa od granine stope trziSne transformacije,

MRS, :—ﬂ>MRMT:ﬂ, u tocki, kao §to je to¢ka x*, u kojoj je grani¢na stopa
X P,

supstitucije izmedu dobara manja od granine stope trziSne transformacije,

MRS,, = _d_xz < MRMT =2+ , 1, konaéno, u tocki, kao $to je tocka x™, u kojoj je grani¢na

X P
stopa supstitucije izmedu dobara jednaka grani¢noj stopi trziSne transformacije,
dx . C e S, v x
MRS, = —d—2 = MRMT =2 Medutim, najvaznije je objasniti zasto ¢e potrosac, kada se
X P,

god nade u okolnosti u kojoj se grani¢na stopa supstitucije izmedu dobara razlikuje od gra-
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nicne stope trziSne transformacije, nakon procjene svoga stanja, napustiti to mjesto i otpu-
tovati u tocku u kojoj je grani¢na stopa supstitucije izmedu dobara jednaka grani¢noj stopi
trziSne transformacije, u tocku ravnoteze, u toc¢ku iz koje se u danim okolnostima ne zeli
micati. U kojoj god se tocki na budzetskoj crti potrosac zatece, to je ujedno i tocka na nekoj
njegovoj krivulji indiferencije. Pretpostavljamo da potrosac, kada se zatece u nekoj tocki na
budzetskoj crti, zna koliko je jedinica dobra X, u toj tocki spreman zrtvovati za vrlo malu

dodatnu jedinicu dobra X, da bi ostao na jednakoj razini zadovoljstva, da zna za koliki
iznos dohotka na trziStu moze kupiti broj jedinica dobra X, koji je on spreman Zrtvovati za
dodatnu jedinicu dobra X, i da zna je li taj iznos veci, jednak ili manji od iznosa kojim na
trziStu moze kupiti dodatnu jedinicu dobra X, . Ako je iznos dohotka za koji na trzistu
mozZe kupiti broj jedinica dobra X, koji je spreman Zrtvovati za jedinicu dobra X, veéi od
iznosa kojim na trziStu moze kupiti dodatnu jedinicu dobra X, , potrosac zakljucuje kako bi

mu bilo isplativo da taj iznos izdvoji iz svoga dohotka, zato §to bi za dio toga iznosa mogao
kupiti jedinicu dobra X, koja bi ga ostavila na nepromijenjenoj razini zadovoljstva i §to bi

s preostalim dijelom izdvojenog dohotka mogao povecati razinu svoga zadovoljstva u od-
nosu na razinu na kojoj bi ostao kada ne bi poduzeo opisanu preraspodjelu dohotka. Drugim
rijeima, ako je potroSaceva subjektivna vrijednost dodatne jedinice dobra X, , vrijednost

koju potrosac izrazava vrijednoS¢u odredenog broja jedinica dobra X, , veca od objektivne
trziSne vrijednosti dodatne jedinice dobra X, , vrijednosti koju trziSte izrazava vrijedno$¢u
odredenog broja jedinica dobra X, , odnosno ako je potroSaceva grani¢na stopa supstitucije
izmedu dobra X, i dobra X, veca od granicne stope trZisne transformacije dobra X, u
dobro X, , potrosacu se isplati iz dohotka izdvojiti iznos kojim na trzistu moze kupiti broj
jedinica dobra X, koji je on spreman Zrtvovati za dodatnu jedinicu dobra X, i na opisani
nacin povecati svoje blagostanje.

Zamislite da se na crtezu (b) potrosaé zatekao u tocki X' u kojoj je spreman Zrtvovati
veci broj jedinica dobra X, za dodatnu jedinicu dobra X, od broja jedinica dobra X, za
koji na trziStu moze dobiti dodatnu jedinicu dobra X, , u tocki u kojoj je grani¢na stopa
supstitucije izmedu dobara veca od grani¢ne stope trzi$ne transformacije. Na temelju pret-
hodne analize nije teSko zakljuciti da bi potrosac u toj okolnosti iz svog dohotka izdvojio
iznos kojim na trziStu moze kupiti broj jedinica dobra X, koji je on spreman zrtvovati za
dodatnu jedinicu dobra X, i dijelom tog iznosa povecao razinu svoje korisnosti u odnosu
na razinu na kojoj se nalazio prije preraspodjele dohotka. To bi se poveéanje korisnosti
otitovalo u pomaku udesno iz tocke presjecista budzetske crte i krivulje indiferencije 1', iz
tocke x', u neku novu tocku presjeciita budzetske crte i krivulje indiferencije koja je
udaljenija od koordinatnog pocetka od krivulje indiferencije I'.U toj bi novoj tocki
presjecista dviju krivulja potrosa¢ ponovno usporedio broj jedinica dobra X, koji je spre-
man zrtvovati za dodatnu jedinicu dobra X, s brojem jedinica dobra X, za koji na trzistu
moze dobiti dodatnu jedinicu dobra X,, graninu stopu supstitucije izmedu dobara s

grani¢nom stopom trziSne transformacije. Ako bi ponovno utvrdio da je broj jedinica dobra
X, koji je on spreman zrtvovati za dodatnu jedinicu dobra X, veci od broja jedinica dobra
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X, zakoji na trziStu moze dobiti dodatnu jedinicu dobra X, , da je grani¢na stopa supstitu-

cije izmedu dobara veca od granic¢ne stope trziSne transformacije, potrosa¢ bi obnovio opi-
sani proces preraspodjele dohotka s kupnje dobra X, i pomaknuo se jo§ viSe udesno od

potonjeg sjeciSta budzetske crte i krivulje indiferencije na novo sjeciste budzetske crte i
krivulje indiferencije. Ali gdje bi zavrsilo to potroSacevo putovanje po budzetskoj crti ude-
sno od to¢ke x'? Prije odgovora na ovo pitanje moramo upozoriti kako pretpostavka da je
potroSac nezasitan i pretpostavka da su potrosaceve preferencije striktno konveksne, jamce
da ¢e optimalna koSara dobara biti kosara dobara na budzetskoj crti i da ¢e optimalna ko-
Sara dobara biti jedinstvena, ali i kako ne iskljucuju moguénost da optimalna koSara dobara
bude «ugaona kosSara dobaray, kosara dobara u kojoj je koli¢ina jednog dobra jednaka nuli.
Da bismo iskljucili moguénost ugaonog rjesenje i u analizi omogudili upotrebu diferenci-
jalnog racuna, pretpostavit ¢emo da problem maksimizacije korisnosti ima unutarnje rjeSe-
nje, da koli¢ine dobara u optimalnoj kosari dobara, x" =(x",x)"), zadovoljavaju uvjete
x" >0ix) >0. Nakon uvodenja ove pretpostavke odgovor je na postavljeno pitanje po-
sve jednostavan. Putujuci po budzetskoj crti od kosare dobara x! udesno, uzastopne uspo-
redbe broja jedinica dobra X, , koje je potroSa¢ spreman Zrtvovati za dodatne jedinice do-
bra X,, s brojem jedinica dobra X, za koji on na trziStu moze dobiti dodatnu jedinicu
dobra X, i odgovaraju¢i pomaci udesno potroSaca bi konacno doveli do jedinstvene tocke
x™ u kojoj je on za dodatnu jedinicu dobra X, spreman Zrtvovati onaj broj jedinica dobra
X, za koji na trziStu moze dobiti samo dodatnu jedinicu dobra X, , do jedinstvene tocke
x™ u kojoj je grani¢na stopa supstitucije izmedu dobara jednaka grani¢noj stopi trzi$ne
transformacije. To je tocka u kojoj je potrosaceva subjektivna vrijednost dodatne jedinice
dobra X, izrazena vrijednos¢u broja jedinica dobra X,, jednaka objektivnoj vrijednosti

jedinice dobra X, koju na trZiStu izrazava vrijednost broja jedinica dobra X, . To je tocka

u kojoj krivulja indiferencije dodiruje budzetsku crtu, tocka s koje potrosa¢ preraspodjelom
dohotka ne moze prije¢i na krivulju indiferencije koja je udaljenija od koordinatnog po-
getka od krivulje indiferencije /" . Kada bi potrosa¢ iz tocke x“ pokusao prijeéi u neku
novu to¢ku na budzetskoj crti koja se nalazi neznatno desno od tocke x“, on bi se zatekao
na krivulji indiferencije koja je blize koordinatnom poéetku nego krivulja indiferencije 7" .
Iznos dohotka za koji se na trziStu moZze kupiti broj jedinica dobra X, koji je potroSa¢ spre-

man zrtvovati za dodatnu jedinicu dobra X, , u toj bi tocki bio manji od iznosa kojim se na
trZiStu moze kupiti dodatna jedinica dobra X, . PotroSaceva bi subjektivna vrijednost doda-
tne jedinice dobra X, izrazena vrijedno$¢u odredenog broja jedinica dobra X, bila manja
od objektivne vrijednosti dodatne jedinice dobra X, koju trZiSte izraZava vrijednoScu
odredenog broja jedinica dobra X, . Grani¢na bi stopa supstitucije izmedu dobara bila ma-

nja od granicne stope trzi$ne transformacije, stoga bi potrosa¢ odmah uocio da na trzistu za
jedinicu dobra X, moZe dobiti veéi broj jedinica dobra X, od broja jedinica dobra X,

koji je on spreman Zrtvovati za dodatnu jedinicu dobra X, . Odmah bi izdvojio iznos do-
hotka s kojim na trzi§tu moZe kupiti jedinicu dobra X, i taj bi iznos transformiranog do-

hotka s kupnje dobra X, upotrijebio za povratak u tocku ravnoteze x™ .
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(a)

(b)

i

Xy

Xy

Slika 1. Potrosaceva ravnoteZa u slu¢aju ograni¢ene maksimizacije

Y
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Na crtezu (a) graf ravnine koji je okomit na ravninu x,0x, i kojem pripada budzetska
crta p,x, + p,x, = M , dodiruje graf izopresjeka strogo rastu¢e funkcije korisnosti u tocki
(x™,u), a krivulja indiferencije 7", koja je okomita projekcija grafa izopresjeka na rav-
ninu x,0x, , zadanu budZetsku crtu u tocki x“. Kosara dobara koju predocuje tocka x™
maksimizira korisnost potrosacu zbog toga S$to svaka druga koSara dobara koja pripada
budzetskoj crti /", pripada nekoj drugoj krivulji indiferencije, kao na primjer, krivulja
indiferencije 7' koja je blize koordinatnom pocetku od krivulje indiferencije 7" i zbog
toga §to bilo kojoj krivulji indiferencije koja je od koordinatnog pocetka udaljenija od kri-
vulje indiferencije 7", kao na primjer, krivulji indiferencije 7°, ne pripada nijedna kosara
dobara koja pripada zadanoj budzetskoj crti. Maksimalna je vrijednost funkcije korisnosti
jednaka vrijednosti aplikate u to¢ki grafa (x™,v). Primijetite da je graf presjeka grafa rav-
nine i grafa funkcije korisnosti konkavna krivulja iznad budZetske crte.

Na crtezu (b) svaka tocka na budzetskoj crti predocuje koSaru dobara s presjecista bu-
dzetske crte i neke krivulje indiferencije. Potrosa¢ se Zeli domo¢i koSare dobara koja mu
daje najvecu korisnost. Tu koSaru trazi krec¢uéi se po budzetskoj crti i usporedujuci broj

jedinica dobra X, za koji na trziStu moZze dobiti dodatnu vrlo malu jedinicu dobra X,

T
x2

grani¢nu stopu trzi$ne transformacije, — , s brojem jedinica dobra X, koji je on spre-

man Zrtvovati za dodatnu jedinicu dobra X, , s granicnom stopom supstitucije izmedu do-

P
Xy

bara, — d . Ako je grani¢na stopa trZi$ne transformacije dobra X, u dobro X, manja od

granic¢ne stope supstitucije izmedu dobara, kao $to je to slucaj u tocki x' , potrosac¢ u mis-
lima zapocinje postupno preraspodjeljivati dohodak s kupnje dobra X, na kupnju dobra

X, , supstituirati dobro X, dobrom X, i prelaziti na krivulje indiferencije koje su sve
udaljenije od koordinatnog pocetka od krivulje indiferencije ' To &ini sve dok ne stigne

u jedinstvenu to¢ku stabilne ravnoteze x™, u to¢ku u kojoj je objektivna vrijednost dodatne
jedinice dobra X, koju trziSte izrazava vrijednosScu broja jedinica dobra X,, p;/p,, jed-
naka potroSacevoj subjektivnoj vrijednosti dodatne jedinice dobra X, izraZene vrijednoS$cu
broja jedinica dobra X, koju je on spreman Zrtvovati za tu jedinicu, —dkx, /dx, . Potrosa¢ ne
moze prije¢i na krivulju indiferencije koja je udaljenija od koordinatnog pocetka od krivulje
indiferencije /", kao na primjer krivulja indiferencije / 2 , jer zadana budZzetska crta nema
zajednicku koSaru dobara s tom krivuljom indiferencije. Na jednak se naCin moze opisati

dolazak u ravnotezu iz to¢ke x> u kojoj je grani¢na stopa trzi$ne transformacije veéa od
grani¢ne stope supstitucije izmedu dobara.

Sliéno prethodnom opisu, kada bi se potrosa¢ zatekao u tocki x* u kojoj je za dodatnu
jedinicu dobra X, spreman zZrtvovati manji broj jedinica dobra X, od broja jedinica dobra

X, za koji na trzi$tu moze dobiti jedinicu dobra X, , u to¢ki x* u kojoj je grani¢na stopa
supstitucije izmedu dobara manja od grani¢ne stope trzi$ne transformacije, on bi uocio da
moze izdvojiti iznos dohotka kojim na trzi§tu moze kupiti jedinicu dobra X, , da samo za
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dio tog izdvojenog iznosa moze kupiti broj jedinica dobra X, koji bi ga zadrzao na
nepromijenjenoj razini korisnosti i da ostatak moze upotrijebiti za prijelaz na visu razinu

korisnosti od razine koju predocuje krivulja indiferencije 7 2 , od razine na kojoj bi ostao
kada ne bi poduzimao preraspodjelu dohotka. Sada bi potroSa¢ dobro X, supstituirao dob-

rom X, ikretao bi se ulijevo od to¢ke x* sve dok ne bi stigao u tocku x™ . Nakon poku-

$aja da od tocke x™ krene ulijevo ponovno bi se uvjerio da ga to vodi na krivulju indiferen-
cije koja je blize koordinatnom pocetku od krivulje indiferencije /™ i da je za njega
najbolje da se vrati u to¢ku ravnoteze x™.

Nesklad izmedu vrijednosti odredenog broja jedinica dobra X, koju potrosac pripi-
suje dodatnoj jedinici dobra X, subjektivne vrijednosti, i objektivne vrijednosti odredenog
broja jedinica dobra X, koju trziSte pripisuje dodatnoj jedinici dobra X, , nesklad izmedu
granicne stope supstitucije dobra X, za dobro X, i grani¢ne stope trZiSne transformacije
dobra X, udobro X, , izrazava neravnotezno stanje, stanje koje potro$ac u danim uvjetima
Zeli promijeniti. Zudnja potrosa¢a da maksimizira svoje blagostanje, tjera ga da iskoristi
nesuglasje izmedu subjektivne i objektivne vrijednosti. Kao $to smo objasnili, on to ¢ini
tako da na ve¢ opisani nacin preraspodjeljuje dohodak s kupnje dobra X, kada je subjek-
tivna vrijednost jedinice dobra X, veca od objektivne trzi$ne vrijednosti jedinice dobra X,
1 da preraspodjeljuje dohodak s kupnje dobra X, kada je subjektivna vrijednost jedinice
dobra X, manja od objektivne trzi$ne vrijednosti jedinice dobra X, . Postupna ga preraspo-
djela dohotka u oba slu¢aja dovodi do optimalne kosare dobara x™, do kosare dobara koja

maksimizira njegovu korisnost, do tocke u kojoj je subjektivna vrijednost dodatne jedinice
dobra X, jednaka objektivnoj vrijednosti dodatne jedinice dobra X, . PotroSac se ne Zeli

pomaknuti iz tocke x™ jer bi ga pomak u bilo kojem smjeru po budZetskoj crti odveo na
nizu razinu zadovoljstva. Kada bi se to dogodilo, Zudnja da maksimizira svoju korisnost
natjerala bi ga da poduzme odgovarajuéu preraspodjelu dohotka koja ¢e ga vratiti u tocku
ravnoteze x“'. Mozemo stoga zakljuciti da je, pri danom ukusu potro3aca i pri zadanoj
budzetskoj crti, tocka x™ jedinstvena tocka stabilne ravnoteze.

Vrlo sazeto, svaka je tocka na budzetskoj crti sjeciSte budzetske crte i neke krivulje
indiferencije. Kombinacija koli¢ina dobara u bilo kojoj to¢ki na budzetskoj crti zadovoljava
i jednadzbu budzetske crte i jednadzbu krivulje indiferencije koja sijece budzetsku crtu u toj
tocki. Ili jo$ jednostavnije, u bilo kojoj tocki na budzetskoj crti funkcija korisnosti ima od-
redenu vrijednost, stoga je prirodno da potrosa¢ pronalazi tocku ravnoteze tako da ispita
kolika je vrijednost funkcije korisnosti u svakoj tocki na budzetskoj crti i da kao onaj koji
maksimizira svoju korisnost, izabere onu tocku, onu koSaru dobara, u kojoj funkcija koris-
nosti ima najvecu vrijednost. Naravno, mnogo je krivulja indiferencije koje nemaju presje-
ciSte s budzetskom crtom. Takva je, na primjer, krivulja indiferencije 7 2 Na zalost, ni
jedna kosara dobara na krivulji indiferencije I° ne moze biti optimalna kosara dobara jer
potrosac, pri zadanim cijenama p, ip,, s dohotkom M ne moze pribaviti ni jednu koSaru

koja pripada toj krivulji. Nasu smo pozornost stoga i ogranicili na koSare dobara koje su
potroSacu dostupne.
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2.3 Matematicka formalizacija metode jednakih nagiba

a) Formalizacija dolaska u ravnotezu

Posto smo pomocu elementarne logike pokazali kako potrosa¢ dolazi u to¢ku ravno-
teze, u to¢ku dodira krivulje indiferencije i budzetske crte, sada ¢emo dolazak u ravnotezu i
karakteristike ravnoteze prevesti u algebarski oblik. Pritom polazimo od pretpostavke da
potrosac, kada se zatee u bilo kojoj tocki krivulje indiferencije, zna kolika je grani¢na
korisnost dobra X, , u, ikolika je granic¢na korisnost dobra X, , u, . Osim toga, polazimo i

od ve¢ prihvacene pretpostavke da potrosac, kada se zateCe u bilo kojoj tocki krivulje indi-
ferencije, zna koliko je jedinica dobra X, spreman zrtvovati za dodatnu jedinicu dobra X,

ili, sada jo$ opcenitije, koju je koli¢inu dobra X,, —dx,, spreman Zrtvovati za vrlo malu
dodatnu koli¢inu dobra X,, dx, da bi ostao na nepromijenjenoj razini zadovoljstva. Uz
navedene pretpostavke, kada se koli¢ina dobra X, poveca za dyx, jedinica, prirast je koris-
nosti zbog tog vrlo malog povecanja u,dx, jedinica. Ovo je povecanje korisnosti jednako
smanjenju korisnosti zbog smanjenja koli¢ine dobra X, za —dx, jedinica jer se pri
supstituciji dobra X, za dobro X, razina korisnosti ne mijenja. Smanjenje korisnosti iz-

nosi u,dx, jedinica. Iz navedenog proizlazi da u svakoj tocki krivulje indiferencije vrijedi
u,dx, +u,dx, =0 (1)

Sto potrosada potice da se krece po budZetskoj crti i prelazi s jedne na drugu krivulju
indiferencije sve dok ne dode u to¢ku, u nasem sluéaju u to¢ku x“, u kojoj je neka krivulja
indiferencije, u nasem slu¢aju krivulja indiferencije /" , tangenta na budzetsku crtu? Potro-
Sa¢ prvenstveno zapaza da bi on, kada bi se zatekao u bilo kojoj tocki budzetske crte u kojoj
je granicna stopa trzi$ne transformacije manja od granicne stope supstitucije, na primjer, u
nasem slucaju u tocki x' , iz svog konstantnog dohotka M mogao izdvojiti dM jedinica
dohotka za koji na trziStu, po trzidnoj cijeni p,, moze kupiti —dx, jedinica dobra X, koje

je spreman zrtvovati za dx, jedinica dobra X, , stoga mozemo pisati

aMm
—— =dx,. 2)
P,
Nadalje, potrosac zna da bi za izdvojeni dio dohotka, dM , na trzistu, po trzi$noj ci-
jeni p,, mogao kupiti vise od dx, jedinica dobra X, , stoga vrijedi nejednakost

M
a > dx,. 3)
P
Napokon, potrosacu postaje sasvim jasno da on viSe ne mora ostati na krivulji indife-
rencije koja prolazi kroz presjeciste s kojeg je poSao ve¢ da, posto za dio izdvojenog do-
hotka kupi koli¢inu dx, koja bi ga zadrzala na toj krivulji indiferencije, s ostatkom
nepotrosenog izdvojenog novca moze prijeci na krivulju indiferencije koja je udaljenija od
koordinatnog pocetka od krivulje indiferencije na kojoj bi ostao kad ne bi proveo preraspo-
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djelu dohotka. Budu¢i da je dﬂ>dxl i —dﬂ:dxz, ocito je kako se jednadzba (1)
)4 P>
preraspodjelom dohotka preobrazava u nejednadzbu
‘M M
uld——uzd—>0. “)
y4) P

. . dM o .
Preraspodjela dohotka s kupnje —— = —dx, jedinica dobra X, dovodi tako do veceg
P

prirasta korisnosti Sto ga uzrokuje povecanje kupnje dobra X, za a jedinica od smanje-
b

nja korisnosti §to ga uzrokuje smanjenje kupnje dobra X, za a jedinica. Sve dok vrijedi
P>

nejednakost (4), potrosaé ¢e provoditi preraspodjelu dohotka jer ga ona vodi na sve vecu
razinu korisnosti. U trenutku kada potrosa¢ za izdvojeni dohodak dM iz konstantnog do-

hotka M mozZe kupiti i =—dx, jedinica dobra X, i samo i _ dx, jedinica dobra
b, P

X, , povecanje korisnosti od preraspodjele dohotka prestaje. U tocki u kojoj se zaustavlja

povecanje korisnosti od preraspodjele dohotka, u nasem slucaju u tocki XM, nejednakost
(4) postaje jednakost

M M Q)
P

| P

C .- . dx, . ...
U toj je togki spremnost potrofaca da Zrtvuje ——= jedinica dobra X, za dodatnu

X

jedinicu dobra X, , subjektivna vrijednost jedinice dobra X, izraZena odredenog broja

vrijedno$¢u jedinica dobra X, jednaka objektivnoj vrijednosti jedinice dobra X, koju

trZiSte izraZava vrijednoS¢u odredenog broja jedinica dobra X, , vrijednosti P Kada bi se
P

potrosa¢ sada pomaknuo tek malo desno od tocke x“, on bi se zatekao na krivulji
indiferencije koja je blize koordinatnom po&etku od krivulje indiferencije [ M koja dodi-
ruje budzetsku crtu u to¢ki x“ . Drugim rije¢ima, kada bi se potrosa¢ pomaknuo tek malo
udesno od to¢ke x“, on bi se uvjerio da za izdvojeni dohodak dM za koji bi na trzistu

mogao kupiti a =dx, jedinica dobra X, , na trziStu ne bi mogao kupiti dx, jedinica
P

dobra X, a < —dx, . U tom bi se slu¢aju jednadzba (1) preraspodjelom dohotka preobra-
b

zila u nejednadzbu
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—uldﬂ+u2dﬂ>0, 6)
P P,
koja nakon mnozZenja s (-1) poprima oblik
uldﬂ—uzdﬂ<0. @)
Y2 P,

U zateCenom bi stanju vrijednost jedinice dobra X, za potroSaca bila veca od vrijed-
nosti koju jedinici dobra X, pripisuje trziSte, stoga bi on iz konstantnog dohotka M
izdvojio iznos dohotka dM kojim bi na trziStu mogao kupiti —dx, jedinica dobra X,
am S e . D e
—— =—dXx,, aliiviSe od dx, jedinica dobra X, , dﬂ > dx, , 1 na taj bi nacin izabrao put
Py P,

povratka u to¢ku ravnoteze x™ , u tocku u kojoj je ispunjena jednakost (5).

Kada bi se potrosa¢ zatekao u to¢ki x°, u tocki u kojoj je a =dx, i an < —dx,, on
)23 b
bi proveo analizu koja je analogna analizi slucaja u kojem je a =—dx, 1 a >dx,, s
P> 'z

tom razlikom §to bi se sada preraspodjelom dohotka s kupnje dobra X, vratio u tocku
ravnoteze x" supstituirajuéi dobro X, dobrom X, . Pokusaj da se pomakne lijevo od

tocke x“ odveo bi ga na krivulju indiferencije koja je blize koordinatnom podetku od
krivulje indiferencije /" i upozorio ga da se preraspodjelom dohotka s kupnje dobra X,
vrati u to¢ku ravnoteze x“. MoZemo stoga zakljuciti da je tocka u kojoj potrosaé, uz za-
dane cijene i zadani dohodak, maksimizira svoju korisnost to¢ka stabilne ravnoteze x“,
tocka u kojoj krivulja indiferencije dodiruje budzetsku crtu, tocka u kojoj je granicna stopa
supstitucije izmedu dobara jednaka granicnoj stopi trzisSne transformacije ili ekonomskoj
supstituciji izmedu dobara:

ul(XM) )4
il AP o 7
uz(XM) p, @

b) Izvodenje grani¢ne korisnosti dohotka

Vratimo se ponovno jednakosti (5) koju, nakon dijeljenja s dM , moZzemo napisati u
obliku

1y (M) L =y (M) ®)
P

| b,
uz (XM)
1

brojnicima razlomaka na lijevoj i desnoj strani jednakosti (8) zamiSljamo sada kao vrlo
male jedinice dohotka, dM =1, odnosno kao vrlo male jedinice nov€anih izdataka na dobro

Jednakost se (7), nakon mnoZenja s

, takoder svodi na jednakost (8). Jedinice u
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. . 1 . . .
X, idobro X, . Stoga nam kvocijent — kaZze da bi potrosac u ravnotezi, kada bi na kup-
Y2

nju dobra X, izdao dodatnu vrlo malu jedinicu dohotka, mogao kupiti — = dlx, jedinica
1

dobra X, , a kvocijent — da bi potroSa¢ u ravnotezi, kada bi na kupnju dobra X, izdao
)2

dodatnu vrlo malu jedinicu dohotka, mogao kupiti 1 =dx, jedinica dobra X, . udyx, je
2

korisnost od dx, jedinica dobra X, koje su kupljene dodatnom vrlo malom jedinicom
novca, a u,dx, korisnost od dx, jedinica dobra X, koje su kupljene dodatnom vrlo malom
jedinicom novca. Bez obzira na to na koje bi dobro potrosa¢ potroSio vrlo malu dodatnu
jedinicu dohotka, on bi, budu¢i da se nalazi u ravnotezi, u oba slucaja ostvario jednak pri-

rast korisnosti. Zbog toga je — prirast korisnosti od dodatno potroSene jedinice dohotka
D

na kupnju dobra X, i el prirast korisnosti od dodatno potrosene jedinice dohotka na kup-
2

nju dobra X, . Prirast korisnosti od dodatne vrlo male jedinice dohotka zove se granicna

korisnost dohotka. S tim je u skladu ik granicna korisnost dohotka izdanog na dobro X, ,
b

a —= grani¢na korisnost dohotka izdanog na dobro X, . Stoga mozemo re¢i da je potrogag
)23

u ravnotezi kada je grani¢na korisnost dohotka izdanog na dobro X, jednaka grani¢noj

korisnosti dohotka izdanog na dobro X, :
(") _u,(x™)
V4 P

Zajednicku ¢emo vrijednost ovih dvaju kvocijenata u ravnotezi, kvocijenta izmedu
M
u(x7)

©)

granic¢ne korisnosti dobra X, po jedinici dohotka, , 1 kvocijenta izmedu granic¢ne

1

M
korisnosti dobra X, po jedinici dohotka, y (x ), oznaciti s MY (x™). U skladu s
P

navedenim mozemo pisati da u ravnotezi vrijedi

(") _u,(x™)

)4 b

=" (") (10)

irec¢i daje Y (x™) grani¢na korisnost dohotka ili grani¢na korisnost novca u ravnoteZi.
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M
ul

Zanimljivo je takoder uociti da se kvocijent moze protumaciti kao odnos

'z
grani¢ne korisnosti i grani¢nih tro§kova. U brojniku je tog kvocijenta grani¢na korisnost
dobra X, uravnotezi, u,(x"). Cijena p, u nazivniku iznos je koji potro$a¢ mora potrositi
na dodatnu jedinicu dobra X, , stoga je cijena dobra X, granicni trosak dobra X, . Na jed-
u, (x™)
P
grani¢nog troska dobra X, . I ovo tumacenje daje jasno do znanja da zajednicka vrijednost

nak se nacin kvocijent mozZe protumaciti kao odnos granicne korisnosti dobra X, i

kvocijenata u ravnotezi, AWM (x™M), izrazava grani¢nu korisnost dohotka, dodatnu korisnost
koju uzrokuje dodatno potrosena jedinica dohotka. Dodatnom jedinicom dohotka, dM =1,
o1 o o PRV
potrosac kupuje — =dX, jedinica dobra X, , a dx, jedinica dobra X, potroSacu daju u,dx,
P
jedinica korisnosti.

¢) Rjesenja modela i formiranje sustava jednadzbi koje ih odreduju

Pretpostavimo sada da je iz (7) moguce eksplicitno izraziti koli¢ine endogene varija-
ble x, kao funkciju endogene varijable X, :

X, = %,(x; Py, py)- (1)
Jednadzba (11) izvedena je samo iz uvjeta dodirivosti krivulje indiferencije i bu-
dzetske crte, ali ne iz budzetskog ograniCenja, stoga ona vrijedi za sve razine dohotka i
definira crtu koja povezuje sve moguce tocke optimuma, odnosno sve moguce tocke dodira
izmedu budzetskih crta i krivulja indiferencije. Ova se crta koju predocuje slika 2., zove
putanja dohodak-potrosnja. Kada se (11) uvrsti u budzetsku jednadzbu dobije se
px + D%, (X5 L py) =M, (12)

odakle proizlazi da je Marshallova funkcija potraznje za dobrom X :

X =" (P, Py M). (13)
Za bilo koje zadane cijene i bilo koji zadani dohodak iz (13) se dobije optimalna koli-

¢ina dobra X, pri kojoj se maksimizira potroSaceva korisnost. To je samo prva koordinata

tocke optimuma x™ . Kada se (13) uvrsti u (11) dobije se Marshallova funkcija potraznje za
dobrom X, :

x2 =x;/[(p17p2’M) . (14)
Marshallove funkcije potraznje (13) i (14) katkad se zovu funkcije optimalnog izbora,
katkad funkcije potraznje s konstantnim novéanim dohotkom 1 vrlo Cesto samo obicne
funkcije potraznje. Potrosatevo zadovoljstvo maksimizira koSara dobara x™ =(x",x}").

To je na krivulji dohodak-potrosnja od koordinatnog pocetka najudaljenija koSara dobara
koju potrosac pri zadanim cijenama i pri zadanom dohotku moze pribaviti.
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A
X,
M:-
P Putanja dohodak - potro$nja
M
P
M' H Xg
Py
' M
Il
1
{x
N
II
0’ M M M’ X
P P P

Slika 2. Putanja dohodak-potrosnja

Putanja dohodak-potrosnja skup je potencijalnih toc¢aka ravnoteze, toaka u kojima
krivulje indiferencije dodiruju razlicite paralelne budzetske crte. Njezino izvodenje ne ovisi
o dohotku, stoga ona predocuje kosare dobara izmedu kojih svaka maksimizira potroSacevu
korisnost za odgovarajuéu zadanu razinu dohotka. Sto je zadana razina dohotka veca, opti-
malna je koSara dobara na putanji dohodak-potrosnja udaljenija od koordinatnog pocetka.
Zamislite da je zadana razina dohotka M. U tom slu¢aju koSara dobara x™, predocena
presjecistem budzetske crte i putanje dohodak-potrosnja, daje potrosacu maksimalnu koris-
nost u.

Nakon uvrstavanja funkcija potraznje (13) i (14) u funkciju korisnosti, kao funkciju
cilja, dobije se indirektna funkcija korisnosti:

v(py, P M) = u(x" (p,, p,. M), x)" (p,, Py, M)) , (15)

iz koje se, uvazavajuéi ve¢ zadane cijene i ve¢ zadani dohodak, dobije maksimalna vrijed-
nost funkcije korisnosti. Indirektna funkcija korisnosti daje maksimalnu vrijednost funkcije
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korisnosti za bilo koji skup cijena i bilo koju razinu dohotka. Ona isti¢e Cinjenicu da razina
korisnosti, u odredenom smislu, neizravno ovisi o cijenama dobara i potrosacevu dohotku,
stoga se 1 zove indirektna funkcija korisnosti.

Lako je dokugiti da je zajedni¢ka vrijednost kvocijenata u ravnotezi, AY(x™),
u,(x")/ p, ili u,(x™)/p,. Ovdje nas zanima vise od toga. Zanima nas formiranje sustava

jednadzbi iz kojeg su proizala rjeSenja Marshallove funkcije potraznje x”,x)" iAM. 1z

kvocijenta
LXM) =M (16)
P
proizlazi jednakost
u,(x")=2Yp, =0, 17
a iz kvocijenta
LXM) =M (18)
)23
jednakost
u,(x")=-2"p,=0. (19)

Iz jednakosti (17) i (19) proizlaze dvije jednadZbe sustava s tri nepoznanice. Kada im
se nadoda jednadzba ograni¢enja, onda se dobije sustav od tri jednadZbe s tri nepoznanice
iz kojeg su proizaasla rjeSenja x;",x)" i A™ . Taj je sustav

u(x)-Ap,= 0
u,(x)% p, = 0 (20)
DX+ pyx, =M =0.

Ve¢ smo ilustrirali kako se ovaj sustav rjeSava. Primijetimo jo§ da kvocijent
A=y jednadzbama sustava igra ulogu multiplikatora koji mnozi funkcije granic¢-

b P
nih troskova tako da vrijednosti umnozaka u tocki ravnoteze budu jednake odgovarajué¢im
vrijednostima funkcija grani¢nih korisnosti.

3. MODEL OGRANICENE MINIMIZACIJE IZDATAKA

Vidjeli smo da potrosac problem ograni¢ene maksimizacije korisnosti rjesava tako da
putuje po budzetskoj crti sve dok ne naide na jedinstvenu to¢ku, kosaru, ravnoteze x™, u
kojoj krivulja indiferencije 7" sije¢e putanju dohodak—potrosnja i dodiruje budzetsku crtu
definiranu cijenama p, ip, i potroSacevim dohotkom M . Na putanji dohodak-potro$nja

kosara dobara x" najudaljenija je koSara dobara od koordinatnog pocetka koju potrosa¢
moze pribaviti za zadane cijene p, ip, 1 za zadani dohodak M , stoga je i krivulja
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indiferencije /" najudaljenija krivulja indiferencije od koordinatnog pocetka na kojoj se
potrosa¢ moze naéi kupujuéi kosaru dobara x™ .

Pretpostavimo sada da nas zanima kako bi potrosag, pri jednakim cijenama dobara kao
i u problemu maksimizacije korisnosti, minimizirao izdatke za maksimalnu razinu koris-
nosti u(x”,x)") dobivenu kao rjeSenje problema ograni¢ene maksimizacije. Kada bi dovit-

ljivi potrosa¢ znao da je x“' optimalna kosara dobara koja za zadane cijene i zadani doho-
dak maksimizira njegovu korisnost, on bi vjerojatno odmah odgovorio da je kosara dobara
x™ ona kogara koja minimizira izdatke za zadanu razinu korisnosti i da njegovi minimalni
izdatci iznose M . Medutim, mi pretpostavljamo da potroSa¢ ne zna rezultate maksimiza-
cije korisnosti i da on u tim uvjetima mora rijesiti problem minimizacije izdataka:

min (px, + p,x,)

X),%,=20

uz uvjet u(x,x,)=u, (1

gdje je u zadana razina korisnosti.

3.1 Dolazak u ravnoteZu metodom jednakih nagiba-graficki pristup

Sliku 3 s naseg stajaliSta moZemo shvatiti kao graficku ilustraciju ograni¢ene minimi-
zacije za zadanu razinu korisnosti dobivenu kao rjeSenje problema ograni¢ene maksimiza-
cije 1 kao graficku ilustraciju problema ograni¢ene minimizacije sa stajaliSta potroSaca.
PotroSacu bi sada zasigurno palo na um da problem minimizacije izdataka za zadanu koris-
nost moze rijesiti krec¢uéi se uzduz krivulje indiferencije koja predocuje zadanu razinu kori-
snosti 1 usporedujuéi na tom putu koliko bi ga pri zadanim cijenama dobara kostale koSare
dobara dok konaéno ne naide na najjeftiniju jedinstvenu koSaru dobara x" u kojoj crta
jednakih izdataka sijeCe putanju potros$nja-izdatci odnosno putanju korisnost-izdatci, prei-
menovanu putanju dohodak-potro$nja, i dodiruje zadanu krivulju indiferencije. Kosara
dobara x" koja potrosacu daje zadanu razinu korisnosti najmanje je udaljena ko3ara dobara
od koordinatnog pocetka na putanji korisnost-izdatci koja moze ispuniti tu zadacu, stoga je
i crta jednakih izdataka kojoj pripada kosara dobara x", crta jednakih izdataka koja je
najmanje udaljena od koordinatnog pocetka. Za razliku od potroSaca, mi koji smo svjesni
da je zadana razina korisnosti maksimalna razina korisnosti dobivena kao rjesenje problema
ograni¢ene maksimizacije korisnosti i da se cijene dobara ne mijenjaju, znamo da su koli-
¢ine dobara u kosari dobara x" jednake koli¢inama dobara u kogari dobara x", znamo da
je x"=x" i da je iznos minimalnih izdataka potro$a¢a na kupnju kosare dobara x" jednak
iznosu zadanog dohotka M iz problema maksimizacije korisnosti, odnosno da je optimalna
crta jednakih izdataka u problemu minimizacije izdataka budzetska crta iz problema mak-
simizacije korisnosti. Ili opéenitije, mi znamo da je optimalna vrijednost funkcije izdataka,
kada je maksimalna vrijednost funkcije korisnosti iz problema ograni¢ene maksimizacije
korisnosti zadana kao ograniCenje, jednaka razini ogranicenja, dohotku M , iz problema
ograni¢ene maksimizacije korisnosti. Jednako tako znamo da je optimalna vrijednost fun-
kcije korisnosti u problemu ograni¢ene maksimizacije korisnosti, kada je minimalna vrijed-
nost funkcije izdataka iz problema ograni¢ene minimizacije izdataka zadana kao ogranice-
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nje, jednaka razini ogranic¢enja, zadanoj razini korisnosti problema ograni¢ene minimi-
zacije. Iz do sada recenog nije teSko shvatiti da je indirektna funkcija korisnosti, kada se
cijene dobara ne mijenjaju, strogo rastuca funkcija dohotka koju je moguée invertirati i na
taj nacin dobiti funkciju izdataka e =e(p,, p,,u) , kao i to da je funkcija izdataka, kada se

cijene ne mijenjaju, strogo rastuca funkcija razine korisnosti koju je mogude invertirati i na
taj nacin dobiti indirektnu funkciju korisnosti v =v(p,, p,,M) . Ovo je vrlo vaZan nalaz jer

ukazuje da nam dvije vrste optimizacije daju iste obavijesti. Ovdje ¢emo zavrsSiti ovaj vrlo
kratak, ali nadamo se, i vrlo koristan izlet na podrué¢je dualnosti na koje ¢emo se povremeno
vracati tek posto malo podrobnije opiSemo kako potrosa¢ dolazi do optimalne kombinacije
koli¢ina x ix), , do koli¢ina koje minimiziraju njegove izdatke za zadanu razinu
korisnosti.

Pretpostavimo da se na slici 3., crtezu (b), potroda¢ zatekao u to¢ki x' u kojoj je spre-
man zrtvovati —dx, jedinica dobra X, za dx, jedinica dobra X, iu kojoj se na trZiStu za
—dx, jedinica dobra X, moze dobiti viSe od dx, jedinica dobra X, , u to¢ki u kojoj je

grani¢na stopa supstitucije izmedu dobara veéa od grani¢ne stope trziSne transformacije.
Potrosac bi u toj okolnosti odmah shvatio da bi samo za dio izdataka koji bi imao na —dx,

jedinica dobra X, na trziStu mogao kupiti dx, jedinica dobra X, i tako ostati na zadanoj
razini korisnosti smanjujuci izdatke za zadanu razinu korisnosti u odnosu na izdatke koje bi

imao u to¢ki x'. Nakon pomaka iz tocke x' niz krivulju indiferencije u novu tocku sjecista
krivulje indiferencije i nove crte jednakih izdataka koja je paralelna s crtom jednakih izda-

taka koja prolazi kroz tocku Xl, ali i bliza od nje koordinatnom pocetku, potrosa¢ bi po-
novno usporedio —dx, jedinica dobra X, koji je on spreman zrtvovati za dx, jedinica do-

bra X, s brojem jedinica dobra X, za koje na trziStu moze dobiti dx, jedinica dobra X, .
Ako bi ponovno utvrdio da je broj jedinica dobra X, koji je on spreman Zrtvovati za dx,
jedinica dobra X, vec¢i od broja jedinica dobra X, za koji na trziStu moze dobiti dx, jedi-
nica dobra X, , potroSac bi shvatio da jo§ moZe sniziti izdatke za zadanu razinu korisnosti
silaze¢i niz krivulju indiferencije u novo sjeciste nepromijenjene krivulje indiferencije s
novom crtom jednakih izdataka. Ovo bi putovanje trajalo sve dok potrosa¢ ne naide na
jedinstvenu to¢ku x" u kojoj je broj jedinica dobra X, , —dx, koji je on spreman Zrtvovati

za dx, jedinica dobra X, , jednak broju jedinica dobra X, za koji na trzi§tu moze dobiti
dx, jedinica dobra X, , sve dok ne naide na to¢ku x" u kojoj je graniéna stopa supstitucije

izmedu dobara jednaka grani¢noj stopi trzi$ne transformacije. Tocka x" je tocka ravnoteze,
tocka u kojoj je potroSaCeva subjektivna vrijednost dodatne jedinice dobra X, izraZena

vrijedno$¢u odredenog broja jedinica dobra X, koje je on spreman zauzvrat Zrtvovati,
jednaka objektivnoj vrijednosti dodatne jedinice dobra X, koju trziSte izraZava vrijednoS$cu
odredenog broja jedinica dobra X, . Kada bi potrosa¢ krenuo niz krivulju indiferencije

dalje od tocke x" i tako pokusao sniziti izdatke za zadanu razinu korisnosti, on bi uvidio
da je broj jedinica dobra X, , —dx, koji je on spreman Zrtvovati za dx, jedinica dobra X,

manji od broja jedinica dobra X, za koji na trziStu moze dobiti dx, jedinica dobra X, , da
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je grani¢na stopa supstitucije izmedu dobara manja od grani¢ne stope trziSne transformacije
i zbog toga bi se vratio u to¢ku ravnoteze x". Na sli¢an bi se na¢in mogao opisati dolazak
u to¢ku ravnoteze polazeéi od pretpostavke da se potrosa¢ zatekao u tocki x° .

(2)

A
(43

(b) Y

elp,

e'lp,

\J

O° X,

e'lp, elp, &lp,

Slika 3. PotroS$aceva ravnoteza u slucaju ograni¢ene minimizacije
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Na crtezu (a) graf izopresjeka strogo rastuce funkcije korisnosti koji je paralelan s
ravninom x,0x, , predoCuje zadanu razinu korisnosti u =u(x,,x,) i1 dodiruje graf ravnine
koja je okomita na ravninu x,0x, u to¢ki (x",u) . Okomita je projekcija grafa tog izopres-
jeka na ravninu x,0x, krivulja indiferencije /" koja u tocki x" dodiruje crtu jednakih
izdataka e = p,x, + p,x,. To¢ka x" jedina je to¢ka koja zadovoljava i jednadZbu jednakih
izdataka e= p,x, + p,x, 1 jednadzbu krivulje indiferencije u =u(x,,x,). KoSara dobara
koju predocuje ta tocka minimizira potrosaCeve izdatke za zadanu razinu korisnosti zbog
toga §to svaka druga kosara dobara koja pripada krivulji indiferencije /" pripada crti
jednakih izdataka koja je od koordinatnog pocetka udaljenija od crte jednakih izdataka
e= px, + p,x, i zbog toga $to nijedna kosara dobara koja pripada krivulji indiferencije 7"
ne pripada nijednoj crti jednakih izdataka koja je blize koordinatnom pocetku od crte
e= px, + p,x, , stoga su potro$adevi minimalni izdatci e = px," + p,x,” .

Na crtezu (b) svaka tocka na krivulji indiferencije predocuje kosaru dobara s presjeci-
Sta neke crte jednakih izdataka i krivulje indiferencije. Potrosac se zeli domo¢i koSare do-
bara koja mu minimizira izdatke za zadanu razinu korisnosti. Tu koSaru trazi krecuéi se po
krivulji indiferencije i usporedujuci broj jedinica dobra X, koji je on spreman Zrtvovati za
dodatnu vrlo malu jedinicu dobra X, , grani¢nu stopu supstitucije izmedu dobara, s brojem
jedinica dobra X, za koji na trziStu moze dobiti dodatnu jedinicu dobra X, , s grani¢nom
stopom trzi$ne transformacije. Ako je grani¢na stopa supstitucije izmedu dobara veca od
grani¢ne stope trzi$ne transformacije, kao §to je to slucaj u tocki x' , potrosa¢ u mislima
zapocinje postupno preraspodjeljivati izdatke s kupnje dobra X, na kupnju dobra X, i
prelaziti na crte jednakih izdataka koje su sve manje udaljene od koordinatnog pocetka. To

¢ini sve dok ne stigne u jedinstvenu tocku stabilne ravnoteze xM , u tocku u kojoj je nje-
gova subjektivna vrijednost dodatne jedinice dobra X, izrazena vrijednosc¢u broja jedinica

dobra X, koji je on spreman Zrtvovati za tu jedinicu jednaka objektivnoj vrijednosti doda-
tne jedinice dobra X, koju trziSte izrazava vrijedno$¢u jednakog broja jedinica dobra X, .

Potrosac ne moze prijeci na crtu jednakih izdataka koja je blize koordinatnom pocetku od
crte jednakih izdataka e = p,x, + p,x, jer na toj crti ne bi bilo koSare dobara koja pripada

zadanoj krivulji indiferencije. Na jednak se nacin opisuje dolazak u ravnotezu iz tocke x°u
kojoj je grani¢na stopa supstitucije izmedu dobara manja od grani¢ne stope trziSne tran-
sformacije.

3.2 Matematicka formalizacija metode jednakih nagiba

a) Formalizacija dolaska u ravnotezu

Matematicka formalizacija prethodnih nalaza slicna je matemati¢koj formalizaciji na-
laza u problemu ograni¢ene maksimizacije korisnosti. U slucaju ograni¢ene minimizacije
izdataka polazimo od ¢injenice da je u bilo kojoj toc¢ki krivulje indiferencije, sa stajalista
potrosaca koji izrazava da je voljan Zrtvovati —dx, jedinica dobra X, za dx, jedinica do-
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bra X, da bi ostao na jednakoj razini zadovoljstva, smanjenje korisnosti zbog smanjenja
koli¢ine dobra X, za —dx, jedinica, —u,dx,, jednako prirastu korisnosti zbog povecanja
dobra X, za dx, jedinica, u,dx,. Polazimo od ¢injenice da je totalni diferencijal jednadzbe
krivulje indiferencije jednak nuli, odnosno od ¢Cinjenice da i dalje vrijedi jednakost (1) iz
prethodnog odjeljka. Pretpostavka da se potroSac zatekao u tocki x' zna¢i da bi on dio
dohotka dM za koji po trziSnoj cijeni p, moze kupiti —dx, jedinica dobra X, bio spre-
man zrtvovati za kupnju dx, jedinica dobra X, po trzi$noj cijeni p,. Iznos dohotka dM
podijeljen cijenom p, jednak je broju jedinica dobra X,, —dx, koji je potrosa¢ spreman
zrtvovati za dx, jedinica dobra X, :

_a dx,. )

P
Medutim, potroSacu koji se zatekao u tocki x' trziste omogucuje da za iznos dM po
cijeni p, kupi viSe od dx, jedinica dobra X :

dﬂ > dx,. 3)
14

Buduci da Zeli ostati na nepromijenjenoj razini korisnosti, potroSac sada zapaza da bi
samo dio iznosa dM morao izdati na kupnju dx, jedinica dobra X, i da bi za nepotroSeni

dio iznosa dM smanjio svoje izdatke za zadanu razinu zadovoljstva. Kad se (2) i (3) uvrste
u (1), dobije se nejednakost

M M

u——u,—>0 @)

P P>
koja potrosaca upozorava da bi on si$ao s krivulje indiferencije s koje ne zeli si¢i kada bi
¢itav iznos dM izdao na kupnju dobra X, . Da smanji izdatke za zadanu razinu korisnosti,
potrosac bi stoga nastavio postupno supstituirati dobro X, dobrom X, i prelazio bi na crte

jednakih izdataka koje su sve blize koordinatnom pocetku dok god na krivulji indiferencije

po kojoj se krece ne bi dosao u toc¢ku u kojoj je _a =dx, i a = dyx, , odnosno u tocku u
P> D
kojoj je
dM am
uy———u,—=0. (5)
b D

To je tocka ravnoteze x" u kojoj crta jednakih izdataka dodiruje krivulju indiferen-
cije. Kad bi se potrosa¢, iduéi niz krivulju indiferencije, pomaknuo tek malo desno od tocke
x", on bi se zatekao na crti jednakih izdataka koja je udaljenija od koordinatnog pocetka
od crte jednakih izdataka koja dodiruje krivulju indiferencije u tocki x'". Potrosaé bi se
odmah uvjerio da za iznos dM , za koji bi po cijeni p, na trziStu mogao kupiti —dx, jedi-
nica dobra X, , viSe ne bi mogao kupiti dx, jedinica dobra X, , odnosno da bi sada vrije-
dila nejednakost:
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uld—M—uzd—M<O. (6)

P P,

Potrosac bi stoga odustao od daljnjeg putovanja i ostao bi u tocki stabilne ravnoteze
x" koja je za nas, koji znamo da je zadana razina korisnosti u problemu minimizacije dobi-
vena maksimalna razina korisnosti iz problema ograni¢ene maksimizacije, i to¢ka stabilne
ravnoteze x", x" =x" . Na sli¢an bismo nacin mogli opisati putovanje potrosaca u tocku
ravnoteze x" kada bismo pretpostavili da se potroa¢ zatekao u tocki x*. Na temelju
prethodne analize moZemo sada zakljuciti da je tocka u kojoj potroSa¢ minimizira izdatke
za zadanu razinu korisnosti, to¢ka stabilne ravnoteze x", toc¢ka u kojoj crta jednakih izda-
taka dodiruje krivulju indiferencije, tocka u kojoj je grani¢na stopa supstitucije izmedu
dobara jednaka grani¢noj stopi trzisne transformacije ili ekonomske supstitucije izmedu
dobara:

u
i B ﬂ. @)
u, p,

b) Izvodenje grani¢nog troska korisnosti

Proces maksimizacije korisnosti, uz zadane cijene dobara i zadani dohodak, dovodi
potrosaca u onu tocku u kojoj mu zadnja jedinica potrosenog dohotka na bilo koje dobro
daje jednaku korisnost, a proces minimizacije izdataka, uz zadane cijene dobara i zadanu
razinu korisnosti u onu to¢ku u kojoj su njegovi izdatci, na koli¢ine bilo kojeg dobra koje
mu daju dodatnu jedinicu korisnosti jednaki, stoga je, u slu¢aju minimizacije izdataka, jed-
nakost (7) prikladno pisati u obliku

p1=pl (®)

Y (x") Ty (x™)

Za dodatnu vrlo malu jedinicu korisnosti u ravnotezi, du =1, potroSa¢ bi morao

potrositi W =dx, jedinica dobra X, . Kad se taj dodatni broj jedinica dobra X, pom-
u,(x

nozi cijenom dobra X,, p,, dobije se prirast izdataka koji uzrokuje prirast korisnosti za
jednu vrlo malu jedinicu. Ovaj nalaz mozemo izraziti zapisom

1

—=pdyx, . 9
plul(XH) pdx, ©

Isto bi tako, za dodatnu vrlo malu jedinicu korisnosti, du =1, u ravnotezi potrosac

morao potrositi =dx, jedinica dobra X, izbog toga povecati izdatke za

H
(X

1

m = pzdxz. (10)

P,
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Prirast izdataka koji je neophodan da se korisnost poveéa za jednu vrlo malu jedinicu
u oba se slucaja izrazava izdatcima na dodatne koli¢ine dobara koje su neophodne da se taj
prirast korisnosti ostvari. Bez obzira na to kojom bi potro$njom dobra ili kombinacijom
potros$nje dobara potroSa¢ povecao korisnost za jednu vrlo malu jedinicu, on bi u oba slu-
¢aja imao jednake izdatke jer nalazi u ravnotezi. Prirast izdataka na dodatnu jedinicu koris-
nosti zove se granicni trosak korisnosti. Cijene su dobara, kao §to znamo, granicni troskovi

dobara sa stajaliSta potrosaca, stoga je L2 L— odnos izmedu grani¢nog troska dobra X, i
X
1
grani¢ne korisnosti dobra X, , a ED 2— odnos izmedu grani¢nog troska dobra X, i grani-
u,(x

¢ne korisnosti dobra X, . Zajedni¢ku ¢emo vrijednost ovih dvaju kvocijenata u ravnotezi

oznatiti u”() is tim u skladu pisati

P _ Py HeH
PP S pe(xn) . (1)

Iz (11) se jasno vidi da je p”() graniéni trosak korisnosti u ravnotezi, dodatni troak

$to ga uzrokuje dodatna jedinica korisnosti. Dodatnu vrlo malu jedinicu korisnosti, du =1,

. . . 1 o o _
potrosaC ostvaruje potroSnjom ———=dx jedinica dobra X, ili potroSnjom
1

=N =dx, jedinica dobra X, na koje smo izdali pdx, ili p,dx, jedinica dohotka. Sada
u,(x

nam je lako objasniti i vezu izmedu graniéne korisnosti dohotka u ravnotezi, A" (x"), i
grani¢nog troska korisnosti u ravnotezi, p”(x"). Buduéi da je p, grani¢ni trosak dobra
X, i u (x™)=u (x") grani¢na korisnost dobra X, u ravnoteZi te daje p, grani¢ni trosak
dobra X, i u,(x")=u,(x") grani¢na korisnost dobra X, u ravnotezi, zajednitka vrijed-
nost pu”(x") izrazava vrijednost odnosa grani¢nog trodka i graniéne korisnosti u ravnotezi
za oba dobra, a zajednicka vrijednost A (x") vrijednost odnosa graniéne korisnosti i

grani¢nog troska u ravnotezi za oba dobra. Oc¢ito je dakle da je grani¢na korisnost dohotka

u ravnotezi, A" (x") jednaka reciproénoj vrijednosti grani¢nog troska korisnosti u ravno-
tezi, p” (x"),
AV (") = —ie (12)
ne(xn)

Jednostavno rec¢eno, u ravnotezi je grani¢na korisnost dohotka jednaka reciprocnoj
vrijednosti grani¢nog troska korisnosti.
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¢) Rjesenja modela i formiranje sustava jednadzbi koje ih odreduju
Pokusajmo sada na¢i vrijednosti endogenih varijabli u ravnotezi, vrijednosti x/",x" i
u. Radi toga éemo pretpostaviti da je endogenu varijablu x, iz (7) moguée eksplicitno

izraziti kao funkciju endogene varijable x, i pretpostavku izraziti zapisom:

X, :xz(xl;PpPz) . (13)

Jednadzbu (13), kao i jednadzbu (11) u problemu ograni¢ene maksimizacije, izvodimo
samo iz uvjeta dodirivosti crte jednakih izdataka ili jednakih troskova koja je u biti bu-
dzetska crta iz problema ograni¢ene maksimizacije i krivulje indiferencije, ali ne i iz zadane
razine korisnosti kao ogranicenja. Ulogu dohotka iz problema ograni¢ene maksimizacije
ovdje preuzima zadana razina korisnosti. Jednadzba (13) identi¢na je jednadzbi (11) iz pro-
blema ograni¢ene maksimizacije, stoga ona vrijedi za sve razine korisnosti i definira crtu
koja povezuje sve tocke dodira izmedu krivulja indiferencije i paralelnih crta jednakih iz-
dataka. Tako definiranu crtu nazvat ¢emo putanja potrosnja-izdatci ili putanja korisnost-
izdatci. Putanja korisnost-izdatci ujedno je i putanja dohodak-potrosnja koja je izvedena iz
modela ograni¢ene minimizacije izdataka kao Sto je i putanja dohodak-potro$nja putanja
korisnost-izdatci koja je izvedena iz modela ograni¢ene maksimizacije korisnosti. Svaka
tocka na toj dvojnoj putanji predocuje kosaru dobara koja maksimizira korisnost za neki
zadani iznos dohotka i minimizira izdatke za zadanu maksimalnu korisnost koja je ostva-
rena tim zadanim iznosom dohotka. Minimalni su izdatci za tu zadanu maksimalnu koris-
nost jednaki zadanom iznosu dohotka kojim je ta maksimalna korisnost postignuta. Ili obr-
nuto, svaka tocka na toj dvojnoj putanji predocuje koSaru dobara koja minimizira izdatke za
neku zadanu razinu korisnosti i maksimizira korisnost za zadani dohodak koji je jednak
minimalnim izdatcima za zadanu razinu korisnosti. Maksimalna je korisnost za taj zadani
minimalni iznos dohotka (izdataka) jednaka zadanoj razini korisnosti koja je ostvarena tim
minimalnim iznosom izdataka.

Kada se (13) uvrsti u jednadzbu korivulje indiferencije, dobije se
u(xy, X, (x5, py)) = u, (14)

odakle proizlazi Hicksova funkcija potraznje ili kompenzirana funkcija potraznje za dob-
rom X, :

x = x5 (pypyon). (15)

Hicksova se zove po velikom engleskom ekonomistu Johnu Hicksu. Suoznaka H u
funkciji mnemotehnicke je naravi. Ona nam samo pomaze da se lakse sjetimo kako se radi
o Hicksovoj funkciji potraznje. Ovdje se radi o modelu u kojem se realni dohodak potro-
Saca ne mijenja. Ovaj je model misaona konstrukcija u skladu s kojom potrosac uvijek ima
tocno onoliko novc¢anih sredstava koliko mu je potrebno da stalno bude na istoj krivulji
indiferencije. Prijelazom iz jedne u drugu tocku na krivulji indiferencije nominalni se do-
hodak potrosaca prilagoduje tako da mu se oduzme viSak do iznosa koji mu je neophodan
da ostane na istoj krivulji indiferencije ili tako da mu se nadoda manjak do iznosa koji mu
je neophodan da ostane na istoj krivulji indiferencije. Zbog toga se izvedena funkcija potra-
znje zove kompenzirana funkcija potraznje.
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Za bilo koje zadane cijene dobara i bilo koju zadanu razinu korisnosti iz (19) se dobije
optimalna koli¢ina dobra X, pri kojoj se minimizira potroSacev izdatak za zadanu razinu

korisnosti. To je samo prva koordinata tot¢ke optimuma x". Kada se (15) uvrsti u (13),
dobije se Hicksova funkcija potraznje ili kompenzirana funkcija potraznje za dobrom X, :

x, =2 (py. paste). (16)
Nakon uvrstavanja Hicksovih funkcija potraznje, (15) i (16), u funkciju cilja dobije se fun-
kcija izdataka:

e(plspz’u):p1x1H(p1’p23u)+pzxf(pl’pzvu) (17)

iz koje se, uzimajuéi u obzir zadane cijene i zadanu razinu korisnosti, dobiju minimalni
izdatci za zadanu korisnost. Funkcija izdataka daje minimalnu vrijednost izdataka za bilo
koji skup cijena i bilo koju zadanu razinu korisnosti.

Napokon, Hicksova se funkcija zajednicke vrijednosti dvaju kvocijenata u ravnotezi,
n”(x"), dobije koristeéi (11). Na primjer, posto se derivira funkcija korisnosti s obzirom

na x, ili s obzirom na x, i u kvocijent P L— ili u kvocijent P 2— uvrste Hicksove
u, (x u,(x
funkcije potraznje, dobije se
w=n"(p,p,u). (18)

NaSa razmatranja minimizacije izdataka za zadanu razinu korisnosti mozemo zavrsiti
formiranjem sustava jednadzbi iz kojeg proizlaze rjeSenja Hicksove funkcije potraznje

x",x? i p". Cinjenicu da je u to¢ki ravnoteze x" nagib krivulje indiferencije jednak
nagibu budZetske crte, mozemo, kao §to znamo, izraziti formalnim zapisom
H
u, (x
u,(x7)  p,

i dobiveni zapis preformulirati u oblik

h _ P
u, (x") B u, (x") 20)

Kada znakom [ 7 oznagimo zajednicku vrijednost kvocijenata u (20), dobivamo

P1 _ pz —
0w (&) ) @l

1z (21) proizlaze dvije jednadzbe s tri nepoznanice:
p—pu(x)=0
D, — M u,(x )=0. (22)
Sustavu (22) koji ima dvije jednadzbe 1 tri nepoznanice (x,x,,pt) dodajemo jed-
nadZbu ogranic¢enja da bismo dobili sustav koji ima tri jednadzbe i tri nepoznanice:



A. Pulji¢, I. Vranki¢, M. Oraié: Dolazak na putanju dohodak-potrosnja u to¢ke maksimalnog zadovoljstva... 173

p—nu(x)=0
Py~ ni(x)=0
u (x,%)u=0. (23)

Ve¢ smo ilustrirali kako se rjeSava ovaj sustav. Primijetimo jo§ da zajednicka vrijed-
nost kvocijenata, p , u jednadzbama igra ulogu multiplikatora koji mnozi funkcije granic-
nih korisnosti dobara tako da vrijednost umnozaka u tocki ravnoteze budu jednake odgova-
raju¢im grani¢nim vrijednostima funkcije cilja, koje su ovoga puta jednake cijenama dobara
odnosno grani¢nim troskovima dobara.

4. MALO SUSTAVNIJE O DUALNOSTI

Proces rjeSavanja problema minimizacije izdataka uz ograni¢enja povremeno smo do-
vodili u vezu s procesom rjeSavanja problema maksimizacije korisnosti uz ogranicenja.
Veza se izmedu dva problema ograniene optimizacije zove dualnost ili dvojnost. Cinjenica
da smo s naSeg stajaliSta funkciju ograniCenja iz problema maksimizacije korisnosti pro-
matrali kao funkciju cilja u problemu minimizacije izdataka i da smo funkciju korisnosti iz
problema maksimizacije korisnosti promatrali kao funkciju ogranicenja u problemu mini-
mizacije izdataka, znaci da su ova dva problema optimizacije duali ili dvojnici jedan dru-
gom. Indirektna je funkcija korisnosti u problemu ograni¢ene maksimizacije korisnosti

v=v(p,,p,,M), (1)

dok je funkcija izdataka u problemu ograni¢ene minimizacije izdataka
e=e(p,py,u) . 2
Ako je u problemu minimizacije izdataka, kao ogranicenje, zadana maksimalna razina
korisnosti dobivena kao rjeSenje problema ograni¢ene maksimizacije, v(p,, p,,M ), onda su
minimalni izdatci za tu razinu korisnosti jednaki zadanom dohotku M iz problema ograni-

¢ene maksimizacije:

e(p,,p,,v(p,,p,,M))=M. 3)

S druge strane, ako se u problemu maksimizacije korisnosti kao dohodovno ogranice-
nje zadaju minimalni izdatci dobiveni kao rjeSenje problema ograni¢ene minimizacije,
e(p,, p,,u), onda je maksimalna razina korisnosti jednaka zadanoj razini korisnosti u prob-
lemu minimizacije izdataka:

v(p,, p,,e(p,, p,,u)) = u. “4)
Slika 4. snagom dokaza ilustrira prethodne tvrdnje.

Pretpostavljamo kako je lako prihvatiti tvrdnju da se, uz ostale nepromijenjene uvjete,
korisnost nezasitnog potrosaca poveéava kada dohodak potrosaca raste, odnosno tvrdnju da
je indirektna funkcija korisnosti strogo rastuc¢a funkcija dohotka kao i tvrdnju da se, uz
ostale nepromijenjene uvjete, izdatci potroSaca povecavaju kada se razina korisnosti pove-
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¢ava, odnosno da je funkcija izdataka strogo rastuca funkcija korisnosti. Znanje da je indi-
rektna funkcija korisnosti, kada je promatramo samo kao funkciju dohotka, strogo rastuéa
funkcija dohotka, omogucuje nam da tu funkciju invertiramo i da na taj nacin dobijemo
funkciju izdataka. Prema tome, iz (4) proizlazi

e(pys Pastt) =V (P, Posth)- ®)
Jednako je tako funkcija izdataka, kada je promatramo samo kao funkciju korisnosti,

strogo rastuca funkcija korisnosti koja nam omogucuje da funkciju izdataka invertiramo i
da na taj nacin dobijemo funkciju korisnosti. Prema tome, iz (3) proizlazi

v(p, p,,M) = e—l(p] M) . (6)

Gledano s empirijskog stajalista, prethodni nalazi imaju veliku vaznost. Oni upucuju
na osnovni zakljucak da je kod rjeSavanja problema ograni¢ene optimizacije dovoljno rije-
§iti samo jedan problem jer se iz rjeSenja jednog problema na jednostavan nacin moze iz-
vesti rjeSenje drugog problema.

Dvojnost nas ne dovodi samo do zakljucka da se iz indirektne funkcije korisnosti lako
izvodi funkcija izdataka i obrnuto, da se iz funkcije izdataka lako izvodi funkcija korisnosti.
U procesu rjeSavanja problema ogranicene optimizacije, uz pretpostavku da je funkcija
ograni¢enja u jednom problemu funkcija cilja u drugom problemu i da je funkcija cilja u
jednom problemu funkcija ograni¢enja u drugom problemu, kosara dobara koja maksimi-
zira korisnost potro$aéu u problemu maksimizacije korisnosti, x“', minimizira izdatke
potroadu u problemu minimizacije izdataka, x™ =x", i obrnuto, koSara dobara koja
minimizira izdatke potro$acu u problemu minimizacije izdataka, x", maksimizira korisnost
potrosaéu u problemu maksimizacije korisnosti, x" =x" . To nam omoguéuje da napisemo
jos dvije vazne dualnosti. U prvom je slucaju Marshallova potraznja, kada su cijene dobara

p,ip, ikada je dohodak potroSaca M , jednaka Hicksovoj potraznji koja proizlazi kao
rjeSenje problema minimizacije izdataka u kojem su cijene dobara p, i p, i u kojem je za-
dana razina korisnosti jednaka maksimalnoj razini korisnosti iz problema maksimizacije
korisnosti:

x" (P 0, M) = x (P, p,,V(p,, P, M)). @)

U drugom je slu¢aju Hicksova potraZnja, kada su cijene dobara p, i p, i kada je za-
dana korisnost u, jednaka Marshallovoj potraznji koja proizlazi kao rjeSenje problema mak-
simizacije korisnosti u kojem su cijene dobara p, i p, i u kojem je zadana razina dohotka

jednaka minimalnom iznosu izdataka iz problema minimizacije izdataka:
H _ .M
xi (plapzau)_xi (plapzse(plapzau)) (8)

U ovom ¢emo se ¢lanku ograniciti samo na tvrdnju da je ova potonja veza dualnosti
jedan od najvaznijih nalaza na kojem se temelji izvodenje suvremenog zakona potraznje jer
ona povezuje opazive Marshallove funkcije potraznje i neopazive Hicksove funkcije potra-
znje. To je zapravo veza iz koje se na vrlo elegantan nacin izvodi jednadzba Slutskyog,
jednadzba koja na najsazetiji nacin izrazava suvremeni zakon potraznje. Taj zakon kaze da
se potraznja za normalnim dobrom povecéava kada se njegova cijena smanjuje i da dobro
mora biti inferirno ako smanjenje cijene dobra uzrokuje smanjenje trazene koliCine.
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Putanja dohodak - potrognja

Xy (P pr M)y =X, (s oo v (P12 P M)
Xy (Pys Pos 1) =X (Py, Py € (s Pos 1)

»>
X,

X\ (P P M) =X (P, Py v (P, P2 M)
-‘-‘lul (P pos ) = ""‘I“ P, P € (P, pos i)

Slika 4. Maksimizacija korisnosti i minimizacija izdataka

Maksimalnu korisnost za zadanu neisprekidanu budzetsku crtu daje kosara dobara x™
u kojoj neisprekidana krivulja indiferencije dodiruje neisprekidanu budzetsku crtu. Neis-
prekidana krivulja indiferencije najudaljenija je krivulja indiferencije od koordinatnog po-
cetka na koju potrosa¢ moze do¢i krecuci se po krivulji dohodak-potros$nja. Minimalne
izdatke za postignutu maksimalnu korisnost daje kosara dobara xu kojoj neisprekidana
crta jednakih izdataka (budzetska crta) dodiruje neisprekidanu krivulju indiferencije. Neis-
prekidana crta jednakih izdataka koordinatnom je pocetku najbliza crta jednakih izdataka na
koju potrosa¢ moze do¢i iduci po krivulji potroSnja-izdatci i ostvariti maksimalnu korisnost
iz problema maksimizacije korisnosti.

Objasnjenje moze te¢i i u obrnutom smjeru. Minimalne izdatke za zadanu korisnost

predocenu neisprekidanom krivuljom indiferencije daje koSara dobara xT oy kojoj

neisprekidana crta jednakih izdataka (budzetska crta) dodiruje krivulju indiferencije. Neis-
prekidana je crta jednakih izdataka koordinatnom pocetku najbliza crta na koju potrosac
moze do¢i iduéi po krivulji potrosnja-izdatci i ostvariti zadanu korisnost predocenu neis-
prekidanom krivuljom indiferencije. Maksimalnu korisnost za tako ostvarene minimalne

izdatke daje ko3ara dobara x" u kojoj neisprekidana krivulja indiferencije dodiruje
neisprekidanu crtu jednakih izdataka. Neisprekidana krivulja indiferencije najudaljenija je
krivulja indiferencije od koordinatnog pocetka na koju potrosa¢ moze doci krecuci se po
krivulji dohodak-potrosnja kada su minimalni izdatci jednaki potrosac¢evu dohotku.

Tocka dodira neisprekidane budzetske crte (crte jednakih izdataka) i neisprekidane
krivulje indiferencije jasno ilustrira dualnost izmedu Marshallovih i Hicksovih funkcija
potraznje jer je ona rjeSenje i problema maksimizacije korisnosti uz ograni¢enje
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M =e(p),py,u) 1 1jeSenje problema minimizacije izdataka uz ogranicenje

u=v(p, pp,M). Konatno, treCa se veza dualnosti odnosi na zajednicke vrijednosti
kvocijenata 1" i p" . Nju smo veé podrobno objasnili. Ovdje radi potpunosti navodimo

samo konacan zaklju¢ak. Kvocijent 1" mijeri grani¢ni uéinak promjene razine dohotka
(grani¢ni u€inak promjene razine ogranicenja) na vrijednost indirektne funkcije korisnosti

(na vrijednost funkcije optimalnih vrijednosti), stoga je A" graniéna korisnost dohotka u
ravnotezi. U problemu minimizacije izdataka kvocijent “H mjeri grani¢ni ucinak prom-
jene razine korisnosti (grani¢ni u¢inak promjene razine ogranicenja) na vrijednost funkcije
izdataka (na vrijednost funkcije optimalnih vrijednosti), stoga je MH graniéni troSak koris-

nosti u ravnotezi. Medutim, granic¢na je korisnost dohotka jednaka recipro¢noj vrijednosti
grani¢nog troska korisnosti. Recipro¢nost grani¢ne korisnosti dohotka i grani¢nog troska

korisnosti u ravnotezi skrac¢eno izraZavamo zapisom AWM=ty pH .

5. LAGRANGEOVA METODA NEODREDENIH
MULTIPLIKATORA

Do sada smo pokazali kako se metodom izravne supstitucije i metodom jednakih na-
giba pronalaze stacionarne toCke u problemima ograniéene optimizacije. Objasnjavajuéi te
metode, izvrsili smo obilne pripreme za objasnjenje Lagrangeove metode neodredenih
multiplikatora. Godine 1797. francuski matemati¢ar Joseph Louis Lagrange doSao je na
duhovitu zamisao da funkciji cilja iz problema ogranicene optimizacije doda funkciju ogra-
ni¢enja u implicitnom obliku pomnozenu varijablom A, neodredenim Lagrangeovim
multiplikatorom, i da na taj nacin dobije novu funkciju, Lagrangeovu funkciju kojom se
problem ograni¢ene optimizacije glede nacina izvodenja uvjeta prvog reda svodi na prob-
lem neograniene optimizacije. U skladu s tom zamisli u nasem slucaju Lagrangeova fun-
kcija, u izreCenom smislu, svodi problem ograni¢ene maksimizacije korisnosti na problem
neograni¢ene maksimizacije korisnosti

L(x1,%0,A) =u(x, %) + MM — p1x; — prxy) (1)

Kada je ograni¢enje zadovoljeno, drugi je pribrojnik na desnoj strani jednakosti jed-
nak nuli bez obzira na to kolika je vrijednost Lagrangeovog multiplikatora A . Nadalje,
najvaznije je zapaziti da je derivacija Lagrangeove funkcije s obzirom na Lagrangeov mul-
tiplikator A jednaka ograni¢enju i da ¢e jednadzba ograni¢enja stoga biti jedna izmedu
sustava jednadzbi koje izrazavaju uvjete prvog reda za maksimizaciju korisnosti. Budu¢i da
je u nasem slucaju sustav jednadzbi koje izrazavaju uvjete prvog reda rjesiv, ogranicenje je
zadovoljeno i stacionarna je vrijednost Lagrangeove funkcije jednaka maksimalnoj vrijed-
nosti funkcije korisnosti.

Pogledajmo sada kako izgleda sustav jednadzbi koji izrazava uvjete prvog reda. Dife-
renciranje Lagrangeove funkcije s obzirom na endogene varijable i izjednacavanja s nulom
daju sljedeci sustav jednadzbi:
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M] — 7\.pl =0 (2a)
Uy —Apy =0 (2b)
M — pix;— pyx; =0 (20)

To je sustav s kojim smo se ve¢ susreli. Iz sustava je o€ito da je grani¢na korisnost

dobra X; u ravnotezi, ul(xM) , jednaka umnosku ravnotezne vrijednosti Lagrangeovog
multiplikatora, M , 1 cijene dobra X, M p; - Jednako je tako ocito da je grani¢na koris-
nost dobra X, u ravnotezi, u, (XM) , jednaka umnosku ravnotezne vrijednosti Lagrangeo-

vog multiplikatora, KM, 1 cijene dobra X,, M P, . Sto su cijene dobara? Gledano sa
stajaliSta potroSaca, cijena je dobra X; granicni troSak dobra X, jer potroSa¢ za dodatnu
jedinicu dobra X; mora platiti iznos p;, a cijena dobra X, granicni je troSak dobra X,
jer potrosac za dodatnu jedinicu dobra X, mora platiti iznos p,.

Lako je zapaziti da se u Lagrangeovoj funkciji budzetsko ograni¢enje promatra kao
crta u ravnini x;Ox, koju sadrzi graf funkcije

g(x1,x2) = p1xy + prx, — M. (3)

Vrijednost je konstruirane funkcije (3) jednaka nuli samo kada je ispunjeno budzetsko
ogranicenje, samo onda kada izdatci na dobra upravo iscrpljuju dohodak potrosaca. Njezine
su djelomicne derivacije s obzirom na koli¢ine dobara jednake cijenama p; i p, za koje

smo Casak ranije utvrdili da izrazavaju grani¢ne troskove dobara.

Koju ulogu ima Lagrangeov multiplikator kao novouvedena endogena varijabla? Lag-
rangeov multiplikator A ima ulogu da graf funkcije (3) predoCen ravninom zakrene oko
budzetske crte toliko da se dobije nova funkcija

y(x1,50) = XM (pyxy + poxy = M), (4)

koje su djelomi¢ne derivacije u toCki ravnoteze xM =(x1M ,xéw ) jednake grani¢nim
korisnostima dobara. Lagrangeov multiplikator, XM, zakrene graf funkcije (3) oko
budzetskog ograni¢enja toliko da se on preobrazi u ravninu koja je graf funkcije (4) i koja
je paralelna s tangencijalnom ravninom na graf ukupne korisnosti u tocki (le ,xéw ,V).
Paralelnost osigurava multiplikator M jer mnozi cijene tako da nagibi tangenti grafa fun-
kcije (4) u svim smjerovima budu jednaki nagibima tangenti grafa funkcije korisnosti u
tocki (le ,xé” ,V) u odgovaraju¢im smjerovima. Tocka (xf‘/l ,xﬁw ,v) nalazi se na vrhu
okomite duzine iznad koSare dobara x™ koja pripada budzetskoj crti i maksimizira
potrosac¢evo zadovoljstvo. Udaljenost je izmedu dijela grafa funkcije korisnosti koji je

okomito iznad budzetske crte i budzetske crte najveca u tocki xM, stoga je i ravnina koja
predocuje graf funkcije

2(x,x2) = v+ M (pyx + pyxy — M) (5)
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tangencijalna na graf funkcije ukupne korisnosti u tocki (le ,xéw ,v) . Nadalje, valja zapa-

ziti da je dio grafa funkcije koji je okomito iznad budzetske crte, striktno konkavan i da je
to sasvim dovoljno da potrosa¢ u zadanim uvjetima maksimizira svoje zadovoljstvo.

z(x, x,)=v+ A" (px, +px,- M

i AN M

gx,x)=px, +tpx,-M

y(x,x,)= M (px, -

\E\ N

MM

Slika 5. Uloga Lagrangeovog multiplikatora
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Ravnotezni Lagrangeov multiplikator M zakrece graf funkcije ograni¢enja
g(x,x,) 1 preobrazava ovu funkciju u funkciju y(x;,x,) koje su vrijednosti djelomic¢nih
derivacija u svim smjerovima jednake vrijednostima odgovarajucih djelomiénih derivacija

funkcije cilja u tocki ravnoteze xM.

Ve¢ smo pokazali da nam ravnotezni Lagrangeov multiplikator M pokazuje koliko
iznosi grani¢na korisnost dohotka u ravnotezi. Ovdje ¢emo do te njegove ekonomske inter-
pretacije do¢i i na formalan nacin. Radi toga pretpostavljamo da je indirektna funkcija kori-

snosti neprekidno diferencijabilna. Izjava da je M granic¢na korisnost dohotka po znacenju
je ekvivalentna izjavi da je vrijednost djelomi¢ne derivacije indirektne funkcije korisnosti s

obzirom na dohodak u ravnotezi jednaka vrijednosti multiplikatora M Preostaje nam
stoga da indirektnu funkciju korisnosti djelomi¢no deriviramo s obzirom na dohodak M i
da provjerimo je li ova potonja izjava istinita. Indirektna je funkcija korisnosti

M M
v(p1, P2, M) =u(x;” (p1, p2. M), x5 (p1, P2, M)). (6)
Izravno deriviranje s obzirom na M daje

ov _Ou 8le N ou 6x§/1
oM 8xl oM 6x2 oM

axf‘/[ axé‘/f

1= tup .

oM oM

=Uu

(7

1z uvjeta prvog reda proizlazi da je u ravnotezi u; = M piup= M P>, stoga (7)
mozemo napisati u obliku

ov .M ( ax{” N 8x§/[

om " Pam TP am

)- ®)

Ako je grani¢na korisnost dohotka, 86_]\‘:[ , jednaka ravnoteznoj vrijednosti Lagrangeo-

vog multiplikatora, M , onda se mora dokazati da je svota u malim zagradama s desne
strane jednakosti (8) jednaka jedinici. Da bismo to dokazali, uvr§tavamo funkcije potraznje
u budzetsko ogranic¢enje kako bismo dobili identitet

M M
px; +paxy =M ©)

iz kojeg nakon deriviranja, s obzirom na M , proizlazi

axf‘/[ Gxéu
+ =1. 10
P P2y, (10)

Napokon, kada (10) uvrstimo u (8), dobivamo da je grani¢na korisnost dohotka u rav-
notezi jednaka ravnoteznoj vrijednosti Lagrangeovog multiplikatora:

ov M
=X". 11
EYY; (11)
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I1i opcenitije, vrijednost derivacije indirektne funkcije cilja s obzirom na konstantu og-
rani¢enja jednaka je ravnoteznoj vrijednosti Lagrangeovog multiplikatora.

6. O UTJECAJU MONOTONO RASTU('SIH 5
TRANSFORMACIJA NA RAVNOTEZNA RJESENJA

Sve do godine 1906., do godine u kojoj je talijanski ekonomist Vilfredo Pareto poka-
zao da se teorija potroSaceva izbora moze temeljiti samo na skupu krivulja indiferencije
koje imaju odredena svojstva, pretpostavljalo se da je korisnost svake koSare dobara kardi-
nalno mjerljiva kvaliteta i da s tim u skladu postoji funkcija kardinalne korisnosti koja
svakoj kosari pripisuje ukupan iznos korisnosti izrazen u izabranim jedinicama mjere. Izbor
je jedinica mjere bio proizvoljan i do linearne i do afine transformacije. Kad kazemo do
linearne transformacije, onda to znaci da se neka jedinica mjere mogla pomnoziti proiz-
voljno izabranim pozitivnim skalarom i na taj nacin transformirati u neku drugu jedinicu
mjere, a kad kazemo do afine transformacije, onda to znaci do linearne transformacije uve-
¢ane ili umanjene za proizvoljno izabrani skalar.

Pretpostavimo da je prije 1906. godine, u skladu s rezultatima koji proizlaze iz fun-

kcije kardinalne korisnosti u(x), koSara dobara x! potrosacu davala 10 jedinica korisnosti

i da je kosara dobara x? potrosacu davala 5 jedinica korisnosti. Ukupan iznos korisnosti
$to ga je potrosacu pruzala koSara dobara x! za potrosaca je bio dvostruko veéi od ukupnog

iznosa korisnosti §to mu ga je davala kosSara dobara x2. U tom se razdoblju takoder smat-
ralo da u potro$nji vlada Gossenov zakon opadajuce grani¢ne korisnosti prema kojem pot-
ro$nja dodatnih jedinica nekog dobra potrosacu donosi sve manju korisnost sve do tocke
zasi¢enja u kojoj je grani¢na korisnost dobra jednaka nuli. On je bio utjelovljen u funkciji
kardinalne korisnosti. Prema drugom Gossenovom zakonu racionalni potrosac, troSeci sav
svoj dohodak, maksimizira svoje zadovoljstvo kada mu je ugoda od potro$nje dodatne jedi-
nice svakog dobra na zadnju jedinicu potrosenog dohotka jednaka. Na temelju ovih dvaju
zakona izvodio se zakon potraznje koji je glasio: “Kad se cijena dobra smanji, traZena se
koli¢ina dobra poveca.*

Suvremena se teorija potroSaceva izbora razlikuje od teorije potroSaceva izbora koja
proizlazi iz pretpostavke da je korisnost kosare dobara kardinalno mjerljiva. Ona se temelji
na aksiomima koji pomocu binarne relacije blage preferencije izrazavaju odnos potrosace-
vih preferencija prema koSarama dobara ili, ako hocete, na aksiomima koji opisuju potrosa-
¢evu dosljednost 1 potrosa¢evo ponasanje kada za sebe bira jednu izmedu barem dviju ko-
Sara dobara koje su mu dostupne. PotroSadevo se ponaSanje moze analizirati izravno
primjenjujuci prihvacene aksiome ili, posredno, koriste¢i jednu izmedu beskona¢no mnogo
funkcija ordinalne korisnosti koje proizlaze iz tih aksioma i sazeto utjelovljuju obavijesti
koje nam daje relacija preferencije. U drugom slucaju, ulogu koju u analizi ponaSanja pot-
ro$aca ima binarna relacija blage preferencije, preuzima suvremena funkcija ordinalne kori-
snosti pripisujuéi kosarama dobara koje potrosa¢ jednako voli, koSarama dobara iz istog
indiferencijskog skupa, jednak broj i kosarama dobara koje pripadaju pozeljnijim indiferen-
cijskim skupovima vece brojeve. Za razliku od funkcije kardinalne korisnosti, funkcija
ordinalne korisnosti koSarama dobara ne pripisuje apsolutne iznose korisnosti ve¢ brojeve
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koji odreduju mjesta kosSara u poredaju kosara koji je jednak poredaju potroSacevih prefe-
rencija prema koSarama dobara. Da bismo potpuno shvatili kako suvremena funkcija ordi-
nalne korisnosti opisuje potrosaceve preferencije i razliku izmedu te funkcije i funkcije
kardinalne korisnosti, pretpostavimo sada da suvremena funkcija ordinalne korisnosti ko-

Sari dobara x! pripisuje broj 10 i kosari dobara x? broj 5. Brojevi 10 i 5 vise nisu iznosi

1

apsolutne korisnosti ve¢ indeksi korisnosti pripisani koSarama dobara x° i x2. Usporedba

nam broja 10 i broja 5 sada pokazuje da potrosa¢ vise voli koSaru dobara x! nego koSaru
dobara x2, ali ne i da potrosac¢ kosaru dobara x! voli dva puta vise nego kosaru dobara

x2 . Kada bismo brojeve 10 i 5 kvadriranjem transformirali u brojeve 100 i 25, ti bi nam
brojevi dali jednaku obavijest kao i brojevi 10 i 5, samo obavijest da potrosa¢ vise voli

kosaru dobara x! nego kosaru dobara x2. Do jednakog bi nas zakljucka dovelo svako
pravilo transformiranja brojeva 10 i 5 koje kosari dobara x! pripisuje veci broj nego kosari

dobara x2, svako pravilo koje ne naruSava po veli¢ini uskladeni redoslijed kosarama
pripisanih brojeva s redoslijedom potrosacevih preferencija prema koSarama dobara. Broj je
takvih pravila transformiranja beskonacno velik.

[lustraciju da se prikladnim transformiranjem brojeva koje neka suvremena funkcija
ordinalne korisnosti u(x) pripisuje koSarama dobara dobiva neka nova funkcija ordinalne

korisnosti z(x) koja podjednako dobro opisuje potrosaceve preferencije kao i funkcija
u(x) , mozemo formalno poop¢iti. Kada pravilo ili funkciju transformiranja oznac¢imo s F,

mozemo pisati

2(x) = F(u(x)), (M

gdje je Z—F =F >0. Ograniéenje F '>0 znadida funkcija z(x) raste kada funkcija u(x)
u

raste, odnosno da pravilo transformiranja F' Cuva poredaj potrosacevih preferencija koji
proizlazi iz funkcije korisnosti u(x). Transformacija F' zove se strogo rastuca ili monotono

rastuca transformacija. Kaze se takoder da je funkcija z monotono rastuc¢a funkcija od u.
Broj je monotono rastucih transformacija beskonacno velik. Zbog toga je beskonacno velik
i broj funkcija ordinalne korisnosti koje podjednako dobro opisuju potrosaceve preferencije.
Dok je funkcija kardinalne korisnosti jedinstvena do linearne ili afine transformacije, fun-
kcija je ordinalne korisnosti u(x) jedinstvena do monotono rastuce transformacije. Ovo

potonje znaci da primjenom monotono rastuée transformacije iz svake funkcije ordinalne
korisnosti mozemo izvesti neku drugu funkciju ordinalne korisnosti koja ne mijenja veé
dobiveni poredaj potrosacevih preferencija.

Broj obavijesti koji nam daje funkcija ordinalne korisnosti manji je od broja obavijesti
koji nam daje funkcija kardinalne korisnosti. Funkcija nas kardinalne korisnosti obavjestava
kolika je apsolutna korisnost koju potrosacu daje bilo koja koSara dobara i time o poredaju
kosara dobara po redu pozeljnosti. Povrh toga, iz funkcije kardinalne korisnosti uvijek mo-
zemo izvesti koliko iznosi granicna korisnost bilo kojeg dobra u bilo kojoj tocki. Za razliku
od funkcije kardinalne korisnosti, funkcija nam ordinalne korisnosti ne daje smislene oba-
vijesti ni o iznosu korisnosti koju potrosacu daje neka kosara dobara ni o veli¢ini grani¢ne
korisnosti bilo kojeg dobra u bilo kojoj tocki jer se primjenom monotono rastucih transfor-
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macije te veli¢ine mogu proizvoljno mijenjati. Jedino je §to znamo da su grani¢ne koris-
nosti dobara pozitivne i da to izraZzava pretpostavku kako je potrosa¢ nezasitan.

Iz prethodnog je razmatranja ocito da je za suvremenu teoriju potroSaceva izbora ne-
vazno i kardinalno mjerenje korisnosti kosare dobara i zakon opadajuce grani¢ne korisnosti
dobra. Umjesto na zakon opadajuée grani¢ne korisnosti dobra, suvremena se teorija potro-
SaCeva izbora oslanja na aksiom da grani¢na stopa supstitucije izmedu dobara opada, na
aksiom koji kaze da je potrosac koji se krece niz krivulju indiferencije, spreman Zrtvovati
sve manji broj jedinica dobra X, za dodatnu jedinicu dobra X; zbog toga Sto odnos koli-
¢ine dobra X, 1 koli¢ine dobra X; postaje sve manji. Ovaj je aksiom zapravo na drugi
nacin iskazani aksiom da su potroSaceve preferencije striktno konveksne, aksiom koji kaze
da potrosac¢ kosaru dobara koja je ponderirani prosjek dviju kosara dobara, kada su ponderi
razli¢iti od nule, voli viSe nego onu kosaru koju izmedu dviju koSara dobara ne voli vise.
Dolazak potrosaca iz tocke x' u tocku ravnoteze xM omogucio je aksiom koji kaze da
grani¢na stopa supstitucije izmedu dobara opada. Grani¢na se stopa supstitucije izmedu
dobara smanjivala sve dok se u tocki xM nije izjednacila s grani¢nom stopom ekonomske
supstitucije izmedu dobara. Jednako je tako aksiom da grani¢na stopa supstitucije opada
omogucio da potrosac iz toCke x2 dode u totku ravnoteze x™. Grani¢na je stopa
suspstitucije izmedu dobara rasla sve dok se nije izjednacila s grani¢énom stopom ekonom-
ske supstitucije. Nadamo se da je Citatelju vec¢ sada jasno zasto se suvremena teorija potro-
Saeva izbora, umjesto na zakon opadajuce graniéne korisnosti dobara, oslanja na aksiom
da grani¢na stopa supstitucije izmedu dobara opada.

Gledano s matematickog stajalista, izvodenje je potrosacevih funkcija potraznje kada
je funkcija cilja funkcija kardinalne korisnosti ekvivalentno izvodenju potrosacevih fun-
kcija potraznje kada je funkcija cilja funkcija ordinalne korisnosti. Ve¢ smo pokazali kako
se izvode Marshallove funkcije potraznje kada je funkcija cilja u#(x)1i kada je zadano bu-
dzetsko ogranicenje. Zamislite da je funkcija u(x) funkcija kardinalne korisnosti. Primije-

nimo na tu funkciju monotono rastuéu transformaciju F da bismo dobili funkciju
2(x1,xp) = F(u(x1,x7)), ()

iz koje ne mora proizlaziti da u potro$nji vlada zakon opadajuce grani¢ne korisnosti dobara
zbog toga §to predznak od

o D)
Zjj —Fu”+F u;

ne mora biti jednak predznaku od u;; jer je F '>0 jedino ograni¢enje na monotono rastué¢u

transformaciju F. Pogledajmo sada koje ¢emo Marshallove funkcije potraznje dobiti kada
umjesto funkcije cilja u(x) kao funkciju cilja uzmemo njezinu monotono rastucu

transformaciju z(x;,x,). U tom je slucaju Lagrangeova funkcija

L(xp,x9,1) = F(u(x;,x2)) + MM — pyx; — ppx;)

Uvjeti su prvog reda
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Fuj—hp; =0 (3a)
Fuy—\p, =0 (3b)
M = pixy—pyx; =0 . (3¢)

Iz prvih dviju jednadzbi sustava proizlazi

Fu _ oy (4)
Fu, M
odnosno
no_p )
u pa

Dobiveni je rezultat uvjet tangentnosti koji proizlazi iz modela u kojem je funkcija ci-
lja u(x) jednostavno zbog toga §to monotono rastuca transformacija F' ne mijenja grani¢nu

stopu supstitucije izmedu dobara. Daljnji je postupak rjesavanja ocit. On daje Marshallove
funkcije potraznje koje su jednake Marshallovim funkcijama potraznje koje proizlaze iz
modela u kojem je funkcija u(x) funkcija cilja. Funkcija Lagrangeovog multiplikatora koja

proizlazi iz modela u kojem je funkcija cilja monotono rastuéa transformacija razlikuje se
od funkcije Lagrangeovog multiplikatora koja proizlazi iz modela u kojem je funkcija cilja
u(x) . Medutim, Lagrangeov multiplikator i dalje ima jednostavnu ekonomsku interpreta-

ciju. Iz uvjeta prvog reda (3a) i (3b) proizlazi da je vrijednost Lagrangeovog multiplikatora
u ravnoteZi pozitivna i da bi dodatna potroSena jedinica dohotka na bilo koje dobro u rav-
notezi dala jednaku korisnost.

Nadamo se da citatelj sada uvida da nas funkcija ordinalne korisnosti, na koju se pos-
tavljaju znatno blazi zahtjevi nego na funkciju kardinalne korisnosti, uspjesno dovodi do
Marshallovih funkcija potraznje bez oslanjanja na kardinalnu mjerljivost korisnosti koSare
dobara i opadajuéu grani¢nu korisnost dobra. Jednako se tako nadamo da je sada razumlji-
vija Paretova izjava kako pojedinac moze oti¢i sa scene kada pomocu krivulja indiferencija,
iznad kojih se dize beskona¢no mnogo brezuljaka, dade potpunu sliku svojih ukusa.

7. SLOVO O DOVOLJNIM UVJETIMA DRUGOG REDA

Do sada smo se bavili maksimizacijom korisnosti uz zadano linearno budzetsko ogra-
ni¢enje koje krasi nepromjenjivost grani¢ne stope trziSne transformacije. Poopéenje ovih
razmatranja je maksimizacija korisnosti ili neke druge funkcije cilja uz bilo kakvo ograni-
¢enje o kojem mozemo promisljati kao o opcenitoj, ne nuzno linearnoj, funkciji izdataka:

maks u(xl,xz)
x1,x220

gl xy)=M.
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Granicne cijene oskudnih dobara, g;ig,, na koja potrosa¢ raspodjeljuje dohodak,
ovise o koli¢inama tih dobara, stoga je koli¢ina drugog dobra koju mozemo dobiti za malu
koli¢inu prvog dobra, dx;, promjenjiva veli¢ina,

dg = g1dx; + grdx; =0,

dX2 = —ﬂdxl,
&2
koje je diferencijal suprotne vrijednosti
dx dx
(g11+&12 T;)gz -81(g21+82 chz)
d*xy = d(dxy) =— - L a2,
82

(211~ 2122922~ 21(221 - €22 20

d2x2 =— £2 3 2 dxlz,
82
| 2

— (8182228182812 + &2811)

dzxZ = — g2 ) dXIz
82

O stabilnosti ravnoteze, kao i u optimizaciji bez ograni¢enja, odlucujemo na osnovi

predznaka diferencijala drugog reda funkcije cilja,
du = uydx) +uydx,,
d*u = d(du)= d(udx; +uydxy )=
= (ul 1dx) +updxy )dxl + (uzldxl +uyydxy )dx2 + u2d2x2 =

=u 1dX12 + 2M12d)€1d)€2 + uzzdx% + u2d2x2 =

2
=u 1dx12 - 2&u12dx12 +g—12u22dx12 + u2d2x2 =

82 82
gluyy — 28180t + 83 2 2
= 5 dx1 +l/l2d Xy.
&2

Imajuéi u vidu da je grani¢na korisnost novca jednaka kvocijentu grani¢ne korisnosti i

N .. u . . . .

granicne cijene dobra X, u ravnotezi, A = =2, diferencijal drugog reda ukupne korisnosti
&2

mozemo zapisati u obliku
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2 2 2 2
-2 + A -2 +
a2 = 812~ 2818y YEN 42 (8820 —2818281> gzgu)dxlz

2 2
82 82
2 2
2 &i(upp —Agy)—2g182(up —Ag1p) + 85 (w1 —Ag11) , 2
du= 2 dxi
&2
2 gLy 2818l + g3l 0
du= dxi .

2
&2

Na osnovi minora obrubljene Hesseove matrice Lagrangeove funkcije

0 g &
2 2
Dy=\g1 Lt Lio|=2g182L1» —8i Ly — g5 L1
g L Ly

diferencijal drugog reda funkcije cilja poprima jednostavan zapis
Dy
2,2

g2dx

d2u=—

Dovoljan uvjet drugog reda ograni¢ene maksimizacije, negativan predznak diferenci-
jala drugog reda funkcije cilja, d*u<0 za dx; #0 zapravo je zahtjev za pozitivhim
predznakom obrubljenog minora, D, > 0. Povecanje broja dobara, medutim, namecée zah-
tiev da predznaci posljednjih n-/ vodecéih glavnih minora obrubljene Hesseove matrice
Lagrangeove funkcije alterniraju i zavrie s predznakom (-1)". Svakako je D, >0, no
jedan smo obrubljeni minor kojem znamo predznak ispustili,

0
Dl = &1 = —g12 < O,
g1 Ln
pa nas na prethodnu tvrdnju podsjeca i niz
Dl <0, D2 > 0.

Kako se, poput predznaka kvadratne forme, problemi minimizacije mnozenjem fun-
kcije cilja s (-1) preobrazavaju u probleme maksimizacije, tako se za njih u dovoljnim uv-
jetima drugog reda na odgovarajuci nacin preobrazavaju i znakovi nejednakosti i vodeci su
glavni minori obrubljene matrice istog, negativnog, predznaka,

D] <O,D2 <0.

Linearni oblik izdataka znatno pojednostavljuje ova razmatranja pa ulogu Lagrange-
ove funkcije u dualnim modelima analize ponaSanja potrosaca preuzimaju funkcija cilja i
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ograni¢enja. Geometrija poprima vidljivo obli¢je i dovoljni se uvjeti drugog reda i u mo-
delu ograni¢ene maksimizacije korisnosti i u modelu ograni¢ene minimizacije izdataka
svode na zahtjev da funkcija korisnosti bude striktno kvazikonkavna. U slué¢aju dvaju do-
bara tim zahtjevom

0 u, u,
D> =\u, u, u, >0,

Uy Uy Up

postizemo konveksan oblik krivulja indiferencije kojim predoc¢ujemo zakon opadajuce su-
bjektivne vrijednosti jedinice relativno sve obilnijeg dobra izrazene vrijednoséu kolicine
relativno sve oskudnijeg dobra koju je potrosac¢ zauzvrat voljan zrtvovati. Ovaj zakon,
prema kojem potro$ac voli mijesati sadrzaje jednako poZeljnih kosara dobara, okosnica je
ordinalnog pristupa i svoju vaznost nalazi ne samo u stabilnosti ravnoteze ve¢ i u kompara-
tivno stati¢koj analizi, stoga se nadamo da ¢e ovaj kratak izlet medu dovoljne uvjete drugog
reda biti dostatan poticaj da se time ubuduce zabavimo znatno opseZnije.

8. ZAKLJUCAK

Nasa je nakana bila da u ovom ¢lanku pristupacno i uvjerljivo, bez pretjeranog osla-
njanja na znanje matematike, opiSemo problem potroSaceva izbora. Nakon uobicajenog
formuliranja modela ograni¢ene maksimizacije korisnosti i modela ogranicene minimiza-
cije izdataka, dolazak smo u ravnotezu u oba slucaja objasnili oslanjajuci se na jednostavno
stajaliSte da obican potroSa¢ uvijek zna koliko je jedinica dobra X, spreman zrtvovati za

dodatnu jedinicu dobra X; i za koliko se jedinica dobra X, na trziStu moze dobiti dodat-
nih jedinica dobra X;. U problemu ograni¢ene maksimizacije korisnosti potrosac,
usporedujuci broj jedinica dobra X, za koji na trziStu mozemo dobiti dodatnu jedinicu
dobra X; s brojem jedinica dobra X, koji je on voljan Zrtvovati za dodatnu jedinicu dobra
X , ispituje koja mu koSara dobara na budzetskoj crti maksimizira korisnost, a u problemu
ograni¢ene minimizacije izdataka, usporedujuci broj jedinica dobra X, koji je on spreman
zrtvovati za dodatnu jedinicu dobra X;, na koju ¢e koSaru dobara na zadanoj krivulji

indiferencije izdati najmanje novaca. PotroSac se u oba slucaja prilagoduje uvjetima koje
namece trziSte 1 ostvaruje ravnoteZzu kada se broj jedinica dobra X, koji je on spreman

zrtvovati za dodatnu jedinicu dobra X; podudara s brojem jedinica dobra X, za koji na

trziStu moze dobiti dodatnu jedinicu dobra X .

Broj jedinica dobra X, koji je potrosa¢ voljan Zrtvovati za dodatnu jedinicu dobra
X, 1 pritom ostati na jednakoj razini zadovoljstva zove se grani¢na stopa supstitucije iz-

medu dobara,
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dx u
MRS, Z—d—;Zu—l, (1)
1 U

a broj jedinica dobra X, za koji potro$ac na trzi§tu moze dobiti dodatnu jedinicu dobra X;
grani¢na stopa trzi$ne transformacije,

MRMT =L )
P2

Obic¢no se kaze da je, u oba slucaja ogranicene optimizacije, ravnoteza potrosaca tamo
gdje je grani¢na stopa supstitucije izmedu dobara jednaka grani¢noj stopi trzi$ne transfor-
macije:

u P
u pa

odnosno tamo gdje je nagib krivulje indiferencije jednak nagibu budzetske crte ili nagibu
crte jednakih izdataka. Ovo je samo formalniji opis ravnoteze koju smo ve¢ iskazali na
znatno jednostavniji nacin.

Metoda jednakih nagiba jedna je izmedu metoda za iznalazenje rjeSenja problema.
Ona polazi od stajali$ta da ravnotezu potrosaca izrazava jednadzba (3). U ¢lanku smo poka-
zali kako nam prihvacanje tog stajalista omogucuje da na prirodan nacin upoznamo eko-
nomski i matematicki smisao Lagrangeovih multiplikatora i njihovu medusobnu povezanost
te da formiramo skup jednadzbi koje opisuju kriti¢ku tocku Lagrangeove funkcije, a da bilo
$to izravno znamo o Lagrangeovoj funkciji.

Posto smo pokazali kako se u problemu ograni¢ene maksimizacije korisnosti matema-
ticki formalizira dolazak u ravnotezu i kako se primjenom metode jednakih nagiba rjeSava
taj problem, lako nam je bilo pokazati kako se matematicki formalizira dolazak u ravnotezu
u problemu ograni¢ene minimizacije izdataka i kako se primjenom metode jednakih nagiba
rjeSava taj problem. Sto je najvaznije, u tom smo procesu rezultate koji proizlaze iz modela
ograni¢ene minimizacije izdataka u kojem je funkcija cilja funkcija ogranicenja iz modela
ogranicene maksimizacije korisnosti i funkcija ogranicenja funkcija cilja iz modela ograni-
¢ene maksimizacije korisnosti, na bezbolan nacin doveli u vezu s rezultatima koji proizlaze
iz dualnog modela ograni¢ene maksimizacije korisnosti. Nakon toga nam nije bilo tesko
sustavnije prikazati veze dualnosti, od kojih posebnu vaznost imaju veze izmedu Hicksovih
i Marshallovih funkcija potraznje iz kojih izravno slijedi jednadzba Slutskyog, jednadzba
koja na najsaZzetiji nacin izrazava suvremeni zakon potraznje.

Podrobno je upoznavanje metode jednakih nagiba potpuno otklonilo misticne pre-
dodzbe o Lagrangeovoj metodi neodredenih multiplikatora. Neodredeni multiplikatori
imaju potpuno odredeno ekonomsko i matematicko znacenje. Nadamo se da je geometrij-
ska interpretacija uloge Lagrangeovog multiplikatora u Lagrangeovoj funkciji posebno
uvjerljiva. Iz uvjeta prvog reda koji slijede iz Lagrangeove funkcije, proizlazi ravnotezna
jednakost grani¢ne stope supstitucije izmedu dobara koja je imuna na monotono rastuce
transformacije funkcije korisnosti i odnosa cijena dobara. Ta nam je Cinjenica omogucila
bijeg od pojma korisnosti i napustanje zakona opadajuée grani¢ne korisnosti koji smo, slje-



188 Zbornik Ekonomskog fakulteta u Zagrebu, godina 4, 2006.

deéi Pareta, zamijenili zakonom opadajuée grani¢ne stope supstitucije izmedu dobara, sre-
disnjim zakonom ordinalne teorije ponaSanja potroSaca. Taj je zakon, prema kojem potro-
$a¢ voli mijesati sadrzaje jednako pozeljnih kosSara dobara, naSao svoje mjesto i medu
dovoljnim uvjetima drugog reda kojima smo radi cjelovitosti analize na kraju ipak posvetili
malo prostora. Naime, i u modelu ograni¢ene maksimizacije korisnosti i u modelu ograni-
¢ene minimizacije izdataka dovoljne smo uvjete drugog reda sveli na zakon opadajuce gra-
ni¢ne stope supstitucije iz kojeg je proizisao i konveksan oblik krivulja indiferencije.
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