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Stirlingovi brojevi

Boris Dokié¢ *

Sazetak

U matematici postoji mnogo specifi¢nih brojeva kao sto su na pri-
mjer Fibonaccijevi brojevi, Mersenneovi brojevi, Catalanovi brojevi,
Bernoullijevi brojevi i sli¢cno. Mnogi od tih brojeva su detaljno pro-
uceni i postoje radovi koji se bave njihovim svojstvima. Takvi su i Stir-
lingovi brojevi koje ¢emo kroz ovaj ¢lanak poblize upoznati. Definirat
¢emo Stirlingove brojeve prve i druge vrste, objasniti kako se oni mogu
racunati te pokazati neke od relacija koje za njih vrijede.
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Stirling numbers

Abstract

There are many specific numbers in mathematics, i.e. Fibonacci
numbers, Mersenne numbers, Catalan numbers, Bernoulli numbers
and so on. Many of these numbers are studied in detail and there are
many papers about their properties. Stirling numbers are an example
of that kind of numbers. We are going to say something about them
in this article. We will define Stirling numbers of first and second kind
and explain how we can calculate with them. We will also show some
relations which hold for them.
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1 Uvod

Kombinatorika se kao grana matematike detaljnije uci u srednjim sko-
lama. U okviru tog gradiva se u¢e binomni koeficijenti koji su neizostavni
za nastavak upoznavanja s osnovnim kombinatornim principima prebroja-
vanja (varijacijama, permutacijama i kombinacijama). Primjena binomnih
koeficijenata je stoga uveliko rasprostranjena te je za njih dokazan poprili-
¢an broj svojstava.

Osim binomnih koeficijenata, koji pripadaju posebnoj vrsti brojeva, pos-
toji jo§ mnogo razli¢itih brojeva koje moZemo svrstati u neku skupinu po
nekim zajednic¢kim svojstvima. Tako na primjer, ve¢ od najranijeg doticaja
s matematikom u¢imo za parne i neparne brojeve, kvadrati i kubovi bro-
jeva su takoder jedna posebna kategorija brojeva. Osim tih jednostavnijih,
postoje i neke malo sloZenije vrste brojeva kao $to su Fibbonaccijevi, Cata-
lanovi, Mersenovi, harmonijski, Bernoullijevi i drugi brojevi.

Uz sve ove navedene brojeve, mi ¢emo se pozabaviti posebnom skupi-
nom brojeva koju zovemo Stirlingovﬂ brojevi. Upravo ovi brojevi imaju
dosta sli¢nosti s binomnim koeficijentima jer kao sto binommni koeficijenti
tvore Pascalov trokut brojeva (tablica[l), tako i Stirlingovi brojevi formiraju
trokute brojeva, a osim toga, za njih vrijedi mnostvo relacija i neke od njih
su vrlo slicne onima koje poznajemo i za binomne koeficijente.
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11 1

20 1 2 1

3] 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5/ 1 5 10 10 5 1

6| 1 6 15 20 15 6 1

7| 1 7 21 35 35 21 7 1

8| 1 8 28 5 70 56 28 8 1

9| 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Tablica 1: Pascalov trokut

James Stirling (1692-1770) - 8kotski matematic¢ar
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2 Stirlingovi brojevi

Stirlingovi brojevi su odavno poznati brojevi i imaju dugu povijest, a
vrlo Cesto ih moZemo sresti u raznim primjenama u matematickim disci-
plinama. Oni se dijele na Stirlingove brojeve prve vrste i Stirlingove brojeve
druge vrste o kojima éemo mi nesto vise re¢i odmah u nastavku. Njihova
pojava je najce$c¢a u kombinatorici i u teoriji vijerojatnosti pa su tako kroz
povijest ¢esto proucavani iako se nije uvijek navodilo njihovo ime.

Madarski matematic¢ar Charles Jordan 1939. u svojoj knjizi Calculus of Fi-
nite Differences detaljno opisuje Stirlingove brojeve i iznosi rezultate vezane
uz njih. Na taj nacin su Stirlingovi brojevi dobili puno znacajniju ulogu u
matematici. Zanimljiv je i citat iz navedene knjige:

Stirlingovi brojevi su od najvece koristi u matematickoj analizi. Ipak,
to nije bilo u potpunosti prepoznato; brojevi su bili zanemareni i rijetko
koristeni. To je upravo zbog cinjenice da su ih razliCiti autori uvodili
pod razlicitim imenima i oznakama, bez spominjanja da je rijec o istim
brojevima. Stirlingovi brojevi su jednako vazni, ako ne i vazniji od
Bernoullijevih; oni bi trebali zauzeti sredisnju poziciju u matematickoj
analizi konacnih diferencija.

2.1 Stirlingovi brojevi prve vrste

Za pocetak ¢emo krenuti od Stirlingovih brojeva prve vrste, koji su nesto
slabije u uporabi, ali imaju znacajna svojstva. No prije nego kazemo kakvi
su to brojeviisto oznacavaju trebamo se upoznati s pojmom ciklusa. U kom-
binatorici ¢esto prebrojavamo nacine kako ne$to mozemo napraviti te ka-
kav sve razmjesStaj promatranih elemenata moZe biti pod nekim uvjetima.
Ciklus predstavlja takav razmjestaj u kome je bitan iskljucivo redoslijed ele-
menata, tj. u ciklusu nam nije bitno koji je element prvi, koji drugi, i tako
dalje, ve¢ nas samo zanima poredak elemenata.

To zapravo znaci da za svaki odabrani element ciklusa kao pocetni, uko-
liko idemo redom po elementima, imamo isti poredak elemenata jer su
,prvi” i ,zadnji” element ciklusa medusobno povezani.

Sam ciklus i njegove elemente éemo u nastavku oznacavati unutar uglatih
zagrada, a same elemente ciklusa ¢emo odvajati zarezom.

Ako bismo na primjer imali skup koji se sastoji od elemenata A, B, C, D,
onda bismo mogli imati ciklus [A, B, D, C], ali taj ciklus je jednak ciklusima

* [B,D,C A]
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5

L

Slika 1: Primjer ciklusa s 4 elementa

L4 [D/ C/ A/ B]/
e [C,A B, D]

pa u sva Cetiri slucaja govorimo o istom ciklusu jer je poredak elemenata
jednak bez obzira na pocetni element. Na slici[I|moZemo vidjeti ilustraciju
tog ciklusa i jasno je sa slike da koji god element uzmemo za pocetni i uko-
liko se kre¢emo u smjeru kretanja kazaljke na satu imamo isti ciklus.

Primjer 1. Na koliko nacina moZe Sestero ljudi sjesti na Sest mjesta za okruglim
stolom? Dva razmjestaja smatramo istim ukoliko se jedan moZe dobiti iz drugog
rotacijom.

Rjesenje. Prvo odaberemo jedno mjesto (jednu stolicu) te na nju postavimo
jednu osobu. Nije nam bitno koju ¢emo stolicu odabrati jer imamo okru-
gli stol, ali je bitno koga ¢emo odabrati. Prvu osobu moZemo odabrati na 6
nacina (s obzirom da ih sveukupno ima 6). Potom ¢emo do prve osobe pos-
taviti drugu osobu (kre¢emo se u pozitivnom smjeru - smjer obrnut smjeru
kazaljke na satu). Drugu osobu moZemo odabrati na 5 nacina. Sli¢no bi-
smo dalje odabirali i postavljali osobe na 4, 3, 2 i 1 na¢in. To bi znacilo
da imamo sveukupno 6-5-4-3-2-1 = 6! na¢ina da razmjestimo Sest
osoba oko stola. Medutim, treba primijetiti da se ovdje radi o ciklusu jer
su sve stolice oko stola jednake, a mi smo proizvoljno krenuli od jedne.
To znadi da ée nam se ovisno o stolici ponavljati isti razmjestaj. Npr. ako
osobe oznacimo slovima A, B, C, D, E, F onda ¢e nam gornjim nac¢inom
biti ubrojani razmjestaji [A, B,C, D, E, F],[B,C,D,E,F,A], [C,D,E,F, A, B],
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[D,E,F,A,B,C], [E F,AB,C,D]|[F,AB,C,D,E], a tuje rije¢ o istom raz-
mjestaju jer iste osobe sjede jedna do druge. Zbog toga vidimo da ¢e sve-
ukupan broj nacina biti
6! 6-5!
6 6

Op¢enito, kada imamo # ljudi koje treba posjesti za okrugli stol to mo-
Zemo uraditi na (n — 1)! nacina jer je rije¢ o ciklusu.

Sada kada smo pojasnili $to su ciklusi, uvodimo i Stirlingove brojeve prve
vrste. Oni nam govore na koliko nac¢ina moZemo n elemenata poredati u k
ciklusa. Oznac¢avamo ih s

5. <

Bj ili  c(nk),
pri ¢emu su n, k € INp.

Primjer 2. Neka je dan skup {1,2,3,4,5}. Koliko imamo 4 ciklusa ovakvog skupa?

Rjesenje. Dan nam je skup od 5 elemenata i trazimo sve poretke ovih ele-
menata koristeci 4 ciklusa. IspiSimo ih redom:

(1] [2] 3] [4,5], [1] [4] [5] [2,3],
[1] [2] 4] [3,5], [2] [3] [4] [1,5],
[1] 2] [5] [3,4], [2] [3] [5] [1,4],
[1] (3] [4] [2,5], [2] [4] [5] [1,3],
(11 (3] [5] [2,4], [3] 4] [5] [1,2]

Kao $to mozemo vidjeti, broj svih na¢ina da skup od 5 elemenata poredamo
u 4 ciklusa jednak je 10. Po nacinu na koji smo definirali problem, vidimo
da je ovo zapravo Stirlingov broj prve vrste

5

4 4. c(5,4). <
Primjedba 2.1. Stirlingov broj prve vrste govori o broju nacina kako skup rastav-
ljamo na tocno odredeni broj ciklusa pa se jos ponekad naziva i Stirlingov ciklicki
broj. Upravo iz tog razloga i koristimo oznaku [}] jer elemente ciklusa inace prika-
zujemo unutar uglatih zagrada kako smo vec i napomenuli.

Pogledajmo sljede¢i primjer:

Primjer 3. Neka imamo 8 perli i tri identicha komada Zice. Na koliko nacina mo-
Zemo napraviti tri narukvice, ako je poznato da svaka narukvica treba imati barem
jednu perlu?
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Rjesenje. Sastavljanje narukvice od perli je sastavljanje jednog ciklusa od
barem jednog elementa. Nas zanimaju svi 3-ciklusi jer Zelimo napraviti
to¢no tri narukvice. Odgovor na nase pitanje je Stirlingov broj prve vrste
3 «

U gornjem primjeru smo rekli rjeSenje u obliku Stirlingovog broja prve
vrste, ali nismo dali eksplicitnu vrijednost. Ako bismo pokusali napamet
nabrajati moguce nacine brzo bismo uvidjeli da ih ima znatno viSe nego u
primjeru 2] pa bi nam ispisivanje svih mogucnosti predugo trajalo. Jasno je
da ne moZzemo uvijek ru¢no brojati sve takve cikluse te ¢emo stoga koris-
titi rekurzivnu relaciju za njihovo rac¢unanje koju ¢emo iskazati u teoremu.
Prije teorema ¢emo jo$ re¢i iznose Stirlingovih brojeva prve vrste za neke
specijalne slucajeve:

e 0<n<k

U ovom slucaju imamo problem odredivanja broja nacina da skup
od n ¢lanova prikazemo uz pomo¢ k ciklusa. Najjednostavniji ciklus
je ciklus od samo jednog elementa (jos se zove i 1-ciklus ili trivijalni cik-
Ius). Kako u nasem slucaju trebamo vise ciklusa nego $to imamo ele-
menata ocigledno je da i sve kada bismo uzimali 1-cikluse ne bismo
n-¢lani skup mogli prikazati pomocu k ciklusa. Stoga zaklju¢ujemo

[Z] —0, O0<n<k

en—==%k

Imamo skup od 7 ¢lanova i Zelimo ga prikazati uz pomo¢ n ciklusa.
Jasno je da to moZemo napraviti samo na jedan nacin i to tako da
svaki element ¢ini 1-ciklus. Stoga zaklju¢ujemo

{n] =1, n € IN.
n

Trebamo jos$ re¢i da po dogovoru uzimamo i da je

-

Sada ¢emo iskazati i dokazati relaciju koja omogucuje ra¢unanje i ostalih
Stirlingovih brojeva prve vrste.
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n |l (1] ] AR 4 4 2 Y 1
0] 1

1] 0 1

2| 0 1 1

3| 0 2 3 1

4 0 6 11 6 1

50 0 24 50 35 10 1

6/ 0 120 274 25 8 15 1

7| 0 720 1764 1624 735 175 21 1

8| 0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1

9| 0 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1

Tablica 2: Stirlingov trokut za cikluse

Teorem 2.1. [Osnovna rekurzija za []] Za k, n € N vrijedi

n n—1 n—1
f =B e »
Dokaz. Uzmimo neki n-¢lani skup i fiksirajmo neki njegov proizvoljni ele-
ment x. On sam za sebe ¢ini trivijalni ciklus, a kako cijeli skup Zelimo po-
dijeliti u k ciklusa, to znaci da imamo [Zj] nacina da to napravimo.

U ovom slucaju smo promotrili sve k-cikluse u kojima x ¢ini trivijalni
ciklus. Ostaje nam jo$ prebrojati cikluse u kojima je i element x, a takvi
ciklusi su duljine > 2.

U tu svrthu moZemo promotriti preostalih n — 1 elemenata i prebrojati
nacine da njih postavimo u k ciklusa, tj. imamo [”;1] nacina da to napra-
vimo. Kada smo to napravili, vidimo da x moZemo staviti iza svakog ele-
menta u bilo kojem ciklusu, pa to u konacnici znaci da sveukupno imamo
(n—1) [”;1] nacina za pravljenje takvih ciklusa.

Zbrajanjem dobivamo traZenu relaciju. O

Na osnovu dokazane relacije, uvrStavanjem poznatih vrijednosti, mo-
zemo dobiti Stirlingove brojeve prve vrste. Neke od njih ¢éemo prikazati
u Stirlingovom trokutu za cikluse. U tablici 2 moZzemo vidjeti koje su vri-
jednosti Stirlingovih brojeva prve vrste za slucajeve kada n i k idu od 0 do
9. Kao $to za binomne koeficijente imamo Pascalov trokut, tako imamo i za
Stirlingove brojeve prve vrste.
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Primjedba 2.2. Sada kada imamo tablicu i formulu za izracunavanje moZemo
odgovoriti i tocnom brojkom na primjer s perlama i tri narukvice. Ukupno imamo
13132 nacina da napravimo tri narukvice od 8 perli i tri identicna komada Zice jer

je
8
{3] = 13132.

Ukoliko bismo zbrajali elemente u retku dobili bismo broj svih nac¢ina za
rastav n-¢lanog skupa na cikluse. Tako bismo zan = 0in = 1 dobili 1, za
n = 2rezultatbibio 2, zan = 3 zbrojje 6, zan = 4je 24, zan = 5je rezultat
120...Uo¢imo da su dobiveni rezultati jednaki n!, a moZe se dokazati da za

svaki n € INg vrijedi
iR
=nl.
k=0 k

Ovaj rezultat nije slu¢ajan. Naime, svakoj permutaciji skupa odgovara neki
ciklicki poredak i obratno. To ¢emo ilustrirati sljede¢im primjerom.

Primjer 4. Neka je zadan skup {1,2,3,4,5,6}.

a) Odredite ciklicki poredak koji odgovara permutaciji koja 123456 prebaci u
235614. Koliki je u tom slucaju k i koliko takvih k-ciklusa postoji?

b) Odredite permutaciju koja je ekvivalentna ciklickom rasporedu

[1,6] [2,4,5] [3].

S N 1 23 456 1%
Rjesenje.  a) Imamo permutaciju < 2 35 6 1 4 ), a ciklicka struk-
tura se dobiva iz ¢injenice da:

i) 1 se mijenja s 2, pa se mijenja s 3, pa s 5 i dolazi na svoje origi-
nalno mjesto te zbog toga imamo ciklus [1,2,3, 5]

ii) 4 se zamijeni sa 6 i dolazi na originalno mjesto pa imamo ciklus
[4,6].

U konac¢nici imamo da je cikli¢ki poredak koji odgovara pocetnoj per-
mutaciji dan izrazom
[1,2,3,5] [4,6].

U ovom slucaju je k = 2, a odgovor na posljednje pitanje je Stirlingov
broj prve vrste
[6} = 274.

2
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b) Imamo cikli¢ki poredak [1, 6] [2,4,5] [3] pa krenemo obratnim redos-
liiedom od proslog slucaja, tj.

i) uzmemo prvi ciklus [1, 6] te nam on kaZe da se 1 zamijeni sa 6

pa imamo
123 456
6 2 2?2 72 1)

ii) zatim uzimamo drugi ciklus [2,4,5] te iz njega is¢itavamo da 2
ide na mjesto 4, pa se mijenja s 5 pa to upiSemo i imamo

1 23 4 5 6
6 4 2 5 2 1)

iif) na kraju nam ostaje 1-ciklus sacinjen od broja 3, a on se ne mije-
nja te dobivamo kao rezultat permutaciju oblika

1 2 3 4 5 6
6 4 3 52 1)°

[ustrirali smo kako iz permutacije moZemo dobiti jedinstveni cikli¢ki po-
redak kojijoj odgovara, ali i obratno, da iz ciklickog poretka mozemo dobiti
jedinstvenu permutaciju, a to zapravo zna¢i da imamo 1-1 korespondenciju
izmedu permutiranja i ciklickih poredaka nekog skupa.

<

Primjer 5. Na koliko nacina moZemo smjestiti 4 djeteta i 5 odraslih osoba za dva
identicna okrugla stola tako da svaki stol ima barem jednu odraslu osobu i barem
jedno dijete?

Rjesenje. Stolovi su identi¢ni tako da ne pravimo razliku medu njima. Pro-
blem svodimo na dva potproblema (promatramo zasebno smjestanje djece,
a zasebno smjestanje odraslih). Konac¢ni rezultat ¢e biti produkt rezultata
ova dva potproblema. Broj nacina kako smjestiti 4 djeteta za dva identi¢na
okrugla stola odgovara Stirlingovom broju prve vrste [g] = 11. Analogno,
broj nacina smjestanja 5 odraslih osoba za dva identi¢na okrugla stola jed-
nakje [g] = 55. Sveukupno imamo 11 - 55 = 605 nacina da smjestimo osobe
za dva stola pod zadanim uvjetima. <

2.2 Stirlingovi brojevi druge vrste

Ovi brojevi se ¢eSée pojavljuju u praksi nego Stirlingovi brojevi prve vrste.
No prije nego se upoznamo s njima moramo objasniti pojam particije skupa.
Particija n-clanog skupa je familija nepraznih disjunktnih podskupova koji u
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uniji daju cijeli n-¢lani skup. To zapravo znaci da pod k-particijom podra-
zumijevamo svaku particiju n-¢lanog skupa kojoj je:

e broj podskupova jednak k

e podskupovi su medusobno disjunktni

e podskupovi u uniji daju n-¢lani skup.
Pogledajmo na primjeru sto to znacdi.

Primjer 6. Bacamo simetricni novCi¢ tri puta. Ispisite sve mogucnosti prema
tome koja se strana okrenula u svakom bacanju. Napravite particiju svih mogué-
nosti na nacin da svaki podskup bude sastavljen od elemenata u kojima se isto puta
pojavila glava.

RjeSenje. Bacanje simetri¢nog nov¢i¢a znaci da imamo dvajednako moguca
ishoda - glava (G) i pismo (P). Kako nov¢i¢ bacamo tri puta to znaci da
moZzemo formirati skup svih mogucih ishoda A na sljedeéi nacin

A = {GGG, GGP,GPG, GPP, PGG, PGP, PPG, PPP}.

Sada trebamo napraviti particiju tog skupa i to tako da podskupovi budu
sacinjeni od elemenata u kojima ima jednak broj glava. Kako imamo tri
bacanja moZemo imati tri, dvije, jednu ili nijednu glavu. Nazovimo stoga
podskupove s Az, Az, A1, Ap pri ¢emu nam indeks podskupa govori ko-
liko se glava pojavilo. Imamo A3 = {GGG}, A, = {GGP,GPG, PGG},
A1 = {GPP,PGP,PPG} i Ay = {PPP}. Uoimo da je

AiNA; =0, Vi#j,i,j=0,1,23.
Takoder, vidimo da je
A)UAJUAUA3 = A
pa smo napravili jednu particiju skupa A. <

Sada kada smo objasnili pojam particije moZemo prijeéi na brojeve. Stir-
lingov broj druge vrste s parametrima n i k zapravo predstavlja broj koji go-
vori koliko postoji k-particija n-¢lanog skupa. U naSem primjeru smo imali
jednu 4-particiju skupa (jer smo osnovni skup A rastavili na 4 disjunktna
podskupa koja u uniji daju cijeli skup).

[ustrativno, mogli bismo Stirlingov broj druge vrste opisati kao broj na-
¢ina da se n razli¢itih kuglica stavi u k jednakih kutija, pri ¢emu niti jedna
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kutija ne smije ostati prazna.
I za njih postoje razne oznake, a najcesée se koriste oznake

{Z} i S(nk),

pri ¢emu su n,k € INp.

Primjer 7. Neka je dan skup {a,b,c,d}. Koliko je 2-clanih particija ovakvog
skupa?

Rjeenje. Dan nam je skup od 4 ¢lana i traZimo sve dvoclane particije. Ispi-
$imo ih redom:

{a,b,¢} U {d} {a,b} U {c,d}
{a,b,d} U{c} {a,c} u{b,d}
{a,¢,d} U (b} {a,d} U {b,c}
{b,e,d} U {a}

Kao sto mozemo vidjeti, broj ovakvih particija jednak je 7. Po nac¢inu na
koji smo definirali, vidimo da je ovo zapravo Stirlingov broj druge vrste

{‘;} b S(42).

<

Primjedba 2.3. Kako smo mogli vidjeti, Stirlingov broj druge vrste govori o broju
particija skupa pa se jos ponekad naziva i Stirlingov particijski broj. Upravo iz tog
razloga je i lako zapamtiti oznaku {}} jer elemente skupova i podskupova inace
prikazujemo unutar viticastih zagrada.

Primjedba 2.4. Binomni koeficijent () ¢itamo ,n povrh k”, a Stirlingov broj 1.
vrste [}] smo rekli da citamo ,n ciklus k”. Stirlingov broj 2. vrste {}.} Cesto se Cita

1 podskup k”.

Primjer 8. Na koliko nacina moZemo 8 raznobojnih kuglica razmjestiti u 3 kutije
tako da nijedna kutija ne ostane prazna?
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Rjesenje. Imamo skup od 8 razlic¢itih kuglica i trebamo ih rasporediti na tri
dijela tako da u svakom dijelu bude barem jedna. Drugim rije¢ima, tre-
bamo odrediti sve 3-Clane particije takvog skupa. Pa o¢ito Ce rjeSenje ovog
primjera biti Stirlingov broj druge vrste

tar

U primjeru [7] smo vidjeli slu¢aj kada smo prebrojavanjem dobili jedan
Stirlingov broj druge vrste. Postavlja se pitanje kako rac¢unati Stirlingove
brojeve druge vrste? Naravno da ne Zelimo uvijek brojati broj svih particija
jer bi nam to bilo neprakti¢no, a u sluc¢aju velikih skupova i vrlo mukotr-
pno.

<

Upravo zbog toga, koristi se relacija pomocu koje se moZe izracunati tra-
Zeni broj particija. Prije nego iskaZemo i dokaZemo teorem koji nam o tom
govori, pogledajmo neke specijalne slucajeve broja {}}:

e 0<n<k
Ovdje trebamo n-¢lani skup prikazati pomocu k-particija. Ukoliko
bismo ovaj problem promatrali kao stavljanje n oznacenih kuglica u
k kutija, vidjeli bismo da ne bismo mogli svih k kutija popuniti. Ba-

rem jedna kutija bi u tom slucaju bila prazna te n-¢lani skup ne bismo
mogli prikazati k-particijom. Zaklju¢ujemo

{Z}:o, 0<n<k

e n=k

Ukoliko su # i k jednaki prirodni brojevi, onda kroz primjer kutija
i kuglica opet mozemo vrlo jednostavno zakljuciti na koliko nacina
mozemo napraviti particije te dobivamo

{n}:l, n € IN.
n

Ukoliko uzmemo n = 0 imamo
0
=1.
o)
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U tom slucaju imamo prazan skup pa bi to zapravo znacilo da nas
zanima na koliko na¢ina moZemo njega particionirati pomocu 0 ne-
praznih podskupova. Dogovorno uzimamo da postoji to¢no jedan
takav nacin.

k=0

Zanima nas broj svih 0-¢lanih particija skupa od #n elemenata. Uko-
liko uzmemo da je n € IN, ocito je da nemamo niti jednu particiju, te

je
{g} -0, neN.

Zanima nas broj svih jednoclanih particija n-¢lanog skupa. OCito je
da postoji samo jedna takva particija i to je upravo pocetni cijeli skup.
(Zamislimo skup {a,b,c,d} koji smo imali u primjeru[7} Njega Ze-
limo prikazati kao 1-particiju. Jasno je da je to taj skup sam i da ne
moZemo formirati niti jednu drugu particiju skupa od samo jednog
podskupa, a da sadrzi sve elemente.) Zaklju¢ujemo

{’11} -1, VneN.

k=1

k=2

Pogledajmo koliko iznosi {5}, pri ¢emu uzimamo dajen > k. U
tom slucaju nam je dovoljno prebrojati koliko postoji podskupova n-
¢lanog skupa, a drugi podskup koji s njim daje 2-particiju nas ne za-
nima posto njega dobijemo kao komplement prvog podskupa na ci-
jelom n-¢lanom skupu.

Znamo da je broj svih podskupova n-¢lanog skupa jednak 2". Dokaz
ove tvrdnje moZe se pronadci u [4, str. 48.]. Od broja svih tih podsku-
pova oduzimamo 2 (jer je u podskupove urac¢unat prazan skup i cijeli
skup od n ¢lanova).

Npr. uzmemo ve¢ spominjani skup {a,b,c,d} i prebrojavanjem svih
mogucih podskupova imali bismo i prazan skup i taj skup i podsku-
pove {a},{b,c,d}, .. Komplement skupa {a} na skupu {a,b,c,d} je
skup {b,c,d} i obratno. Samim tim, moZemo vidjeti da bi se u tom
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slucaju radilo o istoj 2-particiji. Tako bismo dobili za svaki podskup
pa zbog toga dijelimo sve s 2.

Dolazimo do zakljucka da vrijedi

n 2n_2
=2 “_onl_q
5=

Vidjeli smo neke posebne slucajeve, a opéenito éemo Stirlingove brojeve
modi racunati koristedi sljededi rezultat:

Teorem 2.2. [Osnovna rekurzija za {3} Za k, n € IN vrijedi

n| [n-—1 k. n—1

kf k-1 k|
Dokaz. Neka je skup A n-¢lani skup i uzmimo neki proizvoljni element tog
skupa, kojeg ¢emo oznaciti s x. Mi Zelimo skup A podijeliti u k blokova, a

kakoje x € A, to znadida {x} moZzemo gledati kao zasebni blok, pa ostatak
skupa A moZemo particionirati na {,”(j} nacina.

Osim toga, imamo jo$ jednu vrstu particija, a to su oni u kojima je x u bloku
s drugim elementima iz skupa A\ {x}. Takvih k-particija imamo {"} '}, a x
mozemo ubaciti u neki od blokova na k na¢ina pa imamo k - {";1} takvih
particija.
Sveukupno imamo {¥ "1} + k- {"; '}, §to je i trebalo dokazati. O
Analogno binomnim koeficijentima i Stirlingovim brojevima prve vrste

i za Stirlingove brojeve druge vrste imamo Stirlingov trokut za particije.
Njega moZemo vidjeti u tablici[3}

Primjedba 2.5. Iz tablice moZemo o€itati i rjeSenje za primjer |8} Ukupno ima
966 nacina da 8 raznobojnih kuglica smjestimo u 3 jednake kutije.

Primjer 9. Imamo 10 razlicitih razglednica i Zelimo ih sve podijeliti, ali tako da
svaki od nasih 6 prijatelja dobije barem jednu. Na koliko nacina to moZemo napra-
viti?

Rjesenje. Skup {R1, Ry, ..., Ryo} Zelimo rastaviti u 6 blokova. Iz svake

takve particije imamo 6! nacina da podijelimo razglednice (to imamo jer
razlikujemo prijatelje), a broj svih particija éemo dobiti kao Stirlingov broj

druge vrste
{160} _ {z} +6{Z} — 6951 + 6 - 2646 = 22827
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L {§} i Gy 5 iy {5 {8 {7+ {st {6}
10 1

200 1 1

3/ 0 1 3 1

40 1 7 6 1

5/ 0 1 15 25 10 1

6/ 0 1 31 9 6 15 1

7| 0 1 6 301 350 140 21 1

8/ 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1

9 0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

Tablica 3: Stirlingov trokut za particije

Sada jo$ pomnozimo broj svih particija sa svim mogucim nacinima slanja i
dobijemo konacno da postoji 16 435 440 nacina da podijelimo 10 razli¢itih a?n
razglednica tako da svaki od 6 prijatelja dobije barem jednu. < s 4 “’,3;%

Ukoliko bismo zbrojili sve particije nekog n-¢lanog skupa, dobili bismo
broj B;, koji nazivamo Bellov broj

Eric Temple ABeIl
(1883.-1960.)

n

2 n icki matematici

Bn — {k}, n Z 1‘ americki matematicar
k=1

Ako se opet vratimo na tablicu[3i zbrojimo sve vrijednosti nekog retka,
za odabrani n smo dobili broj svih particija, odnosno, dobili smo Bellov
broj kojeg smo gornjom formulom i definirali.

Mozemo i graficki prikazati Bellove brojeve. Na slici[2l moguce je vidjeti
sve particije 4-Clanog skupa.

Obojene tockice zajedno su u podskupu pa tako imamo samo jednu 1-particiju,
sedam 2-particija, Sest 3-particija i jednu 4-particiju.
To su ujedno i ilustracije Stirlingovih brojeva

(- (o (e

Ako to sve zbrojimo dobijemo Bellov broj By = 15.
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Slika 2: Graficki prikaz svih particija 4-¢lanog skupa

Analogno tome, na slici[3|imamo prikazane sve particije 5-¢lanog skupa.

U gornjem redu imamo jednu 5-particiju, u drugom deset 4-particija, u tre-
¢em retku imamo dvadeset pet 3-particija, u Cetvrtom petnaest 2-particija te
u posljednjem retku imamo jednu 1-particiju 5-¢lanog skupa.

Zbrojimo li sve vrijednosti dobivamo Bellov broj Bs = 52.

Primjer 10. Na koliko nacina moZemo 8 raznobojnih kuglica smjestiti u 3 iden-
ticne kutije?

Rjesenje. Prije nego zapo¢nemo s rjeSavanjem, osvrnimo se na primjer [§] i
uocdimo razliku. U ovom primjeru nemamo naglaseno da nijedna kutija
ne smije ostati prazna. Zbog toga ¢emo ovaj problem promatrati kroz 1-
particije, 2-particije i 3-particije. Konacan rezultat ¢e biti zbroj tri Stirlin-
gova broja, tj.

3
{8} _ {8} v {8} + {8} — 14127 + 966 = 1094.
2\ IRAVIERE

Da smo u proslom primjeru imali identi¢nih kutija koliko i kuglica o¢ito
bi nam rjeSenje bio Bellov broj Bs.

<
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Slika 3: Graficki prikaz svih particija 5-¢lanog skupa

Bellovi brojevi mogu se ra¢unati i rekurzivno preko binomnih koeficijenata.
Taj rezultat iskazujemo u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 2.1. Za svaki n € Ny vrijedi
" n
Bij1=). (k) By.
k=0

Dokaz ove propozicije neéemo iznositi, a mogudce ga je pronadi u [4, str.
103.].

Rekli smo da se Stirlingovi brojevi, osim u kombinatorici, vrlo ¢esto po-
javljuju i u vjerojatnosti. Evo stoga jedan takav primjer.

Primjer 11. Jedna vrsta Zitnih pahuljica u svakom svom pakiranju ima jednu od
tri razlicite nagrade. Vijerojatnost pojavljivanja svake od nagrada je jednaka (iznosi
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% ). Kolika je vjerojatnost da imamo barem jednu od sve tri nagrade nakon sto smo
otvorili 5 pakiranja Zitnih pahuljica?

Rjesenje. Vijerojatnost nekog dogadaja definiramo kao omjer broja povolj-
nih i broja moguéih dogadaja. Broj moguéih dogadaja je 3° jer otvaramo
5 pakiranja i u svakom pakiranju je nezavisno od prethodnog ili iduceg
mogucde pronadi 3 razli¢ite nagrade (pa je ukupno 3-3-3-3-3 = 3% mo-
gucih ishoda). Broj svih povoljnih ishoda ¢emo izracunati kao broj svih
3-particija 5-¢lanog skupa (jer svaka od tri nagrade treba biti zastupljena
barem jednom). To znadi da je broj povoljnih ishoda jednak {g} Vjerojat-
nost da imamo barem jednu od svake nagrade nakon otvaranja 5 pakiranja

je
{3} 25
=2 — — ~(.10288.
35 243 0.10288

2.3 Neka svojstva Stirlingovih brojeva 1. i 2. vrste

Vec i samim pogledom na tablice 2i[3| moguce je vidjeti da je

[Z] > {’;} vk, n € No. )

To je vrlo jednostavno i protumaciti kroz ¢injenicu da svaki neprazni pod-
skup (kakve imamo u Stirlingovih brojeva druge vrste) odgovara barem
jednom od poredaka u ciklusu.

U izrazu (2) jednakost vrijedi samo u slu¢ajevima k = nik = n —1,
jer u prvom slucaju imamo trivijalne cikluse, a u drugom samo 2-ciklus i
trivijalne cikluse, a svaki trivijalni ciklus i 2-ciklus odgovaraju i broju pod-
skupova. Iskazano formulama, imamo

[ﬂ :{Z}:l [an :{nil}: @

MoZe se pokazati kako Stirlingovi brojevi imaju veze s potencijama. Prije
nego iskaZemo te relacije prisjetimo se da padajuce potencije definiramo

di=x(x—1)(x—2)---(x—(n—1)), x0i=1, 3)
a rastuce potencije definiramo
= x(x+1)(x+2) - (x+(n—1)), %=1 (4)

Sada ¢emo pokazati na koji na¢in su padajuce i rastuce potencije povezane
sa Stirlingovim brojevima.
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Propozicija 2.2. Za svakin € IN i sve x € R vrijedi

x" = i {Z}xk. (5)
k=0

Dokaz. Dokazujemo indukcijom po n.

1° BAZA INDUKCIJE
Ukoliko uvrstimo n = 0 imamo

o= {0

1=2xL

Analogno, ukoliko uzmemo n = 1 imat ¢emo

1 1
1_ 0 1 1_
X {O}X —1—{1}3( = X X.

2° PRETPOSTAVKA INDUKCIJE
Pretpostavimo da (5)) vrijedi za brojeve manje ili jednake n — 1.

3° KORAK INDUKCIJE

Trebamo pokazati da tvrdnja vrijedi i za n. 1z izraza (3) moZemo dobiti da
vrijedi

L — k(e —k) = x o xF = XKL g xK
Koriste¢i tu jednakost imamo

n—1 _ n—1 _ n—1 _
xn_x'xn_l_xz{nkl}xk B Z{nkl}xkﬂ+ Z{nkl}kxk

k=0
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Koriste¢i rezultate gornje propozicije, mozemo bilo koju obi¢nu poten-
ciju zapisati u terminima padajucéih potencija, pa tako imamo:

6x3 +  7x2 + b
= x® + 10a* + 25x3 + 1522 + L

|
=

W o= i

xl = «f

P S

¥ o= ¥ 4+ 32 + xi
xt 4 4

5

Mogli bismo isto ovo dobiti i pomocu rastucih potencija ako bismo u for-
mulu ubacili izraz (—1)" ¥, te bi formula izgledala ovako:

n n —
Xt = kg;) {k} (—1)"Fxk,
To je posljedica ¢injenice da vrijedi formula
= (=1)"(—x)".

Pogledajmo sada vezu Stirlingovih brojeva prve vrste s rastu¢im potenci-
jama.

Propozicija 2.3. Za svakin € IN i sve x € R vrijedi

Dokaz. Dokazujemo indukcijom po n.

1° BAZA INDUKCIE
Ukoliko uvrstimo # = 0 imamo

xo—[8:|x0:>1—1

Analogno, ukoliko uzmemo n = 1 imat éemo

T 1
-

1
0 1 _
O]x + [1]96 =X =X.

2° PRETPOSTAVKA INDUKCIJE

Pretpostavimo da (6) vrijedi za brojeve manje ili jednake 1 — 1.
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3° KORAK INDUKCIJE

Trebamo pokazati da tvrdnja vrijedi i za n. Iz izraza () moZzemo dobiti da
vrijedi

= (x4 k1) @)

Koristedi rezultat teorema 2.7limamo

O

Kao i u prethodnom slucaju, mogli bismo iskoristiti dobiveni rezultat te
pomocu njega prikazati rastuce potencije pa bismo dobili:

x0 xY

d = o

2= 22 4 o

Bo= 2+ 3+ 2!

o= o+ e+ 112+ 6xl

x5 x> 4+ 10x* + 35x3 4+ 50x% 4+ 24xl.

Koristeé¢i formulu izmedu rastuéih i padajuéih potencija dobili bismo da

vrijedi i formula
n

=3y [Z] (—1)"kxk,

k=0

Ono $to moZzemo uoditi je sli¢nost formula (5) i (6) s dobro poznatom for-
mulom kod binomnih koeficijenata

(x+1)" = ké) (Z) xk,

pana taj nacin ponovno moZemo povezati binomne koeficijente s ovim spe-
cijalnim brojevima, kao i u slucaju Pascalovog, odnosno Stirlingovih tro-
kuta.
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Pregled nekih drugih rezultata i relacija za Stirlingove brojeve prve i
druge vrste mogude je pronacdi u [2, str. 264, 265], a mi ¢emo za kraj spo-
menuti jo$ jedan zanimljiv odnos izmedu Stirlingovih brojeva prve i druge
vrste i to na skupu Z.

Ako bismo Zeljeli prosiriti Stirlingove brojeve na skup cijelih brojeva, mo-
rali bismo uvesti dodatne pretpostavke i to

0 -ouro {-owso

m —0,Vn #£0; {g}:o,w;éo;

n n
M_o, n <k; {k}—o,n<k.

Ovako prosireni, Stirlingovi brojevi pokazuju zanimljivo svojstvo, koje na-
zivamo svojstvo reciprocnosti, tj. vrijede formule

m = {:ﬁ} knez ®)
{Z} - {:ﬂ knecZ. )

Odnos brojeva prema svojstvu recipro¢nosti moze se vidjeti u tablicama
4liGl

Na ovaj nacin smo uspjeli formulom povezati ova dva tipa Stirlingovih
brojeva. U praksi se najvise koriste relacije za izra¢unavanje Stirlingovih
brojeva, koje smo u vidu teorema iskazali i dokazali.

Y 1 N O Y Y
S 1

4| 10 1

3] 25 6 1

2| 15 7 3 1

-1/ 1 1 1 1 1

of o o o o 0 1

1/ o 0o o 0 0 0 1

2 o0 0o 0 o0 0 0 1 1

3] o 0o 0 o0 0 0 2 3 1

4/ 0 0o 0 0 0 0 6 1 6 1
5/ 0 0 0 0 0 0 24 5 3 10 1

Tablica 4: Reciproc¢nost Stirlingovih brojeva prema formuli
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I O S O S O SR O SR D SN vt MR € SN U N 1V R ¢4 M .
=5 T
4 10 1
-3 35 6 1
-2 50 1 3 1
-1 2% 6 2 1 1
0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0o 0 1
2 0 0 0 0 0o 0 1 1
3 0 0 0 0 0o 0 1 3 1
4 0 0 0 0 R 1 7 6 1
5 0 0 0 0 0o 115 25 10 1

Tablica 5: Reciproénost Stirlingovih brojeva prema formuli[9)

Literatura

[1] L.Comtet, Advanced combinatorics, D. Reidel, Boston, 1974.

[2] R.L.GranaM, D.E.KnutH, O.Parasunik, Concrete mathematics,
Addison-Wesley, Boston, 2003.

[3] C.JorpaN, Calculus of Finite Differences, Chelsea, New York, 1950.

[4] D.VEevuan, Kombinatorna i diskretna matematika, Algoritam, Zagreb,
2001.

187



	 Uvod 
	Stirlingovi brojevi
	Stirlingovi brojevi prve vrste
	Stirlingovi brojevi druge vrste
	Neka svojstva Stirlingovih brojeva 1. i 2. vrste


