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Centres of the Meridian Curvature

1. UVOD

U teoriji kartografskih projekcija u¢imo da su glavni normalni presje-

ci rotacijskog elipsoida presjek po meridijanu i presjek po prvom

vertikalu. U bilo kojoj tocki rotacijskog elipsoida polumjer zakrivljenosti
meridijana odreden je izrazom s

a(l—e )
M=——
(1 —esin® (p)

(11)

a polumjer zakrivljenosti presjeka po prvom vertikalu u toj tocki

a
N_«/l—e2 sinzgo, (02)

gdje je a velika poluos elipsoida, e prvi numericki ekscentricitet,
a @ elipsoidna 3irina (Francula, 2004). Pokazuje se da M i N od-
govaraju glavnim zakrivljenostima elipsoida, odnosno da su to
najmaniji i najvedi polumjeri zakrivljenosti u promatranoj tocki. U
jednom prethodnom radu pokazano je da se do formule za polu-
mjer zakrivljenosti meridijana moZe do¢i na razne nacine, a da je
najelegantniji izvod dao F. R. Helmert (Lapaine, 1997). U ovome
radu pokazat ¢emo da se sva sredista zakrivljenosti elipse nalaze
na krivulji koju matematicari nazivaju astroidom.

2. JEDNADZBA ELIPSE U PARAMETARSKOM OBLIKU S PARAMETROM 0]
U srednjoj skoli ucili smo da je
2 2

LA A (2.1)

4L =
a® b

jednadzba elipse sa sredistem u ishodistu pravokutnoga koordinat-
nog sustava i s poluosima a i b. Ucili smo takoder da je jednadzba
tangente na elipsu u to¢ki s koordinatama (x,,, )

(22)

X, Wy

2 2
a b

sto je izraz koji se lako pamti. Ako se (2.2) napise u obliku
2(x-x,), 23)

onda se iz tog zapisa moze iSCitati da je koeficijent smjera tangente

2
i)
2 b
a Vo
sto znadi da je koeficijent smjera normale u istoj tocki
2
a b
b x,

>
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SAZETAK: U ovome radu daje se izvod za geometrijsko mjesto tocaka sredista zakrivljenosti meridjjana, uz pretpostavku da je meridijan luk
elipse. Pokazuje se da je to krivulja nalik zvijezdi koju matematicari nazivaju astroidom. Najprije se izvodi jednadzba elipse parametrizirane
geografskom sirinom, a zatim jednadzba astroide u parametarskom i implicitnom obliku iz kojeg se mogu procitati velicine njezinih poluosi.

KLJUCNE RIJECI: rotaciski elipsoid, meridijan, zakrivljenost meridijana, astroida

ABSTRACT: This paper presents a derivation for geometric locus of meridian curvature centres, on the condition that a meridian is an ellipse
arc. It is a star-shaped curve which mathematicians refer to as an astroid. First, the equation of an ellipse parameterized by latitude is derived,
after which the equation of an astroid is derived in parameter and implicit form, from which its semi-axes can be read.
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pa je jednadzba normale

Y=Y

2
Z—zi—;’(x—xo). (24)
Ako se prisjetimo da je po definiciji elipsoidna (geodetska) Sirina
kut @ izmedu normale na elipsoid u promatranoj tocki i ravnine
ekvatora, onda je ocito da je tangens toga kuta jednak koeficijentu
smjera normale, tj. &y
=2 2 2.5
tang = e = . (25)
Izraz (2.5) omogucava nam da napisemo jednadzbu elipse u parame-
tarskom obliku s ¢ kao parametrom. U tu svrhu potrebno je u (2.5)
zamijeniti (xo,yo) s (x,y), izraziti y pomocu x ili obratno i uvrstiti u
(2.1). Tako dolazimo do izraza

a’ b’ tanp

X = ’y=
Ja+btan* g~ \Ja’ +b tan’

(26)

sto se lako preuredi u

a*cos b’sing

X = V=
\/a2 cos’ p+b’sin’ @ \/a2 cos’ @ +b*sin’ @ (2.7)

i zatim u
o BSOS _aeosp_
\/l—ezsinz(p
a(l—ez)singo a(l—ez)singo
y: 2 - 2 =
\/l—e sin” ¢ w

=N(1—e2)singo,

gdje smo upotrijebili poznati odnos izmedu poluosi elipsoida a i
b i numerickog ekscentirciteta e
(29)
) a’ b’

2
a

i uobicajenu oznaku u geodeziji

W =4/1-¢’sin’ p. (2.10)

Osim parametarskih jednadzbi napisanih u obliku (2.6), (2.7) ili (2.8),
u upotrebi su i neke druge koje se primjenjuju pri rjeSavanju raznih
problema u vezi s elipsom (vidi npr. Lapaineovu zbirku zadataka, 2006).
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3. POLOZAJ SREDISTA
ZAKRIVUENOSTI MERIDIJANSKOG PRESJEKA

Oznac¢imo's C(x,,y,) tocku na normali povucenoj proizvoljnom
to¢kom T(x,y) na meridijanskom presjeku rotacijskog elipsoida
(slika 1). Ako se toc¢ka C nalazi na udaljenosti M od tocke T, tada
mozemo napisati

x,.=x—Mcosp,y, =y—Msing. (3.1)

Slika 1. Sredista zakrivljenosti elipse leze na astroidi

S obzirom na to da tocka T(x,y) pripada elipsi, njezine koordinate
moraju zadovoljavati jednadZzbu elipse (2.8) pa kad to uvrstimo u
(3.1) dobit éemo

x,=Ncosp—M cos,y, =N(1—ez)singo—Msin¢. (32)

Jednadzbe (3.2) su jednadzbe krivulje na kojoj leZe sredista kruz-
nica zakrivljenosti meridijana. Te su jednadzbe u parametarskom
obliku, parametar je @ iiz njih je teSko prepoznati o kojoj je krivulji
rije¢. Stoga jos malo racunamo:

a a(l—ez) a 1-¢é , cos’ @
x,=Ncosp—Mcosp=| —— cosp=—|1-——|cosp=ae"——— (33
2 ? w[W 7 7= = @ — (&)

) 03
yp:N(l—ez)singo—Msin(p:a(lWe )[1—#jsin(p:—a(l—ez)ez% (34)

Uzevsi u obzir (2.8) i prethodne dvije relacije (3.3) i (3.4) mozemo
najprije napisati

(3.6)

i kad se (3.6) uvrsti u (2.1) nakon manjeg sredivanja dolazimo
do jednadzbe 2 2

3 3
xC + yC

2 2
at-b> ) a’-bp* )
a b

To je jednadZzba astroide u implicitnom obliku. Astroida ima srediSte
u ishodistu pravokutnoga koordinatnog sustava i njezine poluosi su

=1. (3.7)

(39)

2 2
a’-b>  a*-b’
I

a b

STRUCNI CLANCI

Za elipsoid GRS80 duljina tih polusi priblizno iznosi 42 698
m i 42 841 m. Ako pretpostavimo da je a=b, tadaje e=0
i M =N, pa(3.2) prelazi u

xc =] 0, yc =] O, (3.9)
tj. sva sredista zakrivljenosti meridijana, koji su u ovom slucaju

polukruznice, nalaze se u ishodistu koordinatnog sustava, koje je
istodobno i srediste svih meridijana.

DOBRO JE ZNATI

Astro— (gré. aornp aster-zvijezda) kao prvi dio slozeni-
ce oznacuje vezu drugog dijela sloZenice s nebeskim tijelima;
svemirski uopce. Astralan 1. koji potjece od zvijezda, koji se
odnosi na zvijezde; zvjezdan 2. koji kao da nije sa Zemlje;
nestvaran, bestjelesan, nematerijalan.

Per aspera ad astra — Trnovit je put do zvijezda.

Evoluta zadane krivulje je krivulja koja se sastoji od sredi-
Sta zakrivljenosti svih tocaka zadane krivulje. Ona je ujedno i
ovojnica normala zadane krivulje. Ovojnicu zovemo i anvelo-
pom. Evolventa ili involuta zadane krivulje je ona krivulja za
koju je polazna krivulja njezina evoluta. Stoga je svaka nor-
mala evolvente ujedno tangenta evolute. Astroida je evoluta
elipse, a elipsa je evolventa astroide.

Presjek po prvom vertikalu takoder je elipsa kojoj je pri-
padna evoluta takoder jedna astroida. Medutim, dok je M
polumjer zakrivljenosti meridijanskog presjeka u bilo kojoj
tocki, N je polumjer zakrivljenosti u tjemenu elipse koja je
presjek po prvom vertikalu.
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