Poucak 56

MATEMATIKA IZVAN MATEMATIKE

Matematika u fizici, fizika
bez matematike'’

BLAZENKA SLOVENEC? I NIKOL RADOVIC?

Poznavanje matematike jedna je od vaznih vjestina pri rjeSavanju problema u
prirodnim (fizika, kemija, biologija...) i drustvenim (psihologija, povijest...) znanos-
tima. Moze se re¢i da je matematika jezik (pismo) fizike (i ostalih znanosti). Medu-
tim, iskustvo nam pokazuje da je matematika neprepoznatljiv dijalekt (skup nesu-
vislih slova bez znacenja) fizike i ostalih grana prirodnih i drustvenih znanosti, koji
rezultira velikim brojem nepremostivih prepreka za ucenike, ali i za njihove ucitelje/
nastavnike. Tipi¢an primjer nerazumljivog .dijalekta” izmedu matematike i fizike
prikazan je na slici 1. Zadatak iz matematike to¢no je rijesilo vise od 2/3 ucenika, dok
je zadatak iz fizike to¢no rijesilo tek 3/25 ucenika.

7. prikazan je graf gibanja nekog tijela. Koja tvrdnja
najbolje opisuje gibanje tog tijela?
a) Tijelo se giba stalnom akceleracijom razli¢itom od r

v/ms

nule.

b) Tijelo se giba stalnom akceleracijom jednakom nuli.
¢) Tijelo se giba akceleracijom koja se jednoliko
povecava.

d) Tijelo se giba akceleracijom koja se jednoliko
smanjuje.

16. U koordinatnom sustavu prikazan je graf pravca.
Koja je tvrdnja to¢na?

a) Nag1-b pravca ].e stalan 1 pozm-van. MATEMATIKA
b) Nagib pravca je stalan i negativan.

c) Nagib pravca se stalno smanjuje i negativan je.

d) Nagib pravca se stalno smanjuje i pozitivan je.

Izvornik: www.nccvo.hr/20.06.2012./
Slika 1.

'Na XI. HRVATSKOM SIMPOZIJU O NASTAVI FIZIKE s temom Nastava fizike i interdisciplinarnost, Primosten,
26. - 28.03. 2013. odrzana je radionica istog naslova

*Blazenka Slovenec, Gimnazija, Sisak

*Nikol Radovi¢, Geodetski fakultet Sveuilista u Zagrebu, Zagreb
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MATEMATIKA U FiZICI...

Jedna od sredi$njih matematickih tema algebre je proucavanje zakonitosti i
funkcija. To proucavanje zahtijeva od ucenika prepoznavanje i opisivanje zakoni-
tosti te stvaranje matematickog modela kako bi predvidjeli ponasanje stvarnog
ucinka koji pokazuje promatrana zakonitost. Taj proces zahtijeva vjezbu i iskustvo.
Sirok raspon dogadanja zakonitog i kaoti¢nog ponasanja ¢ini prou¢avanje zakoni-
tosti i funkcija vaznima. U nizim razredima osnovne $kole ucenici na neformalan
nacin usvajaju rad sa zakonitostima. Pri proucavanju grafova, tablica s podatcima,
izraza/formula i jednadzbi, ucenici na razli¢ite nac¢ine tumace prikaze istih situ-
acija. Tako se na neformalan nacin razvija shvac¢anje da su funkcije sastavljene od
varijabli Cije su veze promjenjive — promjena jedne varijable uzrokuje promjenu
druge. No, problemi pocinju kada se to treba prepoznati, primijeniti u nekom dru-
gom okruzenju.

Poznato je da se znanja iz nekog predmeta mogu podijeliti na ¢injeni¢no, koncep-
tualno i proceduralno znanje. U razlicitoj ucenickoj dobi (od nizih razreda osnovne
skole, preko srednje te fakulteta) primjenom razli¢itih nac¢ina poucavanja, ucitelji bi
trebali utjecati na usvajanje tih znanja. Svjedoci smo ideje uvodenja konceptualnog
pristupa nastavi fizike na fakultetu, gdje je i primjereno, ali i u osnovnim i srednjim
s$kolama. Zagovornici su uvjerenja da ucenici te dobi mogu pokazati odredenu razinu
znanja, ali i razumijevanja primjenom odgovaraju¢ih matematickih vjestina, svlada-
vajuci i algebarski pristup, $to nije uvijek lako, ponajvise zato $to ucenici (a ponekad
i studenti) lo$e ili gotovo nikako povezuju koncepte i potreban matematicki alat. Ovo
mozda ne bi bio velik problem da ne postoji uzro¢no-posljedi¢na veza izmedu kon-
cepata i strategija u matematici, koji se logi¢no nastavljaju u fizici kod sadrzaja koji
to iziskuju. Npr. kvadratna jednadzba - vertikalni hitac, osnovno poznavanje trigo-
nometrije preko pravokutnog trokuta - sile na kosini. Ovim pristupom dio problema
ostaje nerjesiv za ucenike, a vecini i posve nerazumljiv, pa ostaje na razini koncep-
ta. Nastavnici Cesto primjenjuju matematicke metode, ali rijetko o njima raspravljaju
s ucenicima [1], $to je vrlo bitno jer u fizici ne samo da se primjenjuju algebarske
metode (jednadzba pravca, kvadratna jednadzba, sinusoida...), nego bi tu primjenu
trebalo i raspraviti, kako bi ucenici mogli primijeniti svoje znanje iz matematike pri
rjesavanju fizikalnih problema (jednadzbu pravca kod jednolikog gibanja po pravcu,
kvadratnu jednadzbu kod vertikalnog hitca, sinusoidu i ovisnost o frekvenciji kod
titranja i valova).

Samo po sebi namece se pitanje: Kako uspjesno integrirati matematiku u nastavu
fizike? Jedan od problema uspjesne integracije matematike u nastavu fizike je i nacin
na koji se obrazuju buduci nastavnici, kao i problem svladavanja vjestina poucavanja.
Problem se krije u obrazovanju nastavnika koje je opsezno i utemeljeno na algebar-
skom pristupu razli¢itim fizikalnim predmetima[2]. Tako su nasi nastavnici fizike
osposobljeni za izracunavanje kompliciranih jednadzbi i prevodenje fizikalnih prob-
lema na jezik jednadzbi, ali njihovo fakultetsko obrazovanje ne daje im moguénost
razvijanja vjestina uvodenja konceptualnog pristupa nastavi i umijeca spajanja kon-
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Poucak 56

ceptualnog i matematickog aparata koji bi u¢enicima bio razumljiv i prihvatljiv. Moze
se reci da postoje dva problema:

« nastavnici koji koriste tradicionalne metode koje ucenici ne prihvacaju;

« ucenicko nerazumijevanje fizikalnih koncepata i neosposobljenost za primjenu
matematickih znanja i vjestina u nastavi fizike - $to se u konacnici neto¢no kvali-
ficira kao ucenicka nesposobnost da usvoje zadane sadrzaje.

Rjesenje ovih problema nije nimalo jednostavno jer ono iziskuje reformu pri-
stupa matematickim kolegijima na nastavnickom studiju fizike, koji bi trebali teziti
primijenjenoj matematici, a ne, kao $to je jos$ uvijek slucaj, pukoj teoriji. Budu¢im na-
stavnicima fizike matematicki bi kolegiji trebali dati $irinu i omoguciti da u¢enicima
na jednostavan nacin priblize «tesku teoriju” kroz primjere iz njihovog svakodnevnog
okruzenja! Tako bi im na indirektan nacin pokazali da fizika nije predmet kojemu je
cilj «.mucenje” ucenika, nego ih ona uci kako su fizikalni zakoni dio svakodnevnog
zivota. Vjeruje se da ¢e bolonjski proces pridonijeti pozitivnhim promjenama.

Nuzno je uociti da nastavnici najcesce ne koriste ovakav pristup, $to kao rezultat/
posljedicu nuzno ima ucenicko nerazumijevanje, a ¢esto i nezainteresiranost. Mora-
mo prihvatiti ¢injenicu da tradicionalni pristup ne pomaze ucenicima u shvacanju bit-
nog, jer je teziste na detaljima matematickog postupka, a ne na interpretaciji i znacenju
rezultata [3], koji zapravo imaju klju¢nu ulogu u razumijevanju i usvajanju znan-
ja. Ucenicima treba pomoc¢i da prepoznaju koji su im matematicki alati potrebni za
rje$avanje odredenog fizikalnog problema. Postoji takoder ne$to o cemu se ne govori.
Pokuse u vecini $kola nije moguce izvoditi. Uzroci tome su materijalne neprilike,
neuskladenost u opremljenosti kabineta ako i postoje... Nadalje, ve¢ina nasih ucenika
sate i sate provodi na rac¢unalu igraju¢i razlicite .dinamicne” igre, ali nema razvijenu
sposobnost apstraktnog misljenja. Uza sve navedene probleme i poteskoce, ne smije-
mo zanemariti u¢enicke miskoncepcije, kako u fizici tako i u matematici, koje se vrlo
tesko iskorjenjuju.

U ovom ¢e radu na matematickoj temi Vektori i operacije s vektorima biti pri-
kazane neke od uobicajenih miskoncepcija u matematici, ali i pri njihovoj primje-
ni u fizici. Naime, pogreske su obi¢no rezultat brzopletosti ucenika, tj. njima nisu
nepoznate matematicke vjestine koje moraju prepoznati i primijeniti. Osnovno je pi-
tanje zasto se javljaju uc¢enicke miskoncepcije? Moramo priznati da uporno postavl-
jamo krivo pitanje: §to ucenici rade krivo, umjesto da se pitamo zasto rade krivo?
Ova pitanja zajednicka su i u matematici i u fizici, ali i u drugim predmetima. Kako
bismo sveli pojavu miskoncepcije na minimum, potrebno je

 prepoznati miskoncepcije koje postoje,

o istraziti miskoncepcije (idealno nekim dinami¢nim programom) animacijama i
pitanjima,
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MATEMATIKA U FiZICI...

« ucenici trebaju objasniti svoje miskoncepcije,
« raspraviti kontradiktorne koncepte ucenika uz primjere, animacije ili pokuse, pi-

tanja.

Pozabavimo se malo miskoncepcijama vezanima uz vektore, koje su zajednicke
i matematici i fizici. Naime, problemi po¢nu u matematici pa se logicki nadograduju
u fizici, ili jednostavno buknu u fizici iako su solidni temelji podignuti u matematici.
Pogledajmo iduce primjere.

Klasi¢ni zadatci, Primjeri 1., 2. i 3., nisu problemati¢ni. Ucenici ih rjesavaju bez
problema.

Primjer 1.

a) U ravnini su zadani kolinearni vektori a i b. Odredimo njihov zbroj a+b i ra-

zliku a—b.

> o

Primjer 2.

Dvije se ekipe natjecu u povlacenju uzeta. Ekipa Herkules povlaci uze silom od
970 N, a ekipa Samson silom od 850 N.

Slika 2.

a) Djeluju li sile duz istog pravca?
b) Kako su usmjerene te sile?
¢) Nacrtaj dijagram sila.

d) Koja ¢e ekipa pobijediti?
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Primjer 3.

Ivan i Marko povlace auti¢ kao $to je prikazano na slici 3.

Slika 3.

a) Djeluju li sile duz istog pravca?
b) Kako su usmjerene te sile?
¢) Imajuli te sile jednaku veli¢inu?

d) Kolika je rezultantna sila? Nacrtaj!

No, problemi se uoc¢avaju u zadatcima u kojima vektore zbrajamo/oduzimamo
pravilom trokuta ili paralelograma, Primjer 4., ili u kojima pravila treba prepoznati
i primijeniti, Primjer 5.

Primjer 4.

Zadani su vektori, slika 4. Precrtaj ih u biljeznicu i zbroji.

o

a) b) <)

-
a

Sy
u

Slika 4.

Neka od uobicajenih rjeSenja prikazana su na sljede¢im slikama.

al) Pt e a2) L
N o a+b
a
a
e - > Z;
b a-b
a-b
Slika 5.
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bl) i b2) g
¢ .
c+d
d
Slika 6.
cl) c2)
7 f
: ’ ¢
Slika 7.

U slucaju a) ucenici znaju da vektori moraju biti povezani (vrh jednog vektora i
rep drugoga te obratno), ali to primjenjuju na krivi nacin; nadalje, iz nekog razloga
misljenja su da su vektori fiksirani u ravnini/prostoru pa ¢e docrtavanjem novih vek-
tora definirati mnogokut i onda odrediti $to ¢e biti zbroj a $to razlika vektora.

U slucaju b) samo crtaju rezultat koji je ¢ak mozda i dobar, ali prikazan na ovaj
nacin visi u zraku’, ili pak smatraju da je zbrajanje vektora isto kao preklapanje vek-
tora preko vektora.

U slucaju c) ve¢ina ucenika smatra da su vektori krivo zadani, pa ignoriraju
smjer i dodaju treci vektor.

Primjer 5.
Na slici 8. prikazani su kvadrati ABCD i A B,C D,. Odgovori na sljedeca pitanja:
Translacijom prikazi vezu izmedu kvadrata ABCDiA B CD.,.

1171

a) Je li moguce translaciju izmedu kvadrata ABCD i A B C D, prikazati vektorom
kojemu je pocetna tocka (0, 0)? Ako jest, nacrtaj ga.

b) Je li moguce translaciju izmedu kvadrata ABCD i A B C D, prikazati vektorom
kojemu pocetna tocka nije (0, 0)? Ako jest, nacrtaj ga.
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VA
D,
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o1 >  Slika 8.
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0 1 > Slika 10.
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MATEMATIKA U FiZICI...

Ucenici e «zalijepiti” kvadrat ABCD tako da se vrh kvadrata A podudara s
ishodistem koordinatnog sustava (0, 0) i pokusati nekako namjestiti vektor tako da
mu je strelica u odgovarajucoj tocki kvadrata A B,C D, slika 9.

Moguce je da ¢e prikazati «.pomak” geometrijskih figura kao rezultat zbrajanja
dvaju vektora primjenom pravila trokuta, slika 10.

U zadatku nije zadana neka posebna tocka koju treba preslikati, nego kvadrat
ABCD definiran vrhovima i stranicama. Ucenici se obi¢no tu izgube, iako bi bilo
dovoljno uoditi (pa primijeniti) da se vrh A kvadrata ABCD translacijom preslikava u
odredenu toc¢ku, vrh A kvadrata ABCD neu bilo koju tocku kvadrata ABCD.U
Primjeru 5. bio je zadan kvadrat, no $to bi tek bilo da je zadana neka kompliciranija”

geometrijska figura?

Prethodni primjeri iz matematike, koji se temelje na zbrajanju vektora pravilom
trokuta, imaju primjenu u fizici, pri voznji ¢amca rijekom ili plivanja u rijeci, Primjer
6. To su primjeri iz svakodnevnog zivota koje odradujemo ne razmisljajuci o primje-
ni fizike. Ucenici moraju primijeniti pravilo trokuta pri zbrajanju vektora, ali i uociti
da rijeka .zanosi” i camac i plivaca, odnosno moraju primijeniti i Pitagorin poucak
pri izracunavanju iznosa brzine. Praksa nam pokazuje da, koliko su god to usvojili u
matematici, prepoznati i primijeniti usvojeno u fizici - predstavlja problem.

Primjer 6.

Pliva¢ pliva brzinom od 5 km/h
okomito na smjer djelovanja morske ﬁ S 14 K( KL
struje. Morska struja uzrokuje pomi- 2/ PN %
canje morske vode brzinom 3 km/h. J oy g

Odredi veli¢inu i smjer rezultirajuce j J \ Y

|
N

brzine v .

Pogledajmo na primjerima iz Slika 11.
udzbenika fizike [8] kako se .operira”

s vektorima.

Primjer 7.

Dva su Stapa ucvr§éena za verti-
kalni zid, kako prikazuje slika 12. O E\
njihov spoj ovjesen je uteg od 400 g. N o
Kolike su sile u $tapovima? el X

Slika 12.
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« Utenici dobro uocavaju komponente G (E )i F , ali ¢esto ne nacrtaju F, , pa ni
ne primijene pravilo rastavljanja sila na komponente.

Primjer 8.

Teret mase 120 kg ovjesen je o $tapove,
kako prikazuje slika. Izracunajte sile u $tapo-
vima.

2m

2m

Slika 13. [7 "

« Ucenici najcesce previde i ne uocavaju da su velicine sila na oba $tapa jednake.

Primjer 9.

h
-
N
\ -
Xa| e
\\ el
\2d Slika 14.

« Rastavljanje sile na kosini je problem jer ucenici ne uocavaju slicnost trokuta, $to
. . , . . Fi_h
ima za posljedicu nemogu¢nost postavljanja relacije Rk

Primjer 10.

Tijelo mase m lezi na kosini. Kolika je komponenta sile teze paralelna kosini i
komponenta okomita na kosinu ako je nagibni kut kosine:

a) 30° b) 60°, c) 45°7 [8]

« Ovo je tipi¢an primjer gdje se matematicke miskoncepcije o vektorima direktno
impliciraju na fiziku.
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Primjer 11.

Visece tijelo prikazano na slici ima masu 5 kg, a tijelo na vodoravnoj podlozi 4 kg.

a) Kolikom se akceleracijom gibaju tijela ako je faktor trenja izmedu tijela i podloge 0.2?

b) Kolika je napetost u uzetu koje povezuje tijela?

Poucak 56.indd 65

->

F, -

g>|

2"11‘

1

Slika 15.

Ucenik mora primijeniti znanja o vektorima, zbrajanju sila, drugom Newtono-
vom zakonu i sili trenja. Kompleksno? Najcesce su pogreske ve¢ kod primjene
drugog Newtonovog zakona i uo¢avanja/oznacavanja svih sila koje djeluju na oba
tijela.

Primjer 12. Horizontalni hitac

S,

=
VU

el

e

Slika 16.

Kad zahtijevamo od ucenika da nacrtaju vektore brzina za dvije zadane tocke na

putanji lopte koja je izbac¢ena horizontalno s neke visine poc¢etnom brzinom v, ,

oni naj¢e$ée nacrtaju horizontalnu komponentu koju obiljeze oznakom v, iz ¢ega
mozemo zakljuditi da ne razumiju znacenje pocetne brzine koja je uvijek hori-

zontalna komponenta, a kako nisu nacrtali v, slijedi da zapravo ne razumiju

slozeno gibanje iako formalno znaju njegovu .definiciju”
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Primjer 13.

U zavoju polumjera zakrivljenosti 150 m vanjski rub ceste visi je od unutarnjeg
za 1 m. Kolikom se najve¢om brzinom kamion moze gibati zavojem bez obzira na
trenje ako je cesta $iroka 6 m?

E,

Slika 17.

» U primjerima ovoga tipa ucenici cesto kamion (odnosno automobil ili neko dru-
go prijevozno sredstvo) smatraju stati¢nim, tj. krivo pretpostavljaju da kamion
miruje na kosini!

Kroz primjere su naznaceni problemi, ali ne postoji carobno rjesenje. Postupak
promjene u poucavanju potreban je za buduce nastavnike, ali i ucenike, jer su mis-
koncepcije vrlo otporne i nije ih moguce iskorijeniti putem tradicionalnog pouca-
vanja. Nadalje, jedna metoda svakako nije univerzalno rjeSenje, nego je potrebno
kombinirati razlicite metode uz uvodenje tehnologije (doprinosi dinamicnosti
poucavanja, ali i vizualizaciji) kao pomoc¢nog alata u svladavanju razli¢itih tema iz
matematike i fizike, kao i iz drugih znanosti. Dinamicne igre, slika 18., osmisljene
za odredene teme fizike/matematike, omogucile bi ucenicima da u njima poznatom
okruzenju (htjeli mi priznati ili ne, ve¢inu svoga vremena ucenici provode u igranju
razlic¢itih neprimjerenih igara) kroz netradicionalan nacin usvajaju znanja.

Dynomic fome

\: Stort || Reset

| Hew Game |

BOAT
velocity vector
Magriudel 7.3
Direction 151.11
o VATER
velocity vechor
Hogifide 9.6
Birecton z Uvedion 24777
C Resul (% JA i
velodily vedor Y velocity vedror

Nogpihde Nogibude 119
Direction Direction 205.2

Slika 18.
Izvornik: http://illuminations.nctm.org/ActivityDetail.aspx?ID=42/27.02.2013./
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Na stranicama http://www.physicsclassroom.com/Class/23.10.2013./, slika 19. i
http://phet.colorado.edu/en/simulations/category/physics/motion/23.10.2013./,slika 20.,
mogu se naci interaktivne aktivnosti koje pokrivaju razlicite teme iz fizike, sa zadat-
cima razlicitih tezina. Na pocetku je zadatak/problem rijesen korak po korak, pri
¢emu se uz objasnjenje pojavljuje i dinami¢na/interaktivna slika. Sljedece zadatke/
probleme ucenici rje$avaju sami ili u manjim grupama. Prednost je §to je moguca
provjera rjeSenja. Dana su objasnjenja i dinamic¢na/interaktivna slika istoga, pa je
lakse uociti/ispraviti pogresno razmisljanje u zaklju¢ivanju primjenom fizikalnih za-
kona uz matematicki aparat, kao i u samom rjesavanju problema/zadataka. Materijal
koji se na tim stranicama moze naci nije trivijalan nego dobro metodicki osmisljen
za pomoc¢ u poucavanju ucenika, ali i kao pomo¢ pri ucenju.

= » Physics Tutorial
th o

Physics

Classroom

Physics Tutorial

1-D Kinematics

Newton's Laws

Vectors - Motion and
Forces in Twi
Dimensions

Momentum and Its
e

The Physics Classroom Topics

1-D Kinematics
The motion of objects in one-dimension are described using words, diagrams, numbers, graphs, and equations.

Newton's Laws

‘Work, Energy, and Power

Circular Motion and
Satellite Motion

Thermal Physics

Static Electricity
Current Electricity
Waves

Sound Waves and Music
Light Waves and Color

Reflection and Ray Model
of Light

Refraction and Ray Model
of Light

Minds on Physics

The Calculator Pad
Multimedia Studios

Newton's three laws of motion are explained and their application to the analysis of the motion of objects in one dimension is
discussed,

Vectors - Motion and Forces in Two Dimensions

Vector principles and operations are introduced and combined with kinematic principles and Newton's laws to describe, explain

and analyze the motion of objects in two dimensions. Applications include riverboat problems, projectiles, inclined planes, and
static equilibrium.

Momentum and Its Conservation
The impulse-momentum change theorem and the law of canservation of momentum are introduced, explained and applied to
the analysis of collisions of objects.

Work, Enerqy, and Power
Concepts of work, kinetic energy and potential energy are discussed; these concepts are combined with the work-energy
theorem to provide a convenient means of analyzing an object or system of objects moving between an initial and final state.

Circular Motion and Satellite Motion
Newton's laws of motion and kinematic principles are applied to describe and explain the motion of objects moving in circles;

specific applications are made to roller coasters and athletics. Newton's Universal Law of Gravitation is then presented and
B utilized to explain the circular and elliptical motion of planets and satellites.

Shockwave Studios
Thermal Physics

The distinction between heat and temperature is thoroughly explained. Methods of heat transfer are explained. The
mathematics associated with temperature changes and phase changes is discussed; its application to the science of calorimetry
is presented.

The Review Session
Physics Help
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