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UDK 528.061:528.28
Pregledni znanstveni ¢lanak

Tocnost presjeka naprijed

Miljenko LAPAINE, Zeljka TUTEK, Martina TRIPLAT HORVAT -
Zagreb!

SAZETAK. Dan je pregled odredivanja to¢nosti polozaja tocke odredene presijeca-
njem naprijed uz pretpostavku da su poznate i bez pogresaka odredene dvije tocke u
kojima su mjereni kutovi prema nepoznatoj tocki. Procjena tocnosti presijecanja na-
prijed moze se naci u literaturi, no izvodi odgovarajucih formula katkad su pogresni.
U nekim slucajevima izvodi su korektni, ali izvedeni zakljuéci nisu. Nadalje, mogu
se nadi izvodi koji su korekini, ali nepotpuni. U ovome se radu ukazuje na uodene
propuste u literaturi i upotpunjuje jedan od nepotpunih izvoda. Dolazi se do za-
kljucka da se tocka s najmanjom poloZajnom pogreskom ne nalazi na presjecistu
medusobno okomitih pravaca.

Kljucne rijeci: presjek naprijed, procjena toénosti, presjek meridijana u projekciji.

1. Uvod

Bit presijecanja sastoji se u sljede¢em: ako pretpostavimo da su zadane dvije tocke
A i B, i da su izmjereni kutovi ¢ i 8 koje s duzinom AB zatvaraju pravci pre-
ma trazenoj tocki 7', onda se tocka T' moze odrediti presjekom pravaca AT i BT
(slika 1).

Nadalje, tocka T' moze se odrediti presjekom opazanih pravaca i u slucaju kad se
tocke A i B medusobno ne dogledaju, ali su izmjereni kutovi « i § koje zatvaraju
pravci prema trazenoj tocki T' sa stranicama AC i BD, pretpostavljajuéi da su A,
B, C i D poznate, odnosno veé odredene tocke (slika 2).

Poznato je da je pravac u ravnini odreden tek onda ako su odredene dvije tocke
toga pravca ili ako je odredena jedna tocka i kut koji taj pravac zatvara s nekim
drugim veé odredenim pravcem. Pri presijecanju obi¢no su pravci orijentirani —
odredeni tockom i kutom $to ga zatvara paralela s pozitivnim smjerom koordinat-
ne osi x i pravac.

L prof. dr. sc. Miljenko Lapaine, Geodetski fakultet Sveuéilista u Zagrebu, Kaciéeva 26, HR-10000 Zagreb, Cro-
atia, e-mail: mlapaine@geof.hr,
mr. sc. Zeljka Tutek, Geodetski fakultet Sveucilista u Zagrebu, Kaci¢eva 26, HR-10000 Zagreb, Croatia,
e-mail: zeljkat@geof.hr,
dr. sc. Martina Triplat Horvat, Geodetski fakultet Sveudilista u Zagrebu, Kacdiéeva 26, HR-10000 Zagreb,
Croatia, e-mail: mthorvat@geof.hr.



186 Lapaine, M. i dr.: Toénost presjeka naprijed, Geod. list 2014, 3, 185-202

‘\T/
N\ s

X
/ X}\
A B

Slika 1. Presjek naprijed.
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Slika 2. Presjek naprijed kad se tocke A i B medusobno ne dogledaju.

Formule po kojima se moze odrediti poloZaj presjeciSta pravaca mogu se naéi u
gotovo svakom udzbeniku niZe, prakti¢ne ili inZenjerske geodezije (npr. Kostié¢ i
Svecénikov 1932, Macarol 1968, Cvetkovi¢ 1970, Mihailovié¢ 1981, Jankovié¢ 1981).
Manje pozornosti u literaturi posveéeno je procjeni to¢nosti tako dobivenog presje-
cista. Neki od pristupa su pogresni, a neki zavrSavaju pogresnim zaklju¢cima. U
ovome preglednom radu dat éemo nekoliko izvoda izraza za to¢nost presjeka na-
prijed i komentirati ih, odnosno upotpuniti.

2. Tocnost presijecanja (Mihailovi¢, 1981, str. 10-12)

Neka su zadane dvije to¢ke A i B i dva pravca od kojih jedan prolazi tockom A i s
paralelom s pozitivnim smjerom koordinatne osi x zatvara kut ¢, , a drugi prolazi
tockom B i s paralelom s pozitivnim smjerom koordinatne osi x zatvara kut ¢, .
U presjeku tih dvaju pravaca nalazi se tocka T (slika 3). Ako je smjer pojedinog
pravca odreden s to¢noséu m,, polozajna pogreska M moze se odrediti iz trokuta
BTT' (slika 4):

a

M =

——sinm =——m .
siny ? siny *
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Slika 3. Tocka T kao presjek pravaca koji prolaze tockama A i B (prema Mihailoviéu,
1981, str. 11).

Slika 4. M je poloZajna pogreska presijecanja (prema Mihailoviéu, 1981, str. 11).
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Mihailovié (1981, str. 11) objasnjava da taj izvod nije sasvim korektan jer su smje-
rovi obaju pravaca podlozni pogreSskama, ali unato¢ tome zakljuc¢uje kako ta for-
mula omogucéuje definiranje pravila:

* ako je y=90°, onda je M =am,
* ako je y=30°, onda je M =2M__
e ako je y=0°, onda je M =

Mihailovié¢ to opisuje ovako: tocka ée biti najbolje odredena ako se pravci sijeku
pod kutom od 90° jer je onda polozajna pogreska najmanja. Kad se pravci sijeku
pod kutom od 30° onda je polozajna pogreska dva puta veéa. To je grani¢na vrijed-
nost polozajne pogreske koja se moze tolerirati. Dakle, zakljucuje Mihailovi¢, dva
pravea ne smiju se sjeéi pod kutom manjim od 30° ili veéim od 150° (slika 5).

Slika 5. Dopusteni smjerouvi za presijecanje (prema Mihailoviéu, 1981, str. 12).

Zacuduje takav Mihailoviéev zakljucak za koji i sam autor navodi da proizlazi iz
nekorektnog izvoda formule, tim vise $to se u istom udzbeniku (Mihailovi¢ 1981)
na str. 268-272 mogu nadi dva izvoda koji daju drukéiju formulu za procjenu po-
lozajne to¢nosti presjeka i, naravno, druk¢iji zakljucak.

3. Toénost presijecanja (Kosti¢ i Svecnikov, 1932, str. 26-30)

Pretpostavimo da su izmjereni kutovi a i § (slika 6) te da je duzina AB = ¢ apso-
lutno to¢na po svojem poloZaju i duljini. Zbog pogreSaka m i m, kutova « i 5,
duzina b imat ée pogreSku m,, a zbog pogreske kuta a tocka T ce odstupati za
iznos bm_. Ukupno linearno odstupanje M tocke T' mozemo izraziti kao duljinu
hipotenuze pravokutnog trokuta s katetama m, i bm_, tj.

M? =m} +b’m? (1)
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Slika 6. Odstupanje presjeka pravaca zbog pogresaka u mjerenim podacima (prema

Kostiéu 1 Sveénikovu, 1932).

Da bismo odredili srednju pogreSku m, postupit ¢emo na sljede¢i nacin. Prema
sinusnom poucku odredit éemo stranicu b iz trokuta ATB uzimajuéi kut y kao

dopunu kutova « i 8 do 180° t;j.
y=180°—(a+p) .

Prema tome moramo kut y smatrati funkcijom mjerenih kutova « i 8. Buduéi da je

sin 8
sin(a + )

a u logaritamskom obliku

logb =1logc +log sin g —log sin(a + )

ili
logb=logc+F,

gdje je

F =F(a,p) =logsin  —logsin(a + ),

(2

3

4)

(6))
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na temelju poznate formule imamo:

2 2 2 2
mb mc 8F 2 aF 2
?i—ﬁ(a) mﬁ(@ - ©
Po pretpostavci je
m =0,

a parcijalne su derivacije

o =—cot(a+f),
da

aF _ _ =cosﬁ_cos(oc+ﬁ)=
op o meotlat B = it B
_ cos Bsin(a+ B)—sin fcos(a+f) sina o

sin Bsin(a + B) ~ sinBsin(a+p)

Uvrstimo li parcijalne derivacije (7) u (6), dobit éemo

2
m_f_ 9 9 sina 9
b = cot’(a+ fim, +[sinﬁsin(a+ﬁ)} T ®)

Odatle je

. 2
2 _ 72 2 2yl ' (=
m?=b {cot (a+ﬁ)ma+LinﬁSin(a+ﬁ)} mﬁ}

2 2
_ sjnﬁ 9 9 sina 2{ _
B [c sin(a + ﬁ)] {COt (a+ fm, + [sinﬁsin(a + ﬁ)] mﬁ}

2
¢ I: . 9 2 2 | a2 2
=———|sin” fcos*(a+ B)m’ +sin” am ] 9)
sin*(a + f8) P pom, A
Prema tome
2 .2
c . . sin
M? =m} +b’m’ = T[sm2 Beos®(a+ f)m? +sin® amz] +c? Z—ﬁmi =
“ sin*(a+p) ‘ sin®(a+ f)
cZ
=———[sin® m? +sin’ am? |, (10)
sin®(a+ f)
odnosno
\/sin2 pm? +sin® am;
=c — .
sin® y
Ako u izraz (10) stavimo
sinf sina

cm— , cm=a i sin(a+ f)=siny
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imamo konacéno

b2 2
M =———m’+ .a2 mz. (11)
sin® y sin? y

Iz tog se izraza jasno vidi, kazu Kosti¢ i Sveénikov (1932, str. 30):

1) da se pogreska M smanjuje ako se smanjuju duljine stranica, odnosno pravaca

b i a, pod pretpostavkom da pogreske m,_ i m, ostaju iste

2) pogreska M imat ée najmanju vrijednost (ako ovisi o kutu y) kad sin y ima
najvecu, a to ¢e biti kad je y = 90°

3) da bi linearna pogreska M u razli¢itim redovima trigonometrijske mreze ostala
ista (Sto se obi¢no i trazi) mora se tocnost mjerenja kutova povecéavati s duljinama
stranica, tj. ako su stranice dulje moraju se s veéom toénos$éu mjeriti kutovi, od-
nosno pravci.

Medutim, to $to se Kosti¢u i Sve¢nikovu ucéinilo da se jasno vidi nije sasvim to¢no
i moze se krivo interpretirati. Naime, u izrazu za pogresku M pojavljuju se stra-
nice a i b koje takoder ovise o kutu y. Drugim rije¢ima, iako je izvod izraza (11)
ispravan, u njemu nije mogucée a i b smatrati konstantama pa je zaklju¢ak Kosti¢a
i Svecnikova da ¢e M imati najmanju vrijednost kad siny ima najveéu, a to ée biti
kad je y = 90°, netocan.

4. Toénost presijecanja (Cubranié, 1954, str. 118-131)

U poglavlju o uvrstenim mrezama Cubranié¢ (1954) objasnjava metode presijecanja
pravaca i slikom ilustrira polozajnu pogresku (slika 7).

Slika 7. PoloZajna pogreska presijecanja (1 Cubranié, 1954, str. 122).
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S tocaka A i B odreduju se tocke I, II i III presjekom pravaca. Uz istu pogresku
m mjerenih pravaca mozemo océekivati pogreske u polozaju trazenih tocaka u ve-
licinama 12, 34 i 56. Ocito je da je polozaj tocke III kao i tocke I dosta nesiguran
(kod tocke I na relativno kratku duzinu IA i IB dobivamo razmjerno veliku po-
gresku). Pogreske mjerenja najmanje ée se ocitovati u polozaju tocke II. Zatim se
Cubranié¢ poziva na “Geodeziju” Kostic¢a i Sveénikova, gdje je na str. 28-30 izvede-
na najpovoljnija veli¢ina kuta presjeka i gdje je dobiveno da je najpovoljniji kut
presjeka 90°.

Dakle, Cubrani¢ (1954, str. 122) nekriti¢ki preuzima zakljuéak Kostica i Sve¢niko-
va (1932), koji je pogresan, kao §to smo objasnili u prethodnom poglavlju.

5. Tocnost presijecanja (Mihailovi¢, 1981, str. 268-272)
T

J

A ¢ B
Slika 8. Presjek naprijed (prema Mihailoviéu, 1981, str. 268).

Na slici 8 jasno se vidi da se koordinate to¢ke T' mogu izrac¢unati po ovim formu-
lama:

c ccota
X, =————, y, =x,cota =———. 12
T cota + cotf r (12)

Pretpostavimo li da su koordinate tocaka A i B bespogresne, to¢nost odredivanja
polozaja tocke T ovisit ¢e o to¢nosti kutova « i 8. Kvadrati srednjih pogresaka m
im, koordinata tocke T bit ée:

2 2 2 2
ox ox 0, 0
m? =L 4| S| 2, m2 =] 2| 2 | 22 e, (13)
* | da « | 9B B2 da « | 98 b

%, c 1 sin® 8
—_—= =c
da  (cota+cotB)’ sina  sin’y

gdje su




Lapaine, M. i dr.: Toénost presjeka naprijed, Geod. list 2014, 3, 185-202 193

ey c 1 . sin®
B  (cota+cotB)’ sin® 8 sin’y

Yy —ccotf 1 —e sin S cos f
da (cota + cotf)” sin® a sin® y
W _ ccota 1  sinacosa

= 14
9B (cota +cotB)? sin® B ¢ sin®y (14)

jer je

sinfa+pf)  siny

cota + cotff =— = o
sinasinf  sinasinf

a oznacili smo

y=180°—(a+p) .

Primje¢ujemo da je Mihailovié (1981, str. 269) ispustio predznak — u trec¢oj formu-
li u (14), medutim to ne utjece na daljnji izvod jer se pri kvadriranju utjecaj tog
predznaka izgubi. Uvrstimo 1i (14) u (13), dobit ¢emo

sin* fm? + sin* am?
2 «

— B
m?=c — ,
sin*y
sin® Bcos® fm” +sin® a cos® am’
2 _ 2 a B
m’i=c — , (15)
7 sin® y
i odatle
s ., ,sin®pm’+sin®am;
M*=m+m?=c — , (16)
7 sin” y
odnosno
\/sinZ pm. +sin® am;
M=c . am

sin® y

Do iste su formule dosli Kosti¢ i Sve¢nikov (1932) na drugi nacin (vidi poglavlje 3
u ovome radu). Pretpostavimo li nadalje da je

m,=m, (18)

dobit éemo

Mzc\lsin2ﬂ+sin2a - (19)

sin® y “
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Nadalje, ako je

a=p (20)
onda je
Y
=f=90°-=
a=f 2
pa se izraz (19) moze napisati u obliku
Y
cos =
M=C\/§ - 22 m,. (21)
sin® y

Da bismo odredili kut y za koji je vrijednost funkcije M = M(y),y €(0°,180°) naj-
manja, odredimo derivaciju funkcije M i izjednac¢imo je s nulom:
% -0

Posljednji izraz ekvivalentan je jednadzbi

sin%siny + 4cos%cosy =0 (22)
Cije rjesenje za kut y €(0°,180°) glasi

tan% =2 , (23)

tj.

y=109°28", a=p=35°16".

Mihailovié¢ (1981) na temelju prikazanoga izvoda zakljucuje da ¢ée srednja pogreska
M biti najmanja, odnosno to¢nost odredivanja to¢aka najveéa kad se pravci sijeku
pod kutom y =109°28". Zanimljivo je da se, doduse bez izvoda i dokaza, mozZe naci
vrijednost kuta y =109° u priru¢niku i udzbeniku Hartnera, Wastlera i Dolezala
izdanom prije vise od sto godina (Hartner i dr. 1910). U kratkom objasnjenju uz
tu vrijednost kuta y stoji da je taj rezultat dobiven primjenom stroge teorije.

U prethodnom izvodu mogu se uociti dva nedostatka. Prvo se postavlja pitanje
zbog Cega je dovoljno traziti minimum funkcije M za a = . Funkcija M = M(a, )
je simetri¢na, no to nije dovoljan razlog da bi se njezine ekstremne vrijednosti
postigle za a = . Drugo je pitanje dovoljnosti uvjeta postavljenog na prvu deriva-
ciju, odnosno na temelju ¢ega se samo iz prve derivacije funkcije moze zakljuciti
da je rije¢ o minimumu, a ne mozda o maksimumu.

U nastavku ¢éemo odgovoriti na oba postavljena pitanja. Najprije uo¢imo da je rije¢
o funkeciji (19) koju zapisujemo ovako kako bismo naglasili da je rije¢ o funkeiji

dviju varijabli:
) + - 9
M= Mg, )= NS PHsin a (24)

sin®(a + f3) M
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Uoc¢imo da ta funkcija nije definirana za sin(a+ f)=0. Da bismo malo pojedno-
stavnili racunanje uo¢imo najprije da umjesto istrazivanja ekstrema funkcije M
mozemo istrazivati ekstreme funkcije M2. Naime, bududéi da je
oM”* oM
Ja Ja
2

to ée biti

Je
nje vrijedi za parcijalnu derivaciju po B. Dakle, imamo redom

M
=0 < Z_a =0 jer M =0 ne dolazi u obzir. Analogno zakljuciva-

,sin® B+sina

M = M*(a, ) =
@)= e p ™

(25)

2 2.2
agi =— :(mi 5 [sin 2asin(a + ) — 4(sin® a + sin® B) cos(a + ﬂ)] =0 (26)
sin’(a

2 2.2
agé =— E(mi B [sin 2Bsin(a + ) — 4(sin® a + sin® B) cos(a + ﬂ):l =0. (27
sin®(a

Oduzmemo li (27) od (26), dobit éemo jednadZzbu

2.2

c’m,; . .
m(sta —sin2p8)=0
i dalje
cos(a + B)sin(a—B)=0. (28)

Razlikujemo dva slucaja:

a) cos(a+p)=0

Tada je sin(a+f)=1 ili sin(a+p)=—-1 pa iz (26) ili (27) slijedi da mora biti
sin2a=0 i sin28 =0, §to pri presijecanju naprijed nema smisla.

b) sin(a—p)=0

Tada je a=p ili se ta dva kuta razlikuju za visekratnik ispruzenoga kuta. Ta
druga teorijska moguénost nema smisla pri presijecanju naprijed. Prema tome
stacionarna toc¢ka funkcije M? ima svojstvo

a=0. (29)

Uzevsi u obzir (29), obje jednadzbe (26) i (27) su medusobno jednake i nakon ma-
njeg sredivanja slijedi da je

sin® a(3sin*a—-1)=0. (30)

Rjesenje a=0° ili visekratnik ispruzenoga kuta pri presijecanju naprijed nema
smisla. Preostaje rjesenje

sina=i?3. (31)
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Za kut « €(0°,180°) je sina >0 pa nalazimo za sva tri kuta u trokutu:

22

sina=sinﬁ=?3, siny=sin(a+ﬂ)=sin2a=T (32)

a=p=35°16", y=109°28". (33)

Dobiveni je rezultat u skladu s onim iz izraza (23). U stacionarnoj tocki je

M?="c*m?, (34)

odnosno

=== . (35)

Ostaje jos pitanje na koje treba odgovoriti: ima li u izra¢unanoj stacionarnoj tocki
funkcija M zaista minimum? Buduéi da je rije¢ o funkciji dviju varijabli
M® = M*(a,8), potrebno je odrediti druge parcijalne derivacije i njihove vrijedno-
sti u stacionarnoj toc¢ki. Deriviranjem i sredivanjem moze se dobiti:

FM 2

@i {czmj cos2a —2M?sin®(a + ﬂ)[3 —4sin®*(a+ ,3)]} (36)

M 2
B> sin'(a+p)

{¢*m? cos2p—2M? sin*(a + p)[3-4sin*@+ B} (37)

FIM*_PM* _ 4M?
dadf  IPoa sin®(a + B)

[3-4sin*(a+p)]. (38)

Ako u (36), (37) i (38) uvrstimo vrijednosti koje odgovaraju stacionarnoj toc¢ki (32)
ili (33) i (34), dobit éemo
*M*  PPM® 189 ,
= =——c'm
o’ p: 64 “
*M®  °M® 135 ,
= =——c"m’.
dadf  dPoa 64 “

2’ M? 50 i *M* 9> M* 3 *M?* o> M*
da’ da®  9B*  odadf opoa

stacionarnoj tocki zaista minimum funkcije M, tj. moZemo napisati

33

M =——cm, =~0,91856cm . (39)

min 4 \/5

>0, mozemo zakljuciti da je u

Bududi da je

Za a=p=45°, y=90°
M=cm,>M_ . (40)
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6. Toénost presijecanja (Cebotarev i dr., 1962, str. 313-315)

Kad se mjere kutovi u dvije ¢vrste tocke, tada imamo dvije jednadzbe pogresaka
(Cebotarev i dr. 1962):

adx+bdy+I =v,

a,dx+bdy+1,=v,, (41)
gdje su . . . .
a1=—SH;VA ’ blzcosl;vA ’ aZ——SH;VB, bzzcoiVB, 42)
vh, v} ... odgovarajuéi smjerni kutovi

a, b ... stranice trokuta ABT.

Sastavimo sustav normalnih jednadzbi
[aa] dx + [ab]dy + [al] =0
[ab]dx+[bb]dy+[bl]=0.

Pri tome je

[aa]=af+a§, [ab:|=albl+a b [bb]=bf+b§.

2727

Tezine nepoznanica odreduju se po formulama
D D 2 2
P=——=,P=——=, D=|aal||lbb|—|ab| =lab,—a)b, ) . (43)
y [aa] x [bb] |: :”: :| |: :| ( 172 2 1)
Uvrstimo li odgovarajuce vrijednosti (42) u (43), mozemo dobiti

in2,,T 2n2,,T 2T 2. T
sin- v smn- v cos v cos™ v
[aa]=——2+—2, [bb]= Ay —2, (44)
b a

Cebotarev i dr. (1962) imaju pogresnu formulu za [aa] , no to je pogreska koja se
lako moze uociti i popraviti, kao $to smo to ucinili u (44). Nadalje,

2 T T
_s1n (VA—'VB>

b , (45)
no bududi da je
vi—vi=vy,
to je
p=Sn7 (46)
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Prema tome imamo

1 a’cos’v) +b’cos’®v, 1 a’sin’v] +b’sin’v]

-2 ’ a2
P sin”y P sm-y
Ako je m,_ srednja kvadratna pogreSka mjerenja kuta, tada je
mo=tm m o= Lt
x Px a? y Py a
i prema tome
1
M =m’+m’=|—+—=—|m’ 48
m,+m; PP m, (48)

gdje je M srednja kvadratna pogreska polozaja tocke T koja se odreduje. Uvrstivsi
u (48) vrijednosti recipro¢nih tezina koordinata, nakon nekoliko transformacija

mozemo dobiti
T e )

. . ’
siny ¢ sin® y “

$to je poznata formula iz prethodnih poglavlja. Iz te formule slijedi da je uz zada-
nu toénost mjerenja kutova tocka presjeka to to¢nija Sto je kut presjeka blizi 90°,
zakljuéuju Cebotarev i dr. (1962). Medutim, dodaju isti autori, uz konstantnu
vrijednost kuta y kutovi a i f mogu se mijenjati u veéim granicama. Istrazimo
sljededi izraz

y=sin”a+sin®j.
Buduéi da je

B=180°—a—vy

y=sin’a+sin*(a+7).

Imamo
d_y =2sinacosa + 2sin(a + y)cos(a+y)=0
a
i
sin2a +sin2(a+vy)=0,
odnosno
sin2a—sin24 =0
i odatle

a=p.
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Prema tome, uz zadanu vrijednost veli¢ine kuta y najpovoljniji presjek bit ée onda
kad je trazena tocka jednako udaljena od zadanih tocaka.

U poglavlju o to¢nosti racunanja elemenata trokuta Cebotarev i dr. (1962, str.
576-577) zaklju¢uju da formula (49) u posebnom slucaju kad je a=p poprima

oblik
M= c\/E

te se uz takvu pretpostavku postavlja pitanje: za koju vrijednost kuta « ¢e veli¢ina
M biti najmanja? Rije¢ je o minimumu funkcije

e (50)

a

sin? 2a

sina
= . b1
sin® 2
Imamo
Q=cosasin22a—4sin2acos2asina=0‘ (52)

da sin* 2a

Buduéi da kut @ ne moze poprimiti vrijednosti 0° ili 90°, to se pitanje rjesSava jed-
nadzbom

cosasin2a —4cos2asina=0. (53)

Nakon manjih transformacija jednadzba (53) prelazi u

2—-3cos’a=0 (54)

COSOC_\/g
3 I

éemu odgovara a =35°16"'. Odatle slijedi y =109°28'. To su vrijednosti poznate iz
poglavlja 5 u ovome radu. Dakle, kad je kut presjeka 109°28’, srednja pogreska
polozaja trazene tocke je najmanja.

i odatle

Medutim, u poglavlju o presjecima Cebotarev i dr. (1962, str. 606-607) ponovno se
vraéaju na jednostavan presjek naprijed i formulu (vidi izraz (49) u ovome radu):

2 2
m=Yaro (55)
sin y

Stavimo li u formulu (65) a =b=s, imat ¢emo za jednakokracni trokut

M=\2—"—m . (56)
siny

Iz te formule slijedi da je relativna pogreska polozaja tocke najmanja

— =min
s
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onda kad je y=90°, a to znaci za a=f=45°. Prema tome, presjek pod pravim
kutom je najpogodniji u smislu relativne to¢nosti rezultata, zaklju¢uju Cebotarev
idr. (1962). To pak znadi da je za kutove a izmedu 45° i 35°16° presjek naprijed
opéenito najpovoljniji. Poveéavanjem ili smanjivanjem kuta y u odnosu na pravi
kut smanjuje se nazivnik u formuli (56). U skladu s tim M se povecava, najprije
polako, a zatim sve vise i vise.

Medutim, navedeni zakljuéak Cebotareva i dr. nije ispravan jer se temelji na for-
muli (56) u kojoj veli¢ina s nije ni konstantna ni bespogresna, veé je funkcija
mjerenih kutova a i f.

7. Primjer

Pri istrazivanju kartografske projekcije u kojoj je izradena Nuova carta geografica
dello Stato Ecclesiastico Ch. Mairea i J. R. Boskoviéa, objavljena uz njihovu mono-
grafiju (Maire i Boscovich 1755), trebalo je odrediti to¢ku u kojoj se sijeku meridi-
jani nacrtani na karti. Uzmimo najzapadniji meridijan nacrtan na karti i njemu
simetri¢an u odnosnu na srednji meridijan. Dvije najjuznije tocke na tim meridi-
janima neka odreduju osnovicu ¢ ¢ija duljina iznosi 600 mm. Kutovi izmedu tih
meridijana i osnovice iznose priblizno ¢ = g = 89°05’. Pretpostavimo li da je
m, =m,= 4', srednja pogreska polozaja presjeciSta tih dvaju meridijana bit ée
M =964,5mm.

Uzmemo li dva meridijana nacrtana na karti koji su najblizi srednjem meridijanu,
dvije najjuznije tocke na tim meridijanima definirat ¢e c ¢ija duljina iznosi 150 mm.
Kutovi izmedu tih meridijana i osnovice iznose ¢ = = 89°46’. Pretpostavimo li
ponovno da je m_ =m,=4', srednja pogreska poloZaja presjeciSta tih dvaju meri-
dijana bit ée M =3721 mm.

8. Zakljucak

U ovome radu istrazeno je nekoliko pristupa procjeni polozajne to¢nosti odre-
divanja to¢ke metodom presijecanja naprijed. Uoceno je da se u literaturi mogu
naéi odgovarajuce formule, no njihovi izvodi su katkad pogresni, a ako su izvodi
korektni, tada izvedeni zakljuéci katkad nisu takvi. Nadalje, mogu se nadi izvodi
koji su korektni, ali nepotpuni. U ovome je radu ukazano na uocene propuste u
literaturi i upotpunjen je jedan od nepotpunih izvoda. Za razliku od uobicajenih,
ali ne provjerenih misljenja, dolazi se do zakljucka da se optimalan poloZaj tocke
odredene presijecanjem naprijed ne nalazi na presjeciStu medusobno okomitih
pravaca.

U svim prethodno opisanim izvodima pretpostavlja se da je duljina zadane strani-
ce po polozaju i duljini bespogresna. Medutim, to ne mora uvijek biti tako pa bi u
tom smislu trebalo razmotriti odgovarajucu literaturu (npr. Cvetkovié 1970, Jan-
kovi¢ 1981 i dr.). Takoder, bilo bi zanimljivo istraziti:

* raspodjelu tocnosti polozaja tocke odredene presijecanjem naprijed
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* odgovarajuce relacije za procjenu to¢nosti poloZaja tocke odredene presijecanjem
naprijed koje je odredeno pravcima koji nisu zadani jednom toc¢kom i kutom,
nego dvjema tockama

* vezu izmedu procjene to¢nosti polozaja to¢ke odredene presijecanjem naprijed i
odredene luénim presjekom.
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Accuracy of Forward Intersection

ABSTRACT. An overview is given of determining position of a point determined by
forward intersection on the condition that two given points in which angles are me-
asure toward an unknown point are known and error-free. Accuracy estimation of
forward intersection can be found in references, but derivations of corresponding
formulas are sometimes erroneous. In some cases, derivations are correct, but conclu-
sions are not. Furthermore, there are some correct but incomplete derived formulas.
This paper emphasizes observed shortcomings and completes one of the incomplete
derivations. The conclusion is that the optimal position of a point determined by
forward intersection is not at an intersection of perpendicular straight lines.

Keywords: forward intersection, accuracy estimation, intersection of the meridians in
the projection.
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