UDK 514.112.6
Izvorni znanstveni ¢lanak Prihvaéeno za tisak: 27.3.2001.

BEWEGUNGEN MIT EBENEM BAHNEN IM EINFACH
ISOTROPEN RAUM - TEIL I

Helmut Wresnik (Graz)

O. Bewegungen im euklidischen Raum mit speziellen Bahnkurven beschéfti-
gen die Geometer schon seit langer Zeit. So konnte G. DARBOUX in [5] alle Zwan-
glaufe klassifizieren, bei denen alle Punkte des Raumes in ebenen Bahnen gefiihrt
werden (siehe auch [2]). Réschel gab in [12], [13] jene Zwangldufe an, die eine
zweidimensionle Punktmenge des euklidischen Raumes in ebenen Bahnen fiih-
ren.

Die Frage nach allen Bewegungen des euklidischen Dreiraumes, bei denen alle
Punkte auf Kugel laufen, wurde von E. BOREL [1] und R. BRICARD [3], [4] unter-
sucht, aber bis heute nicht ausreichend beantwortet. In diesem Zusammenhang
entwickelte H. VOGLER vor kurzem ein Konezpt, das die Untersuchung solcher
Fragestellungen fiir beliebige Bahnfldchen in jedem Cayley-Klein Raum (zumin-
dest theoretisch) moglich macht.

Zu diesem Zweck werden sowohl fiir die Menge der Flaggen, darunter verste-
hen wir eine in Rede stehende Bahnfliche sowie einen auf ihr liegenden Punkt,
Punktmodelle in projektiven Rdumen geeigneter Dimension konstruiert und
dann ein inneres Produkt definiert, dessen Verschwinden fiir Bewegungen und
Flaggen geometrische Bedeutung besitzt.

Erstmals mit Erfolg angewendet wurde dieses Konzept von J. LANG in [9], [10],
[11] zur Bestimmung der Borel-Bricard-Bewegungen im zweifach-isotropen
Raum, sowie von A. GFRERRER und J. LANG in [6], [7], wo Untersuchungen tiber
spezielle dquiforme Zwangldufe mit sphérischen Bahnen durchgefiithrt wurden.

Ziel dieser Arbeit ist es, mit Hilfe des VOGLERschen Verfahrens die Bewe-
gungsvorginge des einfach-isotropen Raumes I} zu bestimmen, bei denen Punkte
in ebenen Bahnen gefithrt werden. Dabei wollen wir besonderes Augenmerk auf
jene Bewegungsvorgéinge legen, bei denen alle Punkte des I; ebene Bahnen
durchlaufen. Diese Fragestellung wurde bereits von J. TOLKE in [15] behandelt,
doch, wie im zweiten Teil [16] gezeigt werden wird, nicht vollstinding beantwor-

tet.

Es sei noch angemerkt, daf die folgenden Uberlegungen im Gegensatz zu an-
deren Methoden keinerlei Differenzierbarkeitsvoraussetzungen erfordern.

1. Gegeben sei der 3-dimensionale reelle projektive Raum P°, den wir durch
Auszeichnung einer Fernebene o : x’ = 0 zu einem affinen Raum A; machen.
Durch den in o definierten Mafikegelschnitt

x’ x}? +x2=0. (1)
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wird daraus ein Cayley-Klein-Raum (siehe dazu [8]), der einfach-isotrope
Raum I, (eine ausfiihrliche Darstellung der Geometrie des einfach-isotropen Rau-
men findet man in [14]).

Sind P: (x5, y1, z1) und Q : '(xy, y2 z2) zwei Punkte des I}, dann wird ihr isotroper

Abstand durch
PQ=/x} +x}

definiert. Er verschwindet genau fiir Punkte auf einer isotropen Geraden, fiir
also x; = x; und y; = y; gilt. Fiir solche kann mittels

P7Q2x3—y3

ein Ersatzabstand definiert werden.

Sucht man in der beziiglich des Mafskegelschnittes automorphen Untergruppe
der affinen Gruppe jene Transformationen, die den isotropen Abstand und den
Ersatzabstand invariant lassen, so findet man die 6-dimensionale isotrope Bewe-

gungsgruppe

z

{1\| 1 0 0 0\/1
( I
le |a cosp—sing 0||x|
|y|=|b sing cos¢g 0||y|' @)
(L

Hangen in (2) die Grofiena, b, ¢, d, eund ¢ von 0 < k < 6 Parametern ab, so wird
dadurch ein k-dimensionaler Bewegungsvorgang B; ausgezeichnet. Wie tiblich
denken wir uns dabei den I, in zwei Exemplaren, den Gang- und Rastraum, aus-
gefiihrt.

Wird nun ein Punkt P : %(1 : x : y : z) des Gangraumes bei By in einer Ebene

iUyt usx +uyy +usz =10
des Rastraumes gefiihrt, so muf3
U, + U (a + x cosp - ysing) + uy (b + xsing + ycosp) + uz (c + dx +ey +z) =0
gelten bzw. wenn man nach den Bewegungsparametern sortiert:
aug + bu, + cus + d(uzx) + e(uzy) + cosp (urx + uzy) + sing(usx - ugy) + (ug + uzz) = 0. (3)

Setzen wir voraus, daf3 By die Identitit enthalt, dann gilt

Uy + usx + upy + uzz =0,
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sodafs sich fiir den letzten Sumanden in (3) u, + usz = — (u1x + uy) ergibt und
(3) daher wie folgt geschrieben werden kann:
auq + buy + cuz + d(uzx) + e(usy) + cosp (ugx + uzy) + sing(uxx - ugy) - (uzx + uzy) = 0. (4)
Wir konstruieren nun mit Hilfe von (4) Punktmodelle fiir die isotropen Bewegun-
gen (2) und die Flaggen (P; ¢), also die Paare inzidenter Punkte P und Ebenen ¢ des
einfach-isotropen Raumes.

Dazu betracht wir einen 7-dimensionalen projektiven Raum B; und ordnen der
Bewegung (2) den Punkt

XXX XX XX X)) = abicidie:cospising 1) (5)

des B’ zu. Die Bewegungsgruppe (2) des einfach isotropen Raumes wird da-
durch auf den in B liegenden Hyperzylinder

E XY+ XN - (XY =0

abgebildet. Er besitzt 5-dimensionale Erzeugenden.

Um auch fiir die Flaggen ein Punktmodell zu erhalten, betrachten wir einen
7-dimensionalen projektiven Raum F’und ordnen der Flagge (P;e) = (x, ¥,z up: 1y
: Uy : uz) den Punkt

Y Y Y Y Y Y Y=
Mg s uy i us: usx: Uy : UX + Uzl D UX - Uzl — (UgX + UsY)) (6)
zu. Die Punkte liegen auf der 4-parametrigen Mannigfaltigkeit
(H®: Y +Y® =0
DD, Y'Y Y Y - Y YO =0
lCID2 Y'Y =YY +YY =0
Sie ist als Schnitt der beiden Hyperflachen ¢ und ¢, mit der Hyperbene H; kei-
ne Hyperflache in Hy.
Bemerkung 1. Die z-Koordinate des Punktes P einer Flagge und die u,-Koordi-
nate der Flaggenebene ¢ spielen in den obigen Uberlegungen keine Rolle.

Bemerkung 2. Durch die Parametertransformation
Y =Y,Y*=Y*-Y®i=1,..., 7kann die Hyperbene H, in die Koordinatenebene
Y® = 0 gebracht werden, soda8 wir uns bei Untersuchungen von ® auf die Hy-
perbene Hg, also auf die ersten sieben Koordinaten beschranken konnen.
Bemerkung 3. Nicht jeder Punkt der Fliche ® stellt eine Flagge des I, dar. Es

gelten dafiir die folgenden Bedingungen:
a) Es muB (Y')* + (YH)* + (Y°)* # 0 sein.
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b) Ist (Y')* + (Y*)* = 0, dann mu8 (Y°)* + (Y')* = 0 gelten.
c) Ist Y? = 0, dann muf (YH? + (Y°)> =0 gelten.
Bemerkung 4. Stellt ein Punkt von ® eine Flagge des I dar, so erhélt man aus
seinen Koordinaten die Koordinaten der Flagge wie folgt:
a) Ist Y3 # 0, so gilt zunachst
y* Y?

X=?,y=?,l/ll

=Y'u, =Y, u,=Y

z kann nun beliebig gewahlt werden und daraus ergibt sich dann
Y* Y?
u,=-— (Yl F'i'yz F‘l‘ZYS).
b) Ist Y’ = 0, so folgt zunéchst
. Y'Y +Y?YT YPYO+Y'Y? 4 =
(Yl)Z +(y2 )Z 'Y (Yl)Z +(y2 )2 [

Y ut=Y?, u,=0.

z kann nun beliebig gewahlt werden und daraus ergibt sich dann

14,6 24,7 24,6 14,7
%zﬂYF;N};w+Y£+Yg”ﬂ
Y +(Y7) (V) +(Y")

¢) Stellt ein Punkt F von @ eine Flagge dar, so entspricht ihm im I die isotrope
Gerade (x, y, z) und in jedem Punkt dieser Geraden eine Ebene der festen Stellung
(U1 Uy U3).

Wir wollen nun die Flache ® nidher untersuchen. Zunichst bemerkt man, daf3
der durch

Y=Y'=Y"=90

beschriebene 3-dimensionale Teilraum T; ganz auf ® liegt. Wir wollen ihn den
isotropen Teilraum auf ® nennen. Seine Punkte sind, abgesehen von den Punkten
der Ausnahmegeraden f : t(0 :0:0:0:0:0:t;: t,) von ®, die Bilder der isotropen Flag-
gen des I}, d.h. der Flaggen mit isotroper Ebene.'

Desweiteren besitzt ® zwei Scharen von Erzeugendenebenen, die durch

'@ enthalt noch den durch Y' = Y2 = Y® = 0 beschriebenen 3-dimensionalen Unterraum. Keiner seiner Punkte stellt
aber eine Flagge des /] dar.
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beschrieben werden. Durch jeden Punkt von @, der Bild einer Flagge ist, geht
genau eine Ebene jeder Schar.

Bemerkung 5. Eine Ebene E; der ersten Schar liefert im I, Ebenenbiindel mit
Scheitel auf der isotropen Geraden (x, y, z), wahrend eine Ebene E, der zweiten
Schar ein Parallelebenenbiischel in I liefert, wobei jeder Punkt mit der ihn gehen-
den Ebene des Biischels eine Flagge bildet.

Bemerkung 6. Zwei Ebenen verschiedener Scharen haben stets genau einen
Punkt gemeinsam, wéhrend zwei Ebenen derselben Schar windschief zueinander
liegen.

Jede Gerade in einer Erzeugendenebene von @ liegt natiirlich zur Génze auf ®.
Seien nun

F1 N gul SUp U3 I UXT UYL UIXg + Uy : UpXq — ulyl)
FZ N (’U] D0y 037 03Xy 0 U3y ! U1Xp + DoYs © UpXp — 'U1y2)

die Bilder zweier verschiedener Flaggen des I, dann liegt, soferne nicht beide
Punkte im Ausnahmeraum I; liegen, die Verbindungsgerade der beiden Punkte
genau dann auf ®; und ®, und damit auch auf ®, wenn entweder

xi=xundy; =y, ... Typl
oder

(ug:uy:uz) = (v1:05:03) ... Typ2

gilt. Geraden des Typs 1 liegen immer in einer Ebene der ersten Schar, Geraden
des Typs 2 immer in einer Ebene der zweiten Schar.

Bemerkung 7. Einer Geraden des Typs 1 entsprechen im I die Punkte einer
isotropen Geraden und jedem Punkt ein Ebenbiischel mit fester Richtung. Wir
wollen diese Richtung im folgenden auch als die Richtung einer Geraden vom Typ
1 bezeichnen.

Einer Geraden vom Typ 2 entsprechen im I die Punkte eines (euklidischen)
Kreiszylinders mit isotroper Erzeugendenrichtung und den Punkten jeder Erzeu-
genden eine isotropen Ebene o und jedem Punkt eine Ebene fester Stellung. Wir
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wollen diese Ebenenstellung im folgenden auch als die Stellung einer Geraden
vom Typ 2 bezeichnen.

Bemerkung 8 Einer Geraden des isotropen Teilraumes I3 von @, die weder vom
Typ 1 noch vom Typ 2ist, entsprechen im I, die Punkte eines (euklidischen) Kreis-
zylinders mit isotroper Erzeugendenrichtung und den Punkten jeder Erzeugen-
den eine isotrope Ebene.

Beweis: Eine in [; liegende, von der Ausnahmsgeraden f verschiedene Gerade,
die weder vom Typ 1 noch vom Typ 2 ist, wird durch zwei Punkte

F1 N t(ul JUp 0:0:0: uix; + UplY1 : UzXy —M1y1)
Fz N t(?)] L0y 0:0:0: U1Xy + VoYs © UaXp — U1y2),

aufgespannt, wobei (x; - ) + (y1- yz)z, U105 - Uv; # 0 gelten muf3, da sonst die
Gerade F;F, vom Typ 1 bzw. 2 wére.

Da u +u; # 0sein muf, kann man durch eine Transformation (11) (siehe dazu
Abschnitt 3 weiter unten)

F:%1:0:0:0:0:0:0)
Fz.’t(Ul :1:0:0.’0:7}13{1+y2:x2—v7y2),

erreichen, sodaf die Gerade durch
Ya B:0:0:0:B(vixz + y2) : f(x2 - v1y2)

mit (« : B) # (0 : 0) parametrisiert werden kann. Gemaf3 Bem. 4. gilt nun fiir die
entsprechenden Flaggen im I:

o B Y )T (5 —vy,)
a® +p?
y= ﬂz (lez +y2)—aﬁ(x2—vly2) @)

a’ +p?

z=12z
(g :up:uy:us) = (foixy +y2):a::0)
und die Punkte (x, Yy, z) liegen auf dem (euklidischen) Kreiszylinder
[2x - (x2 - 711]/2)]2 + [2y — (vix, + yz)]z - (x2— Ulyz)z —(vix, + yz)z =0 ®)

mit isotroper Erzeugendenrichtung. Die Ebenen gehoren einem Biischel um
dieisotrope Gerade Y0, vix, + Y2 z) an, die eine Erzeugende des Kreiszylinders ist.
Zusammenfassend haben wir also den
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Satz 1 Bildet man die Bewegungen (2) bzw. die Flaggen des I, gemif den Vorschriften
(5) bzw. (6) ab, so erhilt man zwei in 7-dimensionalen projektiven Riaumen liegende Fli-
chen § und ®. ®, der Schnitt zweier Hyperflichen des projektiven Raumes und einer Hy-
perbene, besitzt 2-dimensionale Erzeugenden, die sich in zwei Scharen einteilen lassen.
Dasselbe gilt fiir jene Geraden auf @, die zumindest das Bild einer nichtisotropen Flagge des
1; tragen.

Die Bilder der Flaggen des I} mit isotroper Ebene liegen im 3-dimensionalen isotropen
Ausnahmeraum I3 von ®.

2. Wir wollen nun fiir Punkte aus B” und F’ durch

d(X,Y):=§X"Yi

i=1

ein inneres Produkt definieren. Es besitzt fiir Bewegungen und Flaggen eine
geometrische Bedeutung, da es fiir eine Bewegung B und eine Flagge (P; ¢) genau
dann verschwindet, wenn der Punkt P bei der Bewegung B in der Ebene ¢ lauft.

Sei nun B ein Bewegungsvorgang und M die Menge jener Punkte des I, die bei
B ebene Bahnen durchlaufen. Die dieser Menge von Flaggen entsprechende
Punktmenge im projektiven Raum F” bezeichnen wir mit F.

Sei B die dem Bewegungsvorgang B entsprechende Punktmenge auf €, so folgt
nach oben:

d(B,F)=0.

Da d(X, Y) bilinear ist, gilt diese Beziehung dann sogar fiir die von B in B;bzw. F
in F/ aufgespannten linearen Teilrdume [B] und [F].

Will man also zu einer Punktmenge F C ® den maximalen Bewegungsvor%ang
finden, der die zu F gehorende Flaggenmenge respektiert, so bildet man in F” die
lineare Hiille [F], sucht dazu das orthogonale Komplement B :=[F]* bzgl. des inne-
ren Produktes (9) und schneidet dieses mit §. Es gentigt daher im folgenden die
Schnitte von ® mit linearen Teilrdumen des F zu betrachten.

Ist I k-dimensionaler linearer Teilraum des F/, dann ist 6-k die Dimension des
orthogonalen Komplements B von F. Der Schnitt mit £ ist dann i.a. eine (5-k)-para-
metrige Teilmenge von ¢ und liefert daher einen (5-k)-parametrigen Bewegungs-
vorgang (zu den Ausnahmen siehe Bem. 10). Damit dieser also zumindest einpara-
metrig ist, muf§i.a. k < 4 gelten.

Dual geht man vor, wenn man zu einer Menge von Bewegungen die maximale
Flaggenmenge finden will.

Bemerkung 9 Sind G1 und G2 zwei lineare Teilrdiume in B’ bzw. F/, dann gillt:

a)(G,+G,)" =G NG,
b)(G,NG,) =G + G,
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(G CG) =G NG,

d)((G,)*) *=G,.

Bemerkung 10 Dem Erzeugendenraum E; entspricht mittels des inneren Pro-
duktes (9) die Ausnahmsgerade f von @, sodafl wir mit Bem. 9 finden:

Das orthogonale Komplement eines linearen Teilraumes F C F’ liegt genau dann im Er-
zeugendenraum Es von  durch den Punkt I d, wenn f C F gilt.

Genau in diesem Fall ist auch die Dimension von B N ¢ nicht 5 -k sondern 6 —k;
es tritt also kein Dimensionsverlust auf.

Bemerkung 11 Schneidet die Ausnahmsgerade f den linearen Teilraum F in ge-
nau einem Punkt F: (0:0:0:0:0: t5: t;), dann schneidet F* den Hyperzylinder {
nach einem in E; liegenden Teilraum B durch Id. Sucht man nun zu B die orthogo-
nale Menge in F/, so erhélt man den linearen Teilraum f + F D F.

Wir werden daher im folgenden stets voraussetzen, dafy entweder f C F oder
fNF=¢ggilt

Zusammenfassend haben wir

Satz 2 Das durch (9) definierte innere Produkt, das fiir Bewegungen und Flaggen genau
dann verschwindet, wenn die Bewegung die Flagge respektiert, erlaubt es den zu einer vor-
gegeben Menge von Flaggen maximalen Bewegungsvorgang zu finden. Dabei kann stets
von Schnitten der Fliche ® mit linearen Teilriumen des F” ausgegangen werden.

3. Da unsere Uberlegungen von dem in I, verwendeten Koordinatensystem
unabhénging sein sollen, wollen wir untersuchen, wie sich ein Koordinatenwech-
sel in Gang- und Rastraum in den Punktmodellen B’ und F” auswirkt.

Sei K eine isotrope Bewegung des I,

1 0 0 O
|(a cosy — siny 0]

Iﬁ siny cosy OI’
oo 1

und KB(K" der zum betrachteten Bewegungsvorgang By konjugierte Bewe-
gungsvorgang. Der durch K vermittelte Ubergang von By zum konjugierten Bewe-
gungsvorgang KB:K" kann auch als Koordinatentransformation K in Gang- und
Rastraum gedeutet werden.

Die zu Bi und KBKK™ gehorenden Elemente der Punktraume B; bzw. F; sind
dann durch die folgenden Transformationsgruppen (10) bzw. F; gekoppelt und
werden im weiteren als nicht wesentlich verschieden angesehen:
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X! cosy —siny 0 0 0
X2 sinp cosypy 0 O 0
X3 ) n 1 —A B
xX* 0 0 0 cosy —siny
X° | o 0 0 siny cosy
X6 0 0 0 0 0
X7 0 0 0 0 0
X8 0 0 0 0 0
bzw. (man beachte Bem. 2)
Y! cosyp —siny C 0 0 00
Y2 | |siny cosy D 0 0 00
Y3 0 0 1 0 0 00
Yi|=| O 0 «a cosy —siny 00
Y5 0 0 psiny cosy 00
Y6 A -B E -8 -5 10
Y’ B A F -n o 01

mit
A=acosyp+ fsiny
B=—fcosy+asiny

C=—=0dcosy+nsiny
D=—ncosy—dsiny
E=—-0A+nB
F=—nA-0B

—a
-
E
-C
-D
1
0
0

Yl
YZ
YB
Y4
Y5
YG
Y7

B a)(X!
—a f||X?
F —-E|lX?
-D C||XxX*
c Dllxs (10)
0 0 |x°
1 0]1X7
0 1])\xé8
11)

Bemerkung 12 Die Transformationen (10) sind Automorphismen von { und
fithren den Erzeugendenraum Ejs in sich tiber. In Es selbst werden die Teilrdume
t(O:O:t3:0:0:l:0:1),f(t1:t2:t3:0:0:1:0:1)undt(0:0:t3:t4:t5:1:0:l)aufsich

abgebildet.

Bemerkung 13 Die Transformationen (11) sind Automorphismen von ®. Der
auf @ liegende Ausnahmsraum I; geht dabei ebenfalls in sich tiber und die in ; lie-

gende Ausnahmsgerade f bleibt punktweise fest.

Bemerkung 14 Eine nichtisotrope Flagge (Y° # 0) kann durch eine geeigente
Transformation (11) stets in den Punkt(0: 0:1:0:0: 0 : 0), eine isotrope Flagge
(Y’ = 0) stets in den Punkt (1:0:0:0: 0 : 0) von ® iibergefiihrt werden.
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Fiir das Weitere ist es auch notwendig, tiber die Transformationen von Hyper-
benen in F” Bescheid zu wissen. Sie besitzen die zu (11) transponiert inversen Ma-
trizen und man erhélt nach kurzer Rechnung;

ut cosyy —siny 0 0 0 —-a pg\(U,
u?| |siny cosy 0 0 0 —-B-a|U,
u? ) n 1-A B E F|U,
utl=l 0 0 0 cosy —siny —C-D U, (12)
us 0 0 Osiny cosy —D C ||U,
ue 0 0 0 0 0 1 0 U,
u’ 0 0 0 0 0 0 1)U,

Zusammenfassend haben wir

Satz 3 Ein Koordinatenwechsel im 1) induziert in B” bzw. F’ die projektiven Kollinea-
tionen (10) bzw. (11), die Automorphismen der Flichen § bzw. @ sind. Die zu (11) dualen
projektiven Kollineationen - sie sind fiir die Abbildung der Hyperbenen des F verantwort-
lich - besitzen die Darstellung. (12)

4. In den folgenden Abschnitten werden wir nun der Reihe nach die zu linea-
ren Teilraumen von F’ gehérenden maximalen Bewegungsvorginge gemaf3 der
Uberlegungen aus Abschnitt 2 suchen. Dabei wollen wir aber nur solche Teildume
betrachten, die mit der Flache F eine zumindest einparametrige Punktmenge ge-
meinsam haben, die auch Bilder von Flaggen des I, sind. Wegen 2 kénnen wir uns
daher auf lineare Teilraume F der Dimension 1 < k < 5 beschranken, wobei fiir k =
5 zusitzlich noch fC F gelten muf3.

Wenden wir uns zunichst den Geraden des F zu, dann kénnen wir uns auf die
auf @ liegenden Geraden beschréanken, da jede nicht auf ® liegende Gerade mit ®
hochstens zwei Punkte gemeinsam haben kann.

Fall A: Ist zundchst g C @ eine Gerade vom Typ 1 und seien

t
F;: {m DUp DUz UZX D USY D UIX Ul D ULX - UgY)
Fy (010030031 03x 1 03y 1 01X + UaY 1 02X - V1Y)

zwei verschiedene Punkte auf g.
Al.:Ist u} + 02 #0, dann kann 0.B.d.A. durch eine Transformation (11)

F;:0:0:1:0:0:0:0)
Fo:'0:0y:03:0:0:0)

mit v, # 0 erreicht werden.
Diese beiden Punkte” liefern mittels des inneren Produktes (9) die beiden Hy-
perbenen

X=xX=0

2Nach Bem. 2 studieren wir alles ® betreffende in der Hyperbene He : Y® + Y8 = 0. Um das innere Produkt anwenden
zu kdnnen, missen wir die Y8-Koordinate wieder hinzufiigen.
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die im Schnitt mit dem Hyperzylinder { den durch

1 0 0 0
|t cosp— sing 0|
[0 sing cos¢g 0]
0 t, ty l}

beschriebenen 4-parametrigen Bewegungsvorgang liefern. Er fithrt die Punkte
der isotropen Geraden /(0, 0, z) auf Geraden mit der Richtung (1 : 0 : 0). Wir sagen
im folgenden, die Punkte dieser isotropen Geraden sind geradliufig.

A2: Ist aber u} +v2 = 0, dann kann man

Fi:%1:0:0:0:0:0:0)
Fy:'(0:0,:0:0:0:0:0)
mit v2 # 0 erreichen, was zum 4-parametrigen Bewegungsvorgang
1 0 0 0
|0 cosp—sing 0|
[0 singp cosgp 0 |
tt t, 1

1 2 3

fithrt. Bei ihm wird die isotrope Gerade (0, 0, z) in sich bewegt.

Fall B. Wenden wir uns nun einer Geraden g vom Typ 2 zu, die durch die bei-
den verschiedenen Punkte

F;: t(u1 DUy U3 UzXq D UgYq D UsXy + Uslp  UiXg - UY)
Fz N (M] SUp P U3 U3XY D U3Y D UIX + UplYz D U1X) = szz)

gegeben sei. Wieder unterscheidet man zwei Félle:
B1. Ist u3 # 0, dann kann man durch eine Transformation (11)

F :%0:0:1:0:0:0:0)
F:0:0:1:x,:0:0:0)

mit x, # 0 erreichen, was den 4-parametrigen Bewegungsvorgang
1 0 0 0
|t Ccosp— sin¢g O|
| t, sing cose 0 |
kO 0 t, 1

3

liefert. Er fithrt die Punkte der isotropen Ebene y = 0 in horizontalen Ebenen.
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B2: Gilt jedoch u; = 0, so hat die Gerade g mit der Ausnahmsgeraden f einen
Punkt gemeinsam und fiithrt daher auf den selben Bewegungsvorgang, wie der
2-dimensionale Unterraum g + f, der im nachsten Abschnitt untersucht werden
wird (siehe dazu Bem. 11).

Fall C. Abschlieflend betrachten wir jene Geraden des Ausnahmeraums I3, die
zu keinem der beiden obigen Fille gehoren.

Eine solche kann nach Bem. 8 stets durch zwei Punkte der Gestalt

F;:1:0:0:0:0:0:0)
Fz.'t(OIlZOI 0:0:v1x2+]/2:x2—v1y2),

dargestellt werden. Das liefert in B” die Hyperbenen
Xi=Xo + (vix2 + y2) (Xe—Xg) + (2 —01y2) X7 =0
und im Schnitt mit { den 4-parametrigen Bewegungsvorgang

( 1 0o 0 0
!

Ccosp — sing 0|
sing cos¢ OJ

t t, 1

2

0
— (v1x2+y2)(cosp— 1 )+(v,y, —x,)sing

t

1 3

Er fithrt die Punkte des (euklidischen) Kreiszlinders
[2x = (2 = o) + (2 = (0232 + )] = (X2 = V1Y) = (V2x2 + y2)" = 0

in den isotropen Ebenen (—f (v1x;2 + 12) : @ : § : 0), die ein Ebenenbiischel um die
Erzeugende ‘(0 : v1x; : z) des Kreiszylinders bilden (siche Bem. 8).

Die Grundrifsbewegung ist eine Ellipsenbewegung, deren Gangpolkreis der
Leitkreis des in Rede stehenden Kreiszylinders ist.

Zusammenfassend haben wir also den folgenden

Satz 4 Geraden des Typs 1 fiihren auf eine isotrope Gerade, deren Punkte beim entspre-
chenden 4-parametrigen Bewegungsvorgang auf Geraden fester Richtung laufen. Geraden
des Typs 2 fithren auf eine isotropen Ebene, deren Punkte beim entsprechenden 4-paramet-
rigen Bewegungsvorgang in Ebenen fester Stellung bewegt werden.

Geraden des isotropen Teilraumes I3, die nicht vom Typ 1 oder 2 sind, fiihren auf Punkte
eines (euklidischen) Kreiszylinders mit isotroper Erzeugendenrichtung, die beim entspre-
chenden 4-parametrigen Bewegunsvorgang in isotropen Ebenen gefiihrt werden.

5. Wir wenden uns nun den linearen zweidimensionalen Teilraumen des Hj
zu. Betracht wir zunachst die Erzeugendenebenen der Fliche ® und die Ebenen
des isotropen Teilraumes I;.

Ist ¢ eine Ebene der ersten Schar, so wird sie durch drei Punkte.
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H. Wresnik

Fp:f(ug v sz usx :ugy - ugx + ugy : uzy - uqy)
th Moy vy vy s V3Y 1 U1X + Vgl 1 VX - V1Y)
Fs: ' (wq i wy w3t wsx t w3z L wiX + Wy 1 WaX - WiY)

aufgespannt, wobei die von den 14, v; und w;, i = 1, 2, 3 gebildete Matrix regular

sein muf3.
Durch eine Transformation (11) kann x = y = u; +u = 0 erreicht werden, so-

daf3 ¢ auch durch die Punkte
F;:0:0:1:0:0:0:0)
F:'0;:0,:0:0:0:0)
Fg:t(w1:w210:0:0:0)

v, v, s
# 0 aufgespannt wird.

mit
wl wZ
Dies liefert mittels des inneren Produktes (9) die Hyperebenen

X=X +0,X =wX + X =0,

woraus der 3-parametrige Bewegungsvorgang
1 0 0 0

|O cosp —sing 0|

[0 sing cos¢ 0]

0t t 1 }

flief3t, der die isotrope Gerade t(O, 0, z) als Fixpunktsgerade besitzt.
Nun sei eine Ebene ¢ des Typs 2 durch die drei Punkte

t
F] N t(u1 JUp DUz U3XT UYL UXg + UsYy1 : UrYyg - szj)
F,: t(ul DUyl U3 I U3Xy D UZYs D UsXa t Usls D UiXy - UsYo)
F3 N (M] Uz U3 U3X3 UYL UIX3 + Uslys : U1X3 - M2y3)

ij

#0, i# j)1,2,3 gelten muf.

gegeben, wobei
i
Ist u, # 0, so kann man durch eine Transformation (11)
F, :40:0:1:0:0:0:0)
F, :{0:0:Lx, :y,:0:0)
F,:#0:0:1:x,:y,:0:0)

3 Wir bezeichen auch die neuen Punkte mit F;.
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X2 Y,

Y3 Y5

mit # 0 erreichen und findet damit den 3-parametrigen Bewegungsvor-

gang
1 0 0 O
|1‘1 cosp —sing 0|
t, sing cosp 0
0 0 0 1

der alle Punkte des I ;in horizontalen Ebenen fiihrt. Er entsteht durch Fortset-

zung einer ebenen Bewegung in den Raum.

Ist hingegen u; = 0, dann liegt ¢ im dreidimensionalen Ausnahmeraum I3 und
schneidet daher die Ausnahmsgerade f i.a. in einem Punkt. ¢ liefert damit den sel-
ben Bewegungsvorgang wie I3 = f + ¢, was aber im zweiten Teil [16] behandelt
werden wird.

Einzig der Fall f C ¢ C I; bleibt hier zu disktieren. In diesem Fall wird die Ebene
durch die Punkte

F;:'0:0:0:0:0:0:1)
F,:0:0:0:0:0:1:0)
F3 N t(ul:uz:O.'0:0u1x3+u2y3:u2x3—u1y3)

mitu; +u’ # 0aufgespannt, weshalb durch eine geeignete Transformation (11)
F3:/1:0:0:0:0:0:0)

erreicht werden kann.
Mittels des inneren Produktes (9) erhalt man dann in B” die Hyperebenen

X'=X=X-X=0
und im Schnitt mit { den 4-parametrigen Bewegungsvorgang

1000
(01001
lt 010/

t2t3t4lJ

4 Gilt fCe, aber liegt e nicht im isotropen Aushanmeraum /3, dann hat ¢ mit @ héchstens einen Punkt gemeinsam, der
auch Bild einer Flagge ist.
5 Man beachte hinsichtlich der um 1 héheren Parameterzahl im Vergleich mit den anderen Fallen dieses Abschnitts Bem. 10
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bei dem alle Punkte des I in isotropen Ebenen parallel zu x = 0 bewegt wer-
den.” Damit haben wir

Satz 5 Erzeugendenebenen von ® aus der ersten Schar fiihren zu 3-parametrigen Bewe-
gungsvorgingen, die eine isotrope Fixpunktsgerade besitzen. Erzeugendenebenen von ®
aus der zweiten Schar mit nichtisotroper Stellung liefern 3-parametrige Bewegungen, die
alle Punkte des 1} in zueinander parallelen nichtisotroen Ebenen fiihren. Ebenen des isotro-
pen Teilraumes, die Ausnahmsgerade f enthalten, liefern 4-parametrige Bewegungsvorgin-
ge, bei denen alle Punkte in zueinander parallelen isotropen Ebenen bewegt werden.

Bemerkung 15 Erzeugendenebenen der zweiten Schar fithren zwar auf Bewe-
gungen, die alle Punkte des I auf ebenen Bahnen fithren, entstehen aber durch
Fortsetzung einer ebenen Bewegung in den Raum. Wir bezeichnen solche Bewe-
gungen im weiteren als unechte Darbouxbewegungen.

Nun wollen wir uns mit Ebenen beschiftigen, die nicht auf ® liegen. Jede sol-
che Ebene e schneidet die beiden quadratischen Hyperflachen ®, und ®,i.a. nach
einer Kurve zweiter Ordnung, sodafs der Schnitt der Ebene mit ® entweder eine
regulére oder eine singuldre bzw. ein linearer Bestandteil einer singuldren Kurve 2.
Ordnung ist, oder nur aus hochstens vier Punkte besteht.® Den letzten Fall werden
wir wie vereinbart aus unseren Betrachtungen ausschliefen.

Damit also etwas auftritt, das nicht schon behandet wurde, muf3 die Ebene zu-
mindest drei nichtkollineare Punkte

F1 N £M1 SUp Uz UXT D UYL UXg + UslYyr D UrXg - M2y1)
th N (01 D020 03 03Xy 0 U3Y2 D U1Xp + DY ! U1X2 - Uzyz)
F3 N (ZU1 Wyl W3 L W3X3 L W3Y3 L WiX3 + waY3 : WiX3 - wa3)

mit ¢ gemeinsam haben, wobei u: +v; +w] # 0 gelten muf, da sonst die drei
Punkte und damit die von ihnen aufgespannte Ebene im isotropen Teilraum I3 C
® liegen.

Fall I: Wir nehmen zunéchst an, daf3 eine Seite des Dreiecks FF,Fs, 0.B.d.A.
F1F,, auf ® liege. Sie kann den Typ 1 oder Typ 2 besitzen oder im isotropen Teil-
raum Iz liegen. In diesem Fall schneidet ¢ also die beiden Flachen ®; und ®, nach je
einer singularen Kurve zweiter Ordnung k; und k,, die zumindest in einem linea-
ren Bestandteil (hier F;F,) iibereinstimmen.

A: Sei F1F, vom Typ 1, dann gilt x; = x, und y; = y, und man kann durch eine
geeignete Transformation (11) x; = y; = 0 erreichen.

A1: Gilt u] +v; # 0- die Richtung der Geraden F;F, ist nichtisotrop-, dann wird
¢ auch von den Punkten

F;:0:0:1:0:0:0:0)
F,:'1:0:0:0:0:0:0)
F3 N t(wl W2 W3 W3X3 D W3Y3 L WilY3 L WiX3 + WolY3 : WrX3 - ZU1y3)
aufgespannt.

% Diese und die folgenden Uberlegungen bleiben auch richtig, wenn etwa & C @ gilt.

37



Rad Hrvat. akad. znan. umjet. 491. Matematicke znanosti 15 (2005), str 23-48.
H. Wresnik Bewegungen mit ebenen Bahnen im einfach isotropen Raum - Teil |

Ala: Wir fragen nun, unter welchen Bedingungen die Verbindungsgerade g
von F; mit einem Punkt F € FiF, ganz auf ® liegt. Die beiden anderen linearen Be-
standteile von k; und k, stimmen dann ebenfalls iiberein und k; = k; ist der Schnitt
von ¢ mit ®.

Ist die Gerade F F; vom Typ 1, dann mufd x; = y3 = 0 (siehe) gelten und es liegt
eine bereits behandelte Erzeugendenebene von @ aus der ersten Schar vor.

Ist sie aber vom Typ 2, dann mufl w, = 0 (siehe Bem. 6) gelten. Falls auch noch
w; = 0 gilt, hat e mit der Ausnahmsgeraden f einen Punkt gemeinsam, was in [16]
behandelt werden wird.

Also sei w; # 0 (0.B.d.A w; = 1), dann wird die Ebene auch von den drei Punk-
ten

Fi:0:0:1:0:0:0:0)
F,:1:0:0:0:0:0:0)
Fa:50:0:0:x3:y5: wix3 : -wiys)

mit x> +y; # 0 aufgespannt. Dies liefert mittels des inneren Produktes (9) die
Hyperebenen

X=X = x:X + y3X° + win (X0 - XB) - wiysX = 0.

Ist x3 # 0, so erhalten wir im Schnitt mit { den 3-parametrigen Bewegungsvor-
gang

{1 0 0 0)
i 0 C_OS('O —sing 0|
t, s cosp 0]
y3 wlyS .
0——t,—w, (cosp—1)+ sing 1
X3 x3

wahrend sich fiir x; = 0 der 3-parametrige Bewegungsvorgang

1 0 0 o0
|0 cos¢p —sing O|
|t] sing  cos¢p 0|
0 t

, w,sing 1

einstellt

Fiir beide sind die Punkte der isotropen Geraden (0, 0, z) geradlaufig (die Rich-
tung der Bahngeraden ist (0 : 1: 0)) und die Punkte der isotropen Ebene y;x — x5y =
0 bzw. x = 0 werden in Ebenen der Stellung (wy : 0 : 1) gefiihrt.
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A1b: Gibt es neben F;F, keine weitere Gerade der Ebene ¢, die auch auf ® liegt,
dann schneiden sich die von F;F, verschiedenen linearen Bestandteile von k; und
ks in F; und € hat mit ® die Gerade F;F, und den Punkt F; gemeinsam. Nach oben
muf dann w, , x3 +y; #0 gelten.

Man erhalt daher in B” die Hyperebenen

w1x3 +w2y3

X'=XP=X? 4oyt Dala sy (Xo—xt)+ 2"l v g
w, w2 5 w,

und damit den 3-parametrigen Bewegungsvorgang
1

0 0)

0
w,Xx w w. X, +w W, X, — W cosp 0
I_ Koy Wil IO g TR T €SP I
w, w, w, w, singp 0
L 0 t, 1

der die Punkte der isotropen Geraden t(0, 0, z) auf Geraden der Richtung f0:1:
0) und die Punkte der isotropen Gerden t(x3y3, z) in Ebenen (- (w;x; + ways + wsz) :
w1 : W, ws) fihrt.

A2: Gilt hingegen u} + v} = 0 - die Richtung von F;F; ist isotrop-, so kann man
durch eine Transformation (11)

F;:'1:0:0:0:0:0:0)
F:'(vi:1:0:0:0:0:0)
F3:%0:0:1:x3:y5:0:0)

erreichen.

A2a: Gibt es eine Gerade F F;ine N @, F €F;F,, dann kann sie vom Typ 1 oder 2
sein. Im ersten Fall (x; = y; = 0) liegt dann die ganze Ebene auf ® - ¢ ist Ebene der
ersten Schar-, der zweite Fall ist nicht méglich, da w; = 0 gelten miifite, nach Vor-

aussetzung aber 1} + v} +w? # 0 sein muf.

A2b: Gibt es keine Gerade F F; auf ® - es mufl wegen vorhin x> +y> # Osein -, so
sind F;F, und F; der Schnitt von ¢ mit ®. Man erhilt mittels des inneren Produktes
(9) die Hyperebenen

X'=X=X+xX'+y:X°=0
und daraus im Schnitt mit { den 3-parametrigen Bewegungsvorgang

( 1 0 0 0‘
| 0 cosp —sing 0|
| 0 sing cosp 0
L_x3tl _]/3t2 tl tz 1

39



Rad Hrvat. akad. znan. umjet. 491. Matematicke znanosti 15 (2005), str 23-48.
H. Wresnik Bewegungen mit ebenen Bahnen im einfach isotropen Raum - Teil |

Er fiihrt die isotrope Gerade '(0, 0, z) in sich und die Punkte der istropen Gera-
den ‘(x3, Y3, z) in horizontalen Ebenen.

Satz 6 Eine nicht auf ® liegende Ebene €, die mit der Fliche zumindest eine Gerade vom
Typ 1 und einen nicht auf ihr liegenden Punkt gemeinsam hat, schneidet ® im allgemeinen
in keinem weiteren Punkt mehr. Im speziellen kann aber noch eine durch diesen Punkt ge-
hende Gerade vom Typ 2 ausgeschnitten werden.

Bei dem € entsprechenden Bewegungsvorgang sind dann die Punkte einer isotropen Ge-
raden geradliufig und im allgemeinen werden die Punkte einer isotropen Ebene zutreffen.

B: Ist F;1F, vom Typ 2, dann gilt (15 : u; : uz) = (v; : v2 : v3) und man kann durch
eine geeignete Transformation (11) x; = y; = y, = 0 erreichen.

B1: Ist uz # 0, kann noch

F;:'0:0:1:0:0:0:0)
F,:'0:0:1:x,:0:0:0)
F3 N t(T/U] JWy W3 L W3X3 D W3Y3 L WiX3 + wWaY3 : Wi1X3 —wa3)

mit x, # 0 erzielt werden.

Bla: Wieder suchen wir zunichst nach Bedingungen dafiir, daf} die Verbin-
dungsgerade von F; mit einem Punkt F C F;F, ganz auf ® liegt.

Ist diese Gerade vom Typ 1, dann ist dies genau dann der Fall, wenn y; = 0 ist.
Die Ebene ¢ hat mit ® also eine Gerade des Typs 1 und eine des Typs 2 gemeinsam,
was bereits in Ala behandelt wurde.

Ist FF; aber vom Typ 2 (genau dann, wenn w; +w; =0 und y; # 0 gilt), dann
liegt ¢ auf ® und ist aus der zweiten Schar.

B1b: Gibt es aber keine Gerade FF; im Schnitt von ¢ mit ®, F € F;F, dann muf3
nach oben w; +w?,y’ # 0 gelten. Die Ebene wird auch von den folgenden Punk-
ten aufgespannt

F;:'0:0:1:0:0:0:0)
F,:'0:0:0:1:0:0:0)
Fs: t(w1 fwy 000 w3ys : wixz + WaYs 1 WaX3 — WiYs),

was sofort mittels des inneren Produktes (9) die Hyperebenen
X =X = wi X'+ w0, X+ wiys X+ (wixs + ways) (X - X)+ (woxs-wly3)X = 0

und damit fiir w; # 0 den 3-parametrigen Bewegungsvorgang

1
0 0 0
w w W, X w, X W, X, — W cosgp —sing 0

_72t1_ 3Ys3 t— 1 S(COS(p—l)— 23 "ats 1Y3 sing . 2 4

w, w, w, w, w, singp cosp 0
0 t, 1

tl

0
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bzw. fur w; = 0 auf

1 0 00]

b cosgp —sing 0|

|

|_w3y3 _ _ _ . .

| —t, —y,(cosp—1)—x, singp sing cosy 0|
L 2 0 0 t, 1)

liefert. Sie fithren die Punkte der isotropen Ebene y = 0 in horizontalen Ebenen
und die Punkte der isotropen Geraden (s, Y3, z) in der Ebene (—(wqx3 + ways + wsz)
Dy Wyl wsz) bzw. (—(ways + wsz) 1 01wy 1 w3).

B2. Ist u; = 0, dann mufS u;v, — uzv; = 0 gelten und man kann

F1:1:0:0:0:0:0:0)
Fp:%1:0:0:0:0:y,:0)
F3:t(w1:w2:w3:w3x3:w3y3:w1x3+w2y3:w1x3—w2y3)

erreichen. Die Ebene hat daher mit der Geraden f einen Punkt gemeinsam und
dieser Fall wird in [16] behandelt werden.

Satz 7 Eine nicht auf ® liegende Ebene ¢, die mit der Fliche zumindest eine Gerade vom
Typ 2 und einen nicht auf thr liegenden Punkt gemeinsam hat, schneidet ® im allgemeinen
in keinem weiteren Punkt mehr. Im speziellen kann aber noch eine durch diesen Punkte ge-
hende Gerade vom Typ 1 ausgeschnitten werden. Im allgemeinen Fall - der spezielle wurde
bereits unter Ala abgehandelt -, werden bei dem & entsprechenden Bewegungsvorgang die
Punkte einer isotropen Ebene o und die Punkte einer nicht in o liegenden isotropen Geraden
in jeweils zueinander parallelen Ebenen bewegt.

C: Wir wollen nun noch annehmen, daf$ die Gerade F;F, im Ausnahmeraum I3
liege, aber weder vom Typ 1 noch vom Typ 2 sei. Da der Punkt F; nicht auch in I3
liegen darf, wird ¢ von folgenden Punkten

Fl:t(tul:uz:O:O:O:ulxl + uys : 1/[2X1—M1y1)
Fy:'(07:05:0:0:0:01x2: 03y3 1 02X — V1Y)

Fy:fwl :wy:1:x3 LY3 rwixs + WaYs L WXz — WaY3)

aufgespannt, wobei (x; — x2)2 + (y1- xz)z, u;vy — upvy # 0 sein mufs.
Durch eine Transformation (11) kann nun

Fi:%1:0:0:0:0:0:0)
szt(vl.'lJO.'O.'O.'UlXZ-l'yZ:xZ—vlyZ)
Fg:t(O:O:l:xg:yg:O:O)

mit v, # 0 erreicht werden, weshlab ¢ auch durch die folgenden Punkte
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F,:%1:0:0:0:0:0:0)
Fz.'t(o.'l.'0.'0.'0.'?]1362+y2.'X2—U1y2)
Fg:t(O:O:I:x3:y3:O:O)

aufgespannt wird.

C1: Nehmen wir zunichst an, dafs es einen Punkt F auf der Geraden F;F, so
gibt, dafd die Gerade FF; ganz auf @ liegt. Diese kann nur vom Typ 1 sein, da die zu
den Punkten von F;F, gehorenden Flaggen im isotropen Raum I, alle isotrope
Ebenen besitzen.

Nach den Ergebnissen von Bem. 8 existiert daher genau dann eine Gerade F F;
C @ (vom Typ 1), wenn die isotrope Gerade ‘(x3, y3, z) Erzeugende des zu F;F, ge-
horenden Kreiszylinders (8) ist. x; und y; besitzen dann nach (7) eine Darstellung
der Form:

v = ap(v,x, +y, )+p* (x, —0,Y,)

3 0(2+ﬂ2
_ ﬂz (lez +y2)+aﬂ(x2 _Ulyz)
Y= a2+ﬂ2 (13)

mit einem festen (a : B) # (0: 0).
Der 3-parametrige Bewegungsvorgang

1 0 0 O

0 cos¢p —sing 0
|—(le2 +y,)(cosp—1)—(x, —v,y,)sing sing cose 0f
L _x3t1 _]/3t2 tl tz 1

mit x3, y3 wie in (13), der als Schnitt der Hyperebenen
X =X+ X+ y3X5 =X+ (v1x2 + 12) (X6 —X8) + (- v1y2)X7 =0

mit § erhalten wird, fithrt die Punkte dieses Kreiszylinders in isotropen Ebenen
und die Punkte der isotropen Erzeugenden ‘(xs, 3, z) auf horizontalen Geraden.
Die Grundriflbewegung ist eine Ellipsenbewegung mit dem Leitkreis des Kreiszy-
linders als Gangpolkurve.

C2: Existiert hingegen keine Gerade FF; C @, dann hat ¢ mit ® nur die Gerade
F;F, und den Punkt F; gemeinsam und der 3-parametrige Bewegungsvorgang

( 1 0 0 0
0 cosp —sing 0

|—(le2 +v,)(cosp—1)—(x, —v,y, )sing sinp cos ¢ 0
—X;t — Y5t t t, 1
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fiihrt die Punkte des Kreiszylinders (8) in isotropen Ebenen und die Punkte der
nicht auf dem Zylinder liegenden isotropen Geraden f(xs, Y3, z) in horizontalen
Ebenen. Fiir die Grundrifsbewegung gilt das vorhin Gesagte.

Satz 8 Eine Ebene ¢, die eine Fliche F nach einer Geraden g des isotropen Ausnahmerau-
mes, die weder den Typ 1 noch den Typ 2 besitzt und nach einem nicht im Ausnahmeraum
liegenden Punkt schneidet, hat mit F im allgemeinen keine weiteren Punkte gemeinsam. Im
speziellen kann der Schnitt aber auch aus einer weiteren Geraden vom Typ 1 durch diesen
Punkt bestehen.

Die zugehdrigen Bewegungsvorginge fiihren dann die Punkte eines Kreiszylinders in
isotropen Ebenen, wobei im allgemeinen noch die Punkte einer nicht am Zylinder liegenden
isotropen Ceraden in nichtisotropen Ebenen gefiihrt werden und im speziellen die Punkte
einer Erzeugenden des Zylinders geraldiufig mit nichtisotroper Richtung sind.

Fall II: Wir nehmen nun an, daf$ keine Seite des Dreiecks F{F,F; auf F liegt. Da
u2 +02 +wj #0 gelten muf, kann man 0.B.d.A.

Fi:%0:0:1:0:0:0:0)
Fy: 0 :vy: 05 05x5: V3Y2 VY2 VaXo)
F3 N t(wl Wy P W3 L W3X3 L W3Y3 L WiX3 + WrY3 @ WrX3 — ZU1y3)

erreichen. Damit ergeben sich die folgenden Bedingungen:
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 .2 2
XY, X5+ Y5, (X = X5)" (Y= ¥5)7, 0y, i + w3, Wi + (0,05 = 03w, )7, v+ wy #0. (14)

In den ersten drei Féllen wire eine Dreiecksseite Gerade vom Typ 1, in den
zweiten drei Féllen eine Gerade vom Typ 2 auf ® und im letzten Fall lagen F, und
F; im isotropen Teilraum von ®, was F>F; C @ zur Folge hatte.

Wir fragen nun, ob es einen Punkt F € F,F3 so gibt, dafs die Gerade ¢ = F{F mit ®
einen weiteren Punkt gemeinsam hat.” Fiir den allgemeinen Punkt F von g gilt die
Darstellung

F= aF1 +ﬂF2 +VF3/ a,ﬁ;'}’ ER.

Schneidet man g mit den beiden Flachen ®; und ®,, so ergibt sich fiirjedes: y,
je ein Schnittpunkt mit ®, bzw. ®,, also ein a; bzw. a,. Fiir diese findet man nach
kurzer Rechnung;:

ﬁ7[03w1 (xz - x3)—(02w3 - 0w, )(]/2 _]/3)]
Bo,y, +y(w,x, +w,y,)

o, =

ﬂ}/[(l’3w2 _vzws)(xz —x3)—v3w1(}/2 _ys)]
Bo,x, +y(w,x;, —w,y,)

6!22

’Da & mit ®; und @, in diesem Fall je einen reguléren Kegelschnitt gemeinsam hat, wird es i.a. genau einen solchen
Punkt F geben.

43



Rad Hrvat. akad. znan. umjet. 491. Matematicke znanosti 15 (2005), str 23-48.
H. Wresnik Bewegungen mit ebenen Bahnen im einfach isotropen Raum - Teil |

g schneidet ® nun genau dann in einem von F; verschiedenen Punkt, wenn a;
= a, (#0) gilt. Daftir erhalt man unschwer die Bedingung

Byiywixs + Bvays + yways) [(Vawa — vaws) (X2—X3) = Vawi (Y2 - y3)] +
+ (Bvaxa + yWaXs — yW1y3) [(Vaws — Vawa) (V2 — y3) — Vawy (X2 = x3)]} = 0

die natiirlich fiir § = 0 den Punkt F; und y = 0 den Punkt F, liefert. Im allgemei-
nen wird aus dem Rest eindeutig 8 : y errechnet werden kénnen, sodaB3 die Ebene
mit ® genau vier Punkte gemeinsam hat.

Verschwinden aber die Koeffizienten von 8 und y - ¢ hat mit ® dann o' Punkte
gemeinsam - d.h. gilt.

[Uzwzws U (w12 +w22 )](xsyz _x2y3)+vzw1w3(x§ +]/32 XX _yzy3)= 0
(Uzwg - ov,w, )(x3]/2 - xz]/s)_ U3W1(x22 +]/§ XX _]/2}/3)= 0
dann 1483t sich daraus v; zu

0, Wy [wz(xayz _x2y3)+w1(X§ +]/32 —X, X, _yzys)]

(wlz +w: )(xayz - xzya)

03=

bzw.

0. = U, W, (x2y3—x3yz)

’ wz(xzys_xsyz )— w1(x§ +y§ —x2x3—y2y3)

berechnen. Vergleicht man, so ergibt sich die Bedingung

Vaw w3 [X2 = X3)” + (Y2 — ¥3)2] [Wa(Xays — X3y2) +Wi(xXs + yays)] = 0.

v, =0und (x;—x3)* + (y2— y3)2 = 0 sind nach [14] nicht moglich. Gleiches gilt fiir
w; = 0, da dies im Widerspruch zu [14] v;w, — v;w; = 0 nach sich zieht. Ist schlief3-
lich w; = 0, dann folgt v; = 0, was erneut wegen (14) unmoglich ist.

Wi P Wy = X3Y2— XoY3 : XoX3 + YoY3

0, W,

und damitv, =——F———
Alx; +y5)

5 # 0, 1 # 0 € Rgelten. Die Ebene wird daher von den

Punkten
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Fi:0:0:1:0:0:0:0
t E, N(0:A (xS +y3 )iw, ix,w, iy, w, : Ay, (x5 +y22):/21x2(3§§ +y§))2 i
E, o (Ax,y, —x,5): A (0, H 1,y ) iw, tw, X, cw, Y, t Ay, (x5 +y5 )i Ax, (x; +ys5))

aufgespannt. daraus ergeben sich mittels des inneren Produktes (9) die Hyper-
ebenen

X’'=0

A+ X +x,w X +y,w, X+ A +y) )y, (X =X%)+x,X"]1=0
A*x3yn — 1Y) X' + Y03+ yays) X + w0 X +wys X+

FACE YD)y, (X = X*)+x,X7]=0

und im Schnitt mit z der 3-paramterige Bewegungsvorgang

1

( t— t 2492 — — 0 0 01
|_wszz 12 w32x2 2 +X3 yS x2x3 yZyS [yz (COS(p—l)+XZSingD] 3 1 Ol
| (x; +y3) X, Y, — XY, cosp —sing 0|

t+ t i
I _ WX, 12 wszyz 2 —y? (cosp—1)—x, sing sing cos¢ OI
L ’l(xz +yz) tl tz 1)
Er fuhrt die Punkte

(5 y)z(ﬁxz +yx,)[B(x; +y,)+y (x5 +y3)]

' (Bx, +yx,)* +(By, +yy,)*
y(,)=L02 +ry)B(x; +y5)+y (x5 +v3))

(Bx, +yx,)* +(By, +7y,)*
zZ=2Z

des (euklidischen) Kreiszylinders mit isotroper Erzeugendenrichtung und dem
in z = 0 liegenden Leitkreis k: (M, 1)

o[ 12 G5 Y=y 00 +y3) 200 Hy)mx (0 +ys
2()(3]/2 —lelg) ’ 2(x3y2 _xzy3)

2 (x5 +y3) 0 +y)(x, —x,)* +(y, —y,)°]
4(x3.1/2 —x2y3)2
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in ebenen Bahnen. Die Bahnebenen berechnen sich zu

u, = Ay, [P +y3 ) +y(xl +yo )P +zw, [ B(x, +yx,)* +(By, +7y,)* ]
uy, = Ay(x,y, = x,y, B(S +y3 )+y(xl +y3)]

u, = A[B(x; +y3 )y, 0, +y,y)BG +y; ) +y(xs +y3)]
uy = w,[(Bx, +yx,)* +(By, +7y,)* ]

und da u; = 0 nur komplexe Losungen g : y besitzt, gibt es keine isotropen
Bahnebenen. Somit haben wir

Satz 9 Hat eine Ebene mit ® keine linearen Teilrdume gemeinsam, dann scheidet sie ®
im allgemeinen in 4 Punkten. Im Speziellen kann sie mit ® aber auch eine regulire Kurve 2.
Ordnung gemeinsam haben.

Der zum speziellen Fall gehdrende 3-parametrige Bewegungsvorgang fiihrt die Punkte
eines Kreiszylinders mit isotroper Erzeugendenrichtung in ebenen Bahnen, wobei die
Punkte jeder Erzeugenden zueinander parallele Bahnebenen besitzen.

6. Damit sind die Schnitte der Flache ® mit ein- und zweidimensionalen linea-
ren Teilrdumen des F vollstindig diskutiert.

Der zweite Teil [16] dieser Arbeit ist den 3-, 4- und 5-dimensionalen Teilraumen
des F” gewidmet, wobei uns vor allem jene Bewegungsvorgéng interessieren wer-
den, bei denen alle Punkte des Raumes in ebenen Bahnen laufen, ohne daf3 die
Fortsetzung einer ebenen Bewegung in den Raum vorliegt - wir sprechen dann
von echten Darabouxbewegungen.
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