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Pitagorine trojke i
programska podrska

MAR10 KRNIC! 1 PETRA ZADRO?

1. Uvod

Ve¢ u visim razredima osnovne skole ucenici se na dodatnoj nastavi i natjeca-
njima iz matematike susre¢u s problemom odredivanja cjelobrojnih rjesenja jedna-
dzbi. Jednadzbe takve vrste razmatrao je ve¢ starogrcki matematicar Diofant (Diofant
iz Aleksandrije, oko 250. g.). Njemu u cast takve se jednadzbe nazivaju diofantske
jednadzbe. Najjednostavnije su, naravno, linearne diofantske jednadzbe s kojima se
u pravilu ucenici susre¢u na dodatnoj nastavi iz matematike. Nelinearne diofantske
jednadzbe rjesavaju se razli¢itim metodama, primjerice metodom faktorizacije, me-
todom kvocijenta, metodom kongruencija i metodom nejednakosti.

x2+y2 =z’ (1)

Tu jednadzbu cesto zovemo Pitagorinom jednadzbom jer ona predstavlja alge-
barski zapis Pitagorinog poucka. Ve¢ smo u osmom razredu osnovne $kole uvidjeli
da postoje cjelobrojna rjesenja jednadzbe (1) zato jer su trokuti sa stranicama duljina
3,4,5 i5, 12, 13 pravokutni. Prvi od tih trokuta obi¢no se naziva egipatski, dok je
drugi poznat pod nazivom indijski trokut. S druge strane, ocito su i trokuti sa stra-
nicama duljina 3k, 4k, 5k i 5k, 12k, 13k pravokutni za bilo koji prirodan broj k pa
jednadzba (1) ima beskona¢no mnogo cjelobrojnih rjesenja.

Osnovni cilj ovoga rada je odredivanje svih pravokutnih trokuta s cjelobroj-
nim duljinama stranica ukoliko je zadana duljina jedne stranice. Prvo ¢emo nave-
sti osnovni teorem pomocu kojeg se generiraju rjesenja jednadzbe (1). Nakon toga
¢emo prouciti nekoliko primjera te dati odgovarajuc¢u programsku implementaciju
za odredivanje svih cjelobrojnih pravokutnih trokuta sa zadanom duljinom stranice.
Napomenimo jos da ako je x,,y,,z, cjelobrojno rjedenje jednadzbe (1), onda bilo
koja kombinacija predznaka rjedenja x,,y,,z, opet daje rjedenje od (1). Stoga ¢emo
se zbog jednostavnosti ograniciti na pronalazenje rjeSenja jednadzbe (1) u skupu pri-
rodnih brojeva.

'Mario Krni¢, izvanredni profesor, Fakultet elektrotehnike i racunarstva, Zagreb
Petra Zadro, studentica, Fakultet elektrotehnike i raunarstva, Zagreb
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2. Osnovni teorem

U ovoj tocki uvest ¢emo osnovne pojmove vezane uz Pitagorinu jednadzbu te
¢emo iskazati i dokazati osnovni rezultat pomocu kojeg mozemo generirati sve Pita-
gorine trojke.

Definicija 1. Uredenu trojku prirodnih brojeva (x, y, z) zovemo Pitagorina troj-
ka ako su x, y duljine kateta, a z duljina hipotenuze nekog pravokutnog trokuta, od-
nosno ako vrijedi relacija (1). Nadalje, ako su x, y, z relativno prosti, onda kazemo da
je (x, y, z) primitivna Pitagorina trojka. Takav trokut zovemo primitivni Pitagorin
trokut.

Uoc¢imo ponajprije kako je u svakoj primitivnoj Pitagorinoj trojki to¢no je-
dan od brojeva x, y neparan. Doista, ukoliko bi x i y bili parni, onda bi i z bio pa-
ran, pa trojka ne bi bila primitivna. Nadalje, ako bi x i y bili neparni, imali bismo
Z' =x* +y* =1+1=2 (mod 4), $to nije moguce jer kvadrat prirodnog broja pri dije-
ljenju brojem 4 daje ostatak 0 ili 1.

Osnovni rezultat kojim su dane sve Pitagorine trojke sadrzan je u sljede¢em te-
oremu.

Teorem 1. Sve primitivne Pitagorine trojke (x, y, z) u kojima je y paran, dane su
formulama

x=m’—n’, y=2mn, z=m*+n’ (2)

pri cemu je m > n, a min su relativno prosti prirodni brojevi razlicite parnosti.

Dokaz. Jednakost (1) mozemo zapisati u obliku y* = (z + x)(z - x). Nadalje, neka
je ¥ =2c. Uoc¢imo da su brojevi z + x i z - x iste parnosti. Kako je y paran, slijedi
da su z + x i z - x parni, odnosno z+x=2a i z—x=2b za neke prirodne bro-
jeve a i b. Stoga je ¢’ =ab. S druge strane, kako je z=a + b i x = a - b, slijedi da
su a i b relativno prosti jer u suprotnom z i x ne bi bili relativno prosti. Zbog toga
postoje relativno prosti prirodni brojevi m i n takvi da je a = m* i b = n>. Odav-
de je x=m’-n’, y=2mn, z=m’+n’. Otito su brojevi m i n razli¢ite parnosti
jer je broj x neparan. Nadalje, brojevi x, y, z zadovoljavaju relaciju (1) zato jer je
(m2 —n’ )2 +(2mn)2 =m' +2m’n’ +n' = (mz +n’ )2 .

Potrebno je jo$ provjeriti da su brojevi x, y, z relativno prosti. Pretpostavimo
suprotno, tj. neka je d>1 najveci zajednicki djelitelj od x i z. Tada je d neparan,
d|z+x=2m" i d|z—x=2n". No, tada brojevi m i n ne bi bili relativno prosti, $to
je kontradikcija. o

Uoc¢imo kako egipatski trokut odnosno trojku (3, 4, 5) dobivamo za m = 2 i
n = 1, dok indijski trokut tj. trojku (5, 12, 13) dobivamo zam =3in =2.
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Iz Teorema 1 slijedi da su sve Pitagorine trojke dane identitetom
[al(m2 -n’ )T +(2dmn)’ =[d(m2 +n’ )]2 (3)

Prethodni identitet ¢e nam biti klju¢an prilikom odredivanja svih Pitagorinih
trokuta sa stranicom zadane duljine.

Prilikom proucavanja Pitagorinih trojki ¢esto se promatraju problemi postojanja
trokuta koji posjeduju jo$ neka dodatna svojstva. Ilustracije radi, navest ¢emo neko-
liko poznatih ¢injenica:

+ Jednadzba x*+ y* =2z’ nema rjesenja u prirodnim brojevima. Drugim rije¢ima,
ne postoji Pitagorin trokut kojemu su duljine kateta kvadrati prirodnih brojeva.

 Ne postoji Pitagorin trokut u kojemu su hipotenuza i jedna kateta kvadrati priro-
dnih brojeva.

» Ne postoji Pitagorin trokut ¢ija je povrsina potpun kvadrat.

U dokaze navedenih ¢injenica ne¢emo se upustati, a zainteresirani Citatelj moze
ih pronaci u [1] ili [2]. No, navedimo jednu zanimljivost vezanu uz prvu navedenu
¢injenicu. Naime, ona povlaci da jednadzba x* + y* = z* nema rjesenja u prirodnim
brojevima. To je specijalni slucaj tzv. velikog Fermatovog teorema koji kaze da jed-
nadzba x" + y" =z" nema rje$enja u prirodnim brojevima za n > 3. Taj teorem doka-
zao je Andrew Wiles 1995. godine.

3. Primjeri

U ovoj tocki odredujemo Pitagorine trokute sa zadanom duljinom stranice. Po-
gledajmo prvo ovaj jednostavni primjer.

Primjer 1. Odredimo sve primitivne Pitagorine trokute s katetom duljine 15.

Rjesenje. Kako je zadana kateta neparne duljine, prema Teoremu 1 mora vrijediti
m’ —n’ =15. Odavde je (m—n)(m+n)=15. Broj 15 moZzemo faktorizirati na dva
nacina, tj. 15=1-15=3.5. Kako je m — n < m + n, imamo dva sustava jednadz-
bi, odnosno m—-n=1, m+n=15 ili m—n=3, m+n=5. RjeSenje prvog sustava je
m =8, n =7, dok je rjeSenje drugog sustava m = 4, n = 1. Konacno, uvrstavajuci para-
metre m inu (2), dobivamo primitivne Pitagorine trojke (15, 112, 113)i (15,8, 17).0

Uocimo kako smo u prethodnom primjeru nasli ujedno i sve primitivne Pitago-
rine trojke sa stranicom duljine 15 zato jer jednadzba m’ +n* =15 nema rjesenja u
prirodnim brojevima.

U sljede¢em primjeru trazimo sve Pitagorine trokute sa zadanom duljinom stra-
nice. U tom slucaju koristimo identitet (3) kojim su opisane sve Pitagorine trojke.
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Primjer 2. Odredimo sve Pitagorine trokute sa stranicom duljine 116.

Rjesenje. Nadimo prvo sve djelitelje d broja 116. Kakoje d € {1, 2,4,29, 58, 116} ,
moramo promotriti Sest slucajeva.

Ako je d = 1, onda je duljina stranice primitivne Pitagorine trojke jednaka
116
7=116. Jedina moguc¢nost u ovom slucaju je 2mn = 116, tj. mn = 58, $to daje
dva para relativno prostih brojeva m i n, odnosno m =58, n =1im =29, n = 2.
Sada, uvr$tavanjem u identitet (3), dobivamo Pitagorine trojke (3363, 116, 3365) i
(837, 116, 845).

116
Ako je d = 2, onda je Vi 58, pa je jedina mogucnost 2mn = 58, tj. mn = 29.

No, kako m i n moraju biti razli¢ite parnosti, taj slu¢aj ne razmatramo jer ¢emo
odgovarajuce rjesenje dobiti poslije.

116
Za d = 4 imamo da je v 29, pa imamo dvije mogucnosti: m* + n* = 29 ili

m?* - n* = 29. Prva jednadzba daje m = 5, n = 2, odakle dobivamo Pitagorinu trojku
(84, 80, 116). Iz druge jednadzbe slijedi da je (m - n)(m + n) =1 - 29, pa mora biti
m-n=11im+ n=29. RjeSenje ovog sustava je m = 15, n = 14, odakle dobivamo
trojku (116, 1680, 1684).

11
U slucajud =29 je 76 =4, $to daje jedinu mogucénost 2mn = 4 koja daje rjeSe-
nja m =2, n = 1, odnosno Pitagorinu trojku (87, 116, 145).

116
Za d =58 je = 2, no lako provjeravamo da ne postoji Pitagorin trokut sa
stranicom duljine 2. Sli¢no, slu¢aj d = 116 takoder nema rjeSenja jer ne postoji Pi-
tagorin trokut sa stranicom duljine 1. Prema tome, imamo ukupno pet Pitagorinih
trojki sa stranicom duljinel16. o

Prilikom odredivanja svih Pitagorinih trojki sa zadanom duljinom stranice, od
koristi nam mogu biti sljedece ¢injenice:

« Neparan prirodan broj k moze se prikazati kao zbroj kvadrata dvaju relativno pro-
stih brojeva m i n, tj. k = m* + n* ako i samo ako svi prosti faktori p broja k zado-
voljavaj u p=1(mod 4). Nadalje, broj takvih prikaza jednak je 2"~ gdje je r broj
razlic¢itih prostih faktora od k. Posebno, ako je p =1 (mod 4) prost broj, onda je taj
rastav jedinstven. Dokazi ovih ¢injenica prelaze okvire srednjoskolske matemati-
ke, a ¢itatelj ih moze naci u [2].

 Prirodan broj k moze se prikazati kao razlika dvaju kvadrata, tj. k = m* - n* ako i
samo ako je k #2 (mod 4). Jedan smjer ove tvrdnje je trivijalan. Dokazite ga!
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U nastavku promatramo Pitagorine trokute kod kojih su ukljuceni jos neki ele-
menti trokuta.

Primjer 3. Postoji li Pitagorin trokut povrsine 902

Rjesenje. Kako je povrsina pravokutnog trokuta jednaka polovini umnoska ka-
teta, iz relacije (3) imamo da d’*mn(m* —n’)=d*mn(m—n)(m+n)=90. Otito, d
mora biti neparan jer bi u suprotnome lijeva strana jednakosti bila djeljiva brojem 4,
a desna ne buduci da je 90 = 2 - 45. No, s druge strane, kako je m + n = (m - n) + 2n,
slijedi da su brojevi m — n i m + n iste parnosti. Ako su m - n i m + n neparni, onda
je lijeva strana gornje jednakosti neparan broj, a desna paran, $to je kontradikcija.
U drugom slucaju, ako su ti brojevi parni, lijeva je strana djeljiva s 4, dok je desna
djeljiva samo s 2, pa opet imamo kontradikciju. Dakle, ne postoji Pitagorin trokut
povrsine 90. o

Primjer 4. Odredimo sve Pitagorine trokute opsega 60.

Rjesenje. Neka su d(m’ +n*), 2dmn i d(m* - n*) duljine stranica Pitagorinog
trokuta. Prema uvjetu zadatka mora vrijediti d (m2 +n)+2dmn+d(m’ - nz) =60,
odakle je dm(m + n) = 30. Kako d dijeli 30, slijedi da je d € {1, 2,3,5,6,10,15, 30}.
S druge strane, kako su m i n, m > n, relativno prosti brojevi razli¢ite parnosti, mora
biti m + n >3 im 22, tj. m(m + n) 2 6. Zbog toga je d < 5, pa moramo razmotriti
Cetiri slucaja.

Ako je d = 1, mora biti m(m + n) = 30. Direktno provjeravamo da ne postoje
relativno prosti prirodni brojevi m i n, m > n, razli¢ite parnosti koji zadovoljavaju tu
jednakost.

Za d =2 imamo da je m(m + n) = 15. Brojevi m = 3 i n = 2 jedini su brojevi koji
istovremeno zadovoljavaju ovu jednakost i uvjete Teorema 1. Prema tome, dobivamo
Pitagorinu trojku (10, 24, 26).

U slucaju d = 3 je m(m + n) = 10, no niti jedno rjeSenje ne zadovoljava uvjete
Teorema 1.

Konac¢no, ako je d = 5, onda je m(m + n) = 6, $to daje rjeSenjam =2 in = 1, koja
zadovoljavaju uvjete Teorema 1. Tako dobivamo jos jednu trojku (15, 20, 25). o

4. Programska podrska za Pitagorine trojke

Konac¢no, u ovoj tocki dajemo programsku implementaciju za odredivanje svih
Pitagorinih trokuta sa zadanom duljinom stranice. U nastavku ¢emo se osvrnuti na

klju¢ne tocke programa ¢iji je izvorni kod pisan u Javi. Isto tako ¢emo dati primjer
rada aplikacije kao smjernicu za koristenje.
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Opis klju¢nih dijelova programa

U slucaju Pitagorinih trojki korisnik zadaje jednu stranicu, a zadatak programa
je pronaci sve Pitagorine trojke sa stranicom te duljine. Dakako, kao i u Primjeru 2,
sluzimo se identitetom (3) kojim su dane sve Pitagorine trojke.

Kako imamo zadanu jednu stranicu, a ne znamo koju, za po¢etak moramo pro-
naci sve djelitelje za danu duljinu stranice.

private ArraylList<Integer> djelitelji(int br) {
ArrayList<Integer> djel = new ArraylList<Integer>();

for (int i=1; i<= br/2; i++) {
if ((br%i) == 0) djel.add(i);
}

return djel;

Nakon $to smo pronasli sve djelitelje, za svakog od njih trazimo moguce kombi-
nacije stranica, jer nakon sto podijelimo zadanu stranicu djeliteljem, imamo tri mo-
guca izraza koji mogu predstavljati tu stranicu, tj. ona moze biti x, y ili z. U programu
to izgleda ovako:
for (Integer djel:djelitelji) {

int str = stranica/djel;

if (str%2 == 0) {
parnaY(str, rjesenja, djel);
} else {
if (strkd 1=2) {
minusX(str, rjesenja, djel);
}
ArraylList<Integer> dj = djelitelji(str);
dj.add(str);
boolean ispravno = true;
for(Integer d:dj) {
if(dxa 1=1) {
if (d%2==1) ispravno = false;
¥
}

if (ispravno) pluszZ(str, rjesenja, djel);

U svakoj od funkcija parnaY(str, rjesenja, djel), minusX(str, rje-
senja, djel), plusZ(str, rjesenja, djel), pomocu duljine stranice i izraza
koji je opisuje, odredujemo sve moguce vrijednosti prirodnih brojeva m i n, zatim
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pomocu njih ra¢unamo i preostale dvije stranice trokuta, te ih upisujemo u rjesenja
ako takva trojka tamo ve¢ ne postoji.

Primjer upotrebe aplikacije

Prilikom pokretanja izvr$nog programa otvara se prozor za unos duljine stranice
trokuta (Slika 1).

Jednadzba: x*x + y*y = z*z X Rjesenja jednadzbe: 3]

@ stranica 39 @ Jednadzba: x'x +y'y =2’z
| Riesenia | (50,7
(39,760, 761)

(39, 80, 89)
] ] (39, 252, 255)
Slika 1. Prozor za unos stranice (15, 36, 39)
(39, 52, 65)
Slika 2. Ispis svih Pitagorinih

trojki sa zadanom stranicom

Nadalje, odabirom opcije Rjesenja” otvara se novi prozor u kojem se ispisuju sve
Pitagorine trojke sa zadanom duljinom stranice (Slika 2).

5. Zakljuc¢ak

Ovaj ¢lanak, zajedno s programskom implementacijom, dio je zavr$nog rada
«Diofantske jednadzbe” studentice Petre Zadro, obranjenog na Fakultetu elektroteh-
nike i racunarstva u Zagrebu, pod mentorstvom profesora Marija Krnica. Zaintere-
sirani Citatelj moze u tom radu (vidi [3]) pronaci programske implementacije za jos
neke vazne diofantske jednadzbe.

Nadamo se kako ce ideje predstavljene u ovom radu, zajedno s programskom
podrskom, biti od koristi u¢enicima i njihovim mentorima u sklopu dodatne nastave,
kao i svima onima koji vole matematiku i informatiku.
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