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U prostranstvu cjelobrojnih nizova Fibonaccijev niz ne gubi svoj sjaj
ve¢ vise od osam stoljeca, toCnije od kad se pojavio u knjizi Liber
Abaci talijanskog matemati¢ara Leonarda Bonaccijal poznatog i kao
Leonardo Pisano, a najpoznatijeg kao Fibonacci. Bez pretjerivanja,
rije¢ je o jednom od najpoznatijih nizova koji privlaci i fascinira kako
profesionalce tako i potpune amatere. Nadalje, neprestano iznenaduje
sa svojom prisutnoséu u ocekivanim, ali i potpuno neocekivanim
situacijama. O Fibonaccijevim brojevima postoji vrlo velika koli¢ina
informacija, mnostvo publikacija, knjiga, te internetskih sadrzaja. U
ovom radu pokazat ¢emo i dokazati neke zanimljive identitete vezane
uz Fibonaccijeve brojeve koristeéi jednostavnu algebru matrica i
determinanti. Izmedu ostalog, pokazujemo i poznati Cassinijev?
identitet koji se se moZe povezati s problemom poplo¢avanja. Zbog
mladeg C(Citateljstva navest ¢emo osnovna svojstva Fibonaccijevog
niza, te osnovne pojmove iz linearne algebre.

1 Fibonaccijevi brojevi

Fibonaccijev niz je niz brojeva
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,....

Niz bi s lakocom nastavili ¢clanom 89 koji je zbroj prethodna dva.
Iskazimo njegovu matematicku definiciju.

Definicija 1. Neka je Fy =1 i F,=1. Niz (F,) definiran
rekurzivnom relacijom

F, =F, 1+ F, o, (1)

za n >3 naziva se Fibonaccijev niz. Clan niza F,, zove se m-ti
Fibonaccijev broj.

Napomenimo da se ponekad za pocetne vrijednosti niza uzimaju
vrijednosti Fy =01 F; = 1.

U ve¢ spomenutoj knjizi Liber Abaci taj niz predstavlja rjesenje
problema o razmnozavanju zeCeva. Pretpostavimo da 1. sijecnja
raspolazemo s jednim parom zeceva. Taj par dobiva po jedan par
mladih zeceva svakog prvog dana u mjesecu, pocevsi od 1. ozujka.
Svaki novi par dobiva po jedan par zeCeva svakog prvog dana u
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mjesecu, ali tek nakon navrSena dva mjeseca zivota. Problem je
koliko ¢e parova zeCeva biti nakon n mjeseci. Odgovor je upravo n-ti
Fibonaccijev broj F,,.
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Slika 1: Razmnozavanje zecCeva (crveni zeko oznacava par
novorodenih, a zeleni par star bar jedan mjesec)

Eksplicitno, Fibonaccijeve brojeve moZemo izracunati pomocu formule
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F, = % (" = "),

pri ¢emu su « i B korijeni takozvane zlatne jednadZbe
2> —x—-1=0,
to jest

1++5
a=——-o

5 1—+/5
5 , B=——F—.

2

Konstanta « poznatija je pod nazivom zlatni rez.

Uz Fibonaccijev niz esto se veze i Lucasov3 niz (L, ) koji je definiran
istom rekurzijom (1).

Definicija 2. Neka je Ly=2 i Ly =1. Niz (L,) definiran
rekurzivnom relacijom
Ln = Lnfl + Ln727 (2)

zan > 2 naziva se Lucasov niz.

Predodzbe radi, prvih nekoliko ¢lanova Lucasova niza su
2,1,3,4,7,11,18, . ...
Eksplicitno ih racunamo pomocu formule
L, =a" +p".

Fibonaccijevi i Lucasovi brojevi zadovoljavaju razli¢ite algebarske
identitete. Buduci da su generirani rekurzivnim relacijama (1) i (2),
prirodno je takve identitete dokazivati pomocu principa matematicke
indukcije. Prisjetimo ga se. Ako je neka tvrdnja toCna za broj 1 i ako
iz pretpostavke da tvrdnja vrijedi za prirodni broj n slijedi da je
ispravna i za sljedec¢i broj n 4+ 1, tada ona vrijedi za svaki prirodni
broj n.

Kao primjer navodimo osnovnu relaciju koja povezuje Fibonaccijeve i
Lucasove brojevi, to jest

L,=F, 1+ Fp1, (3)

za n > 1. Jednakost pokazujemo pomocu principa matematicke
indukcije. Za n = 1 jednakost vrijedi jer je

Fy+F,=1=L;.

Pretpostavimo sada da jednakost vrijedi za n =k, odnosno
Ly =F, 1+ Fp1.Zan=k+ 1imamo

Fo+ Fyio =Fp 1+ Fy o+ Fy1 + Fy, = (Fio1 + Fip1 + (Fy—2 + Fy,) = L, + L1 = Ljq,

Sto je i trebalo pokazati.

U onom Sto slijedi pokazat ¢emo kako mozemo dokazati i izvesti jos
identiteta s Fibonaccijevim i Lucasovim brojevima koristeci
elementarna svojstva matrica.

2 Matrice i determinante reda 2

Matrica reda 2 je kvadratna shema koja se sastoji od 4 elementa
poslozena u 2 retka i 2 stupca. Simbolicki ju zapisujemo kao
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A= (an a12> .
a1 a2
Elementi matrice ai1, a1z, asi, as2 su najéeSce realni brojevi, pa
takvu matricu nazivamo realnom. Elementi matrice su indeksirani
tako da nas upucuju na kojoj se poziciji u matrici nalaze. Tako se
element a9 nalazi na presjeku drugog retka i prvog stupce. Na skupu
svih matrica reda 2 jednostavno uvodimo dvije operacije, zbrajanje

matrica i mnoZenje matrica skalarom (realnim brojem). Te se
operacije izvrSavaju prirodno, 'po elementima'. Dakle,

A+B— (an a12> n <b11 bl2> _ <(111 +bi1 an +512> ,
az a2 bar  ba az1 +ba1  ag + by

ailp a2 aaj;  aap2
a-A=a«a = .
az1 Q22 aas1r Qa2

Na primjer,
<1 > <— - > < 1)
<—1 > <— > '
1 0 3 0

MnoZenje matrica ne ¢emo definirati po analogiji i to je prilicno
neoCekivano. Umnozak ili produkt dviju matrica definiramo na
sljededi nadin

A-B= (all a12). (bll b12> — (allbll + a12b21  an bz +a12b22>‘

as1 Qa2 ba1 by a21b11 + axnba a2 biz + azaban

1 2 -4 -3\ -8 =5
3 4 -2 -1) \-20 -13)°
Zbog ovakve 'neobicne' definicije i mnozenje matrica imat ¢e neka

'neobi¢na' svojstva. Na primjer, opcenito ne ¢e vrijediti
svojstvo komutativnosti.

Na primjer,

Uz matricu reda 2 Cesto vezemo i pojam determinante. To je broj koji
pridruzujemo matrici, a definiramo ga kao

det A = |A| = Qai1Q9o2 — A120a921.

Zahvalju¢i 'neobi¢no' definiranom mnoZenju matrica vrijedit ce
sljede¢e vazno svojstvo, u matematici poznatije kao Binet-
Cauchyjev teorem,

|A-B|=|A|-|B].
Provjerimo to na gornjem primjeru,

1 2 4 3| _ _, | 8 -5
3 4 -2 —1| 77]-20 -13

Y

3 Identiteti s Fibonaccijevim i Lucasovim
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brojevima

Matricu Q definirat éemo kao

1 1
Q- .
1 0
Primijetimo da je determinanta matrice @ jednaka |Q|= —1.
Nadalje, vrijedi

- (L) D-C )
- ()ED-C)
(G632

Uotimo da se u matricama Q?, Q3, Q* pojavljuju Fibonaccijevi
brojevi. Nije tesko pretpostaviti kako ¢ée izgledati matrica Q".

—

—

—

Teorem 3. Neka jen > 1. Tada

n __ Fn—l—l Fn
Q B ( Fn Fn—l>. )

Dokaz 4. Nekajen = 1.

F, F 1 1
Q' = =Q.
F, Fy 1 0
Pretpostavimo da (4) vrijedi za n =k > 1. Zelimo pokazati da (4)
vrijedi za n = k + 1. Zaista,

Ol = QFQ! = <Fk+1 Fk) <1 1> _ <Fk+1 + Fj, Fk+1> _ [ Frr2 Frna
F, Fy 10 F,+F_1 F Fi1 Fy

Prema principu matematicke indukcije slijedi da formula (4) vrijedi za

svakin € N.

Pomoc¢u Teorema 3 dokazujemo poznatu Cassinijevu formulu za
Fibonaccijeve brojeve.

Korolar 5. [Cassinijeva formula] Neka je n > 1. Tada je
Fn—an+1 _Fr? = (_1)17,. (5)

Dokaz 6. Buduéi da je |Q|= —1, prema Binet-Cauchyjevom
teoremu slijedi da je |Q"| = (—1)". Iz Teorema 3 slijedi da je
Q" = F,-1Fn 1 — F?, pa je

Fo 1Fy1 — F? = (-1)".

n

Kombinatorni dokaz i interpretaciju jednakosti (5) dat ¢emo u
sljede¢em poglavlju. Nadalje, kao posljedicu Teorema 3 imamo i
sljedece cetiri jednakosti:
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Korolar 7. Vrijedi

Fm+n+1 = Fm+1Fn+1 + Fan7

Fm+n = m+1Fn + Fanfh

Fm+n = Fan+1 + Ep 1 Fy, (6)
Fm+n—1 = FnFy, + Fp 1Fp

za sve m,n > 1.

Dokaz 8. Bududi da je Q™Q" = Q™*", imamo

<Fm+1 Fm) (Fn—i-l Fn) _ Fm+n+1 Fm+n
Fm Fm—l Fn Fn—l Fm—l—n Fm+n—1 .

Mnozenjem matrica dobivamo

(Fm+1Fn+1+Fan Fm+1Fn+Fan—l> - (Fm+n+1 Fm—i—n)

Fan+1+Fm—1Fn Fan+Fm—1Fn—1 Fm+n Fm+n—1

odkuda slijede traZene jednakosti.

Neka je m =n. Tada jednakost (6) daje formulu za racunanje
Fibonaccijevih brojeva s neparnim indeksom

F? + F? ) = Py,

a jednakost (6) formulu za racunanje Fibonaccijevih brojeva s
parnim indeksom

F2n - n+1Fn +FnFn—1 - Fn(Fn+1 +Fn—1)7
odnosno

b, = F,L,.
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Korolar 9. Vrijedi
Fm-l—an + FnLp1 = Lm+n

zam > 0,n > 1. \end {cor}

Dokaz 10. Zbrajanjem  jednakosti (6) i jednakosti
Foin1=Fp1F, 1+ FuF, o koju smo dobili zamjenom n s
n — 1 u (6), dobivamo

Fm+1(Fn+1 + Fn—l) + Fm(Fn + Fn—2) = Fm—|—n+1 + Fm+n—1-
Primjenom jednakosti (3) slijedi
Fm+1Ln + Fan—l = Lm-ﬁ-ma

Sto je i trebalo dokazati.

Evo jos jedne jednakosti koji povezuje  Fibonaccijeve i
Lucasove brojeve.
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Korolar 11. Vrijedi
2Fyn = FnLy + Fp Ly, (7)

zam, n > 0. \end {cor}

Dokaz 12. Zbrajanjem jednakosti (6) i (6) dobivamo
2Fm+n - Fm(Fn—l + Fn+1) + Fn(Fm—i-l + Fm—l) - Fan + Fan-

Teorem 13. Vrijedi

Qn 1 2 _ Ln+1 Ln )
2 -1 L, L,
Dokaz 14.

Qn<1 2>: <Fn+1 E, > (1 2>: (Fn+l+2Fn 2Fn+1—Fn>_
2 -1 F, F, 4 2 -1 F,+2F, , 2F,—-F,;
Primjenom jednakosti (3) dobivamo trazenu jednakost. Na primjer,
Foo1+2F, =Fn+ B, +F,=F 2+ F,=Ly.
Korolar 15. Vrijedi
Ly 1Lpsy — L2 = 5(-1)""". (8)
Dokaz 16. Prema Teoremu 13 i Binet-Cauchyjevom teoremu slijedi

‘Fn—kl Fn ’1 2’: ‘Ln—l—l Ln
Fn Fn—l 2 -1 Ln Ln—l

Dakle
(FnJranfl - Fy?)(_f)) = Ln+1Ln71 - L?u

pa primjenom Cassinijeve formule (5) dobivamo traZeni identitet.

4 Cassinijeva formula i domino

Na kraju dajemo jos jednu zanimljivu interpretaciju Fibonaccijevih
brojeva pomocu koje se moZe pokazati Cassinijeva formula (5). Radi
se o poplocavanju plo¢e dimenzije 2 X n pomocéu domino ploCica
dimenzije 1 X 2 koje moZemo postaviti vertikalno (crvena plocica) ili
horizontalno (bijela plocica). Oznac¢imo s T, broj nacina na koji se
moZe izvesti.
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Slika 2: Poplo¢avanje moze zapoceti na to¢no ova dva nacina
(uokvireno plavo)

Buduéi da poploCavanje mozemo zapoceti ili s jednom vertikalno
postavljenom plo¢icom ili s dvije horizontalno postavijene (vidi Sliku
2) slijedi da je

T, =T, 1+ Ty 2.

Kako je Ty = 1 i Ty = 2, zaklju¢ujemo da je T, = F,_1 jer imamo
istu rekurziju kao za Fibonaccijeve brojeve, samo su pocetni (pa onda
i svi ostali) Clanovi niza pomaknuti za jedno mjesto. Sada ¢emo
prouciti poploCavanje dviju ploca istih dimenzija. Broj nacina na koji
moZemo poplocati te dvije ploce je Tn2 . Zbog jednostavnosti umjesto
ploc¢e dimenzije 2 X n koju poplo¢avamo ploCicama dimenzije 1 X 2
moZemo promatrati plo¢u dimenzije 1 xn koju poplocavamo
ploicama dimenzije 1 x1 i 1x2 (Slika 3). Uolimo da dva
poploCavanja na Slici 3 upravo odgovaraju dvama poplocavanjima na
Slici 2.

Slika 3: Poplolavanje ploCicama dimenzije 1 X 1 i1 x 2

Vol. 26
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Slika 4: Pomaknute ploc¢e dimenzije 1 X n s istaknutim crtama loma

Sada donju plo¢u pomaknimo za jedno mjesto udesno i pogledajmo
na koliko mjesta moZemo ‘'prelomiti' i gornju i donju plocu
istovremeno, a da pritom ne lomimo domino plolice. Na primjeru sa
Slike 4 to se moze uciniti na toéno 3 mjesta. Reéi éemo da u ovom
slu¢aju imamo 3 crte loma. Posljednju crtu loma oznacili smo plavom
bojom. Sada zamijenimo dijelove ploce ('repove') koje se nalaze s
desnih strana plave crte (Slika 5). Na taj nalin se gornja ploca
povecala za to¢no jedno mjesto, a donja smanjila za jedno. Uoc¢imo
da se broj crta loma se nije promijenio. Opcéenito moZemo zakljuciti
da postoji bijekcija izmedu skupa svih mogucih poploCavanja dviju
ploca iste dimenzije 1 X n i skupa svih mogucih poploéavanja dviju
plo&a dimenzija 1 x (n+1) i 1 x (n — 1) uz pretpostavku da su to
poploCavanja s barem jednom crtom loma.

Slika 5: Ploce dimenzije 1 X (n+ 1) i 1 X (n — 1) nastale nakon
zamjene 'repova’

Sada nam preostaje prebrojati nacine poploCavanja u kojima se ne
pojavljuje prijelom. Ukoliko je m paran pojavit e se tocno jedno
takvo poplocavanje dviju ploca iste dimenzije 1 X n, dok svako
poplo&avanje dviju ploéa dimenzija 1 x (n+1) i 1 X (n — 1) uvijek
ima crtu loma jer je broj poljia na ploCama neparan (pa u
poploc¢avanje moramo ukljuciti plocCicu dimenzije 1 x 1). Tocno
obratno se deSava ako je n neparan (Slika 6, 7). Stoga smo
opravdali formulu

T? —Tp1 - Tpi1 = (—1)7,

n

sto uz T,, = F,,_1 upravo predstavlja Cassinijevu formulu (5).
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Slika 6: Poplo¢avanje ploca dimenzije 1 X n, n paran, koje nema crte
loma

Slika 7: Poplocavanje plo¢a dimenzije 1 X (n+1)ilx (n—1), n
neparan, koje nema crte loma
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