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PRESLIKAVANJA BESKONACNO
DIMENZIONALNIH PROSTORA

MAPPINGS OF THE INFINITE-DIMENSIONAL SPACES

In the present paper the invariability of the A-weak and the
A-strong infinite dimensionality under a closed or open conti-
nuous mapping are investigated.

The obtained results are applied to the A-weak and A-strong
infinite dimensionality of the limit space of an inverse system
X = {X,, f,4 A}

Neka je f: X — Y neprekidno preslikavanje topolo$kog prostora
X na topoloski prostor Y. Uz koje dodatne uvjete za preslikavanje
f slijedi A-slaba (A-stroga) beskona¢na dimenzionalnost prostora X
iz A-slabe (A-stroge) beskonadne dimenzionalnosti prostora Y i ob-
ratno.

U radu su dani pozitivni odgovori za neke vrste otvorenih i za-
tvorenih preslikavanja.

Dobiveni rezultati primijenjeni su na ispitivanje A-slabe (A-stro-
ge) beskonac¢ne dimenzionalnosti limesa inverznog sistema.

Promatrani su i inverzni sistemi Cantorovih mnogostrukosti i is-
trazivani uvjeti pod kojima je limes sistema takoder Cantorova
mnogostrukost.

0. UVOD

U Uvodu ¢emo utvrditi neke osnovne definicije i oznake koje
¢emo koristiti u ostalim odjeljcima rada.

0.1. Neka je X topoloski prostor. Kazemo da je zatvoren skup C
pregrada medu skupovima A i B ako je X—C unija dva disjukt-
na otvorena skupa U i V sa svojstvom AC U, B V.
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0.2. Topoloski prostor X je A-slabo (S-slabo) beskonac-
no dimenzionalan ako za svaki beskonacan niz {(Ai, Bi):
:Ai\Bi = @, iN} zatvorenih podskupova prostora X postoji niz
{Ci:ie N} pregrada medu A; i Bi za koje je \N{Ci:i =N} = @/
(odnosno, postoji takav prirodan broj k za koji je C,/\NCy /\ .../ N\
N Ck = Q).

Prostor X je A-strogo (S-strogo) beskona¢no dimenzionalan [2:
: 528] ako nije A-slabo (S-slabo) beskonaéno dimenzionalan.

0.3. Neprekidno preslikavanje f: X — Y je otvoreno (zatvoreno)
preslikavanje ako je slika svakog otvorenog (zatvorenog) podskupa
prostora X otvorena (zatvorena) u prostoru Y.

Iscrpne informacije o prostorima i preslikavanjima mogu se na-
¢i u djelima [6] i [17].

0.4. Inverzne sisteme oznacavati ¢emo simbolom X = {Xa, fup, A}.
Limes inverznog sistema oznaden je simbolom lim X ili X ako ne

i

postoji mogucnost dvosmislenosti. Za osnovne informacije o inverz-
nim sistemima koje ¢e biti potrebne u radu preporu¢ujemo djelo
[6].

0.5 Kardinalan broj skupa A oznatavamo simbolom |Al. Inici-
jalne redne brojeve oznatavamo s @, a pripadne kardinalne broje-
ve simbolom ;.. Sa N oznac¢avamo skup prirodnih brojeva.

0.6. Simbol Ad je oznaka za skup to¢aka gomilanja skupa A tj.
tocaka u ¢ijoj se svakoj okolini nalaze to¢ke skupa A razli¢ite od
promatrane tocke [6:43].

0.7. Najmanji ordinalan broj koji je kofinalan u uredenom sku-
pu A ozna¢avamo s cf(A).

0.8. Nasljedni Lindelofov broj hl(X) prostora X je najmanji kardi-
nalan broj m kO]l je takav da se svaka familija otvorenih skupova
prostora X moze reducirati na potfamiliju s << m elemenata koja
ima istu uniju kao i polazna familija [6 : 284 i 248].

0.9. KaZzemo da je inverzni sistem % = {Xs, fx5, A} o-usmjeren ako
za svaki niz {aa : an A, n & N} postoji a € A sa svojstvom a > o,
n & N.

0.10. Familija </ ={A.: me M} je (zatvorena) mreza prostora
X ako za svaku to¢ku x prostora X i svaku njezinu okolinu U po-
stoji Aw </ sa svojstvom x & A, < Us..

. OTVORENA PRESLIKAVANJA BESKONACNO
DIMENZIONALNIH PROSTORA

U ovom odjeljku izu¢avamo ponasanje A-slabe i A-stroge besko-
na¢ne dimenzionalnosti pri neprekidnim otvorenim preslikavanji-
ma. Najveéi dio rezultata odnosi se na separabilne metri¢ke pro-
store.

Slijedece tri leme su klju¢ne u dokazima preostalih rezultata ovog
odjeljka.
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1.1. LEMA. [2: 534]. Neka je X nasljedno normalan prostor. Ako
je X, n<= N, A-slabo beskona¢no dimenzionalan i X = v {X,:n<
=N}, tada je X A-slabo beskona¢no dimenzionalan prostor.

1.2. LEMA. [2:536]. Neka je X prebrojivo parakompaktan nor-
malan prostor. Ako je Y = {X.:n< N}, gdje su X, zatvoreni A-sla-
bo beskona¢no dimenzionalni potprostori prostora X, tada je Y
A-slabo beskonaéno dimenzionalan. Specijalno, ako je X A-slabo
beskona¢no dimenzionalan, tada je svaki F, -skup prostora X A-sla-
bo beskonaéno dimenzionalan.

1.3. LEMA. [7: 1. 12. 5. Lemma.]. Neka je f : X — Y otvoreno pre-
slikavanje metrickog prostora X na metri¢ki prostor Y. Za svaku
bazu 3 = {U.:s < S8} prostora X postoji familija {A.:s<S} pod-
skupova prostora X za koje je A.C_U,, s =8, i koji imaju slijedeca
svojstva:

a) A i f(A), s=S, su Fe-skupovi u prostoru X odnosno Y,
b) f'A.: A.— f(A.) je homeomorfizam za svaki s < S,
) X=(v{A:se SHu (V{[f'W]‘:ysYh.

Neposredna primjena prethodnih lema daje slijedec¢u lemu koju
¢emo tada primjeniti na inverzne sisteme beskonaéno dimenzional-
nih prostora.

1.4. LEMA. Neka je f: X~ Y takva otvorena surjekcija izmedu
separabilnih metrickih prostora za koju svaki skup Frf—(y), y €Y,
ima izoliranu to¢ku. Ako je X A-slabo beskona¢no dimenzionalan,
tada je i Y A-slabo beskonaéno dimenzionalan prostor.

Dokaz Neka je {Ui:i<N} prebrojiva baza prostora X. Iz le-
me 1.3. i pretpostavke o skupovima Frf—!(y) slijedi da je Y = v
{f(A)) : i =N}. Nadalje, iz Leme 1.2. slijedi da su A;, i< N, A-slabo
beskona¢no dimenzionalni. Iz svojstva b) Leme 1.3. slijedi da su
f(Ai), i =N, takoder A-slabo beskona¢no dimenzionalni. Primjenom
Leme 1.1. zavrSavamo dokaz.

1.5. KOROLAR. Ako je f:X—Y kao i u prethodnom teoremu,
tada iz A-stroge beskona¢ne dimenzionalnosti prostoraY slijedi A-

-stroga beskonaéna dimenzionalnost prostora X.
Slijedece dvije leme su priprema za primjenu Leme 1.4. na inverz-
ne sisteme. Leme se lako dokazuju indirektnim dokazom koji izo-

stavljamo.

1.6. LEMA. Neka je X = {Xs, fag, A} inverzni sistem. Ako je |f7 5
(x) | <k (| Frfag (xe) I_Q k) za svaki « € A i svaku tocku x« € X5,
taélaA je [ fa' (xa) | <k (| Frfz'(xs)| <k) za svaku tocku x.<Xx,
o .

1.7. LEMA. Neka je X = {Xa, f45, A} o-usmjeren inverzni sistem.
Ako su skupovi (xm)“i Fr fi; (x) konaéni za svaki par a, f=A i
svaku to¢ku x« & X, tada su konaéni i skupovi £ (xa), Friy ' (xa).
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1.8. TEOREM. Neka je X = {X., fum, N} inverzni niz sa otvore-
nim preslikavanjima fun za koja je 1<|Frfam (xn) | < k za svaki
n,m & N i svaku tocku x, &X.. Ako su prostori X, n& N, A-strogo
beskona¢no dimenzionalni separabilni metricki prostori, tada je
X = lim X A-strogo beskona¢no dimenzionalan prostor.

D ;k_az. Primijeni Lemu 1.6. i Korolar 1.5.

1.9. KOROLAR. Ako je X isti kao u Teoremu 1.8., tada A-slaba
beskona¢na dimenzionalnost limesa X ima za posljedicu A-slabu
beskona¢nu dimenzionalnost prostora X,, n& N.

1.10. TEOREM. Neka je X = {Xa, f 5,A} dobro uredeni inverzni
sistem separabilnih metri¢kih prostora X« 1 otvorenih preslikavanja
f.s za koja vrijedi da je Frf 3 (x.) diskretan potprostor prostora Xg.
Ako je cf(A) > o,, tada iz A-stroge beskonacne dimenzionalnosti pro-

stora X., slijedi A-stroga beskona¢na dimenzionalnost limesa X =
= hm X.

ﬁkaz. 1z rada [26] slijedi da je w(X) <R.. Iz Leme 1.11. sli-
jedi da je svaki Frf '(x«) diskretan potprostor prostora X. Primje-
nom korolara 1.5. zavrSsavamo dokaz.

1.11. LEMA. Neka je X = {Xq, fag, A} dobro uredeni inverzni si-
stem sa svojstvima hl(X«) < N i cf(A) > w.. Ako je fas (xa) (Frfas
(x2)), a=A, x« & Xe«, diskretan potprostor prostora Xz, tada je

f2' (xa) (Frf™'(x2)) diskretan potprostor limesa X =(li_131_ X.

Dokaz Neka je x5 '(xs). Postoji f>>« sa svojstvom x =
= f3 ' (xg) za neki x < fu_al (x«) [15]. Kako je xg izolirana toc¢ka sku-
pa f, (x«), postoji otvoren skup Uz = xgsa svojstvom Ug N\ f 3 (x) =
= {x3}. To znadi da je f5 ' (Us) N\ 3" (x) = f5 '(xg) = {x}. Dokaz je
gotov.

Slijedec¢i teorem sli¢an je Teoremu 1.10. a odnosi se na inverzni
niz kona¢no dimenzionalnih prostora.

1.12. TEOREM. Neka je X = {X,, fuu, N} inverzni niz separabilnih
metrickih prostora X, 1 otvorenih surjekcija fun sa svojstvom | Fr
f— (xn) |[< k. Ako je indX, = i, tada je ind({liim X)=1i. Dokaz Iz
|7 : 149! slijedi da je indX = dimX < i, X = i‘l—I’E X. S druge strane
je, zbog Leme 1.6.1|7 : 1. 12. 6. Theorem |, dimX —> i. Dokaz je gotov.

Ako su originali f(y) diskretni potprostori prostora X, tada iz
Leme 1.3. ¢) slijedi X =\/{A::s=S} i Y =\/ {f(A) : s =S}. Ako
su X i Y separabilni metri¢ki prostori, tada mozemo pretpostaviti
da su A. i f(A.) zatvoreni |3 :194|. Iz Lema 1.1. i 1.2. sada slijedi

1.13. TEOREM. Ako je f : X — Y takva otvorena surjekcija izmedu
separabilnih metri¢kih prostora da su originali f—1(y) diskretni pot-
prostori prostora X, tada je X A-slabo (A-strogo) beskonaéno di-
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menzionalan onda i samo onda kada je Y A-slabo (A-strogo) besko-
naéno dimenzionalan.

1.14. TEOREM. Neka je X = {Xas, fag, A} dobro uredeni inverzni
sistem separabilnih metrickih prostora X. i otvorenih surjekcija
fap sa svojstvom da je faj (x«) diskretan. Ako je cf(A) > w,, tada je
X = lim X A-slabo (A-strogo) beskona¢no dimenzionalan onda i sa-

H
mc1) onda kada su svi X« A-slabo (A-strogo) beskona¢no dimenzio-
nalni.

Dokaz X je separabilan metri¢ki prostor jer je w(X) < ¥, [26].
Projekcije f«: X = X:, a < A, imaju diskretne originale f—l(y) (1.11.
Lema). Primjenom Teorema 1.13. zavravamo dokaz.

Za kona¢no dimenzionalne prostore moZemo dokazati ovaj teo-
rem.

1.15. TEOREM. Ako je X = {Xa, fas, A} inverzni sistem separa-
bilnih metri¢kih prostora X. i otvorenih preslikavanja s diskretnim

originalima f;3 (x.), tada iz ind X« < n, a < A, slijedi ind(lim X)<n.

4__
Dokaz Provodimo ga totalnom indukcijom. A) Ako je indX« =<\
< 0, tada je md(th) < 0 |6:466|. B) Pretpostavimo sada da je

teorem istinit za indXa <_k.C) DokaZimo da je teorem istinit za
indX. <_k + 1. Neka je x toc¢ka limesa X koji nije u zatvorenom
skupu FC X. Postoji a = A sa svojstvom fa(x) & f«(F). Iz definicije
male induktivne dimenzije i indX. <k -+ 1 slijedi da postoji pre-
grada L. medu fa(x) i f«(F). Za svaki 8> a neka je Lg = f?g‘ (L) Iz
[7:1. 12. 7.] slijedi da je indL. < k. To znaéi da inverzni sistem
L = {Lg, fz,/L,, a<{f <y} zadovoljava hipotezu indukcije B) tj.

da je md(hm L) = ind f;" (L) < k. Odatle slijedi da je ind(lim X) <C

& k+1, Dokaz je gotov.

1.16. KOROLAR. Neka je X kao i u prethodnom teoremu. Ako je
svaki X (strogo) prebrojivo dimenzionalan, tada je X = lim X (stro-
go) prebrojivo dimenzionalan.

Posljednja dva teorema sugeriraju nam slijedeci:

1.17. PROBLEM. Neka je X kao i u teoremu 1.16. i neka je svaki
X« A-slabo (A-strogo) beskonac¢no dimenzionalan. Dali je i lim X
A-slabo (A-strogo) beskonac¢no dimenzionalan?

Promatran]e otvorenih preslikavanja s diskretnim originalima to-
¢aka zavrsiti éemo sa slijedecom.

1.18. LEMA. Neka je f: X = Y otvorena surjekcija medu separa-
bilnim metri¢kim prostorima. Ako su originali f—(y) diskretni, ta-
da je indF = indf(F) za svaki zatvoreni FC X. Dokaz. Iz leme
1.3. slijedi da je X = \/{Ai:i € N} i Y =\ {f(A) : i =N}. Odatle
slijedi da je F=\/{F/N\ Ai: EN} i f(F) =\/{f(FN\Aj):i< N}.
Skupovi A; N\ F i f(Ai/\ F) su homeomorfni pa imaju 1ednake ma-
le induktivne dimenzije. Primjenom teorema o sumi zavrSavamo
dokaz.
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1.19. LEMA. Neka su f i F kao u prethodnoj lemi. F je A-slabo (A-
-strogo) beskona¢no dimenzionalan onda i samo onda kada je f(F)
A-slabo (A-strogo) beskonaéno dimenzionalan. Sli¢no vrijedi za
(strogu) prebrojivu dimenzionalnost.

Prelazimo na izu¢avanje ponasanja beskona¢ne dimenzionalnosti
pri otvorenim preslikavanjima koja imaju konaéne originale toca-
ka. Slijedeci teorem dokazao je Polkovski 123

1.20. TEOREM. Neka su X 1 Y normalni prostori a f: X —~ Y otvo-
rena surjekcija s kona¢nim originalima f—!(y). Ako je X A-slabo
beskona¢no dimenzionalan a Y slabo parakompaktan, tada je Y
A-slabo beskona¢no dimenzionalan. Ako je X slabo parakompaktan
a Y A-slabo beskona¢no dimenzionalan, tada je X A-slabo beskonac-
no dimenzionalan.

1.21. Napomena. Normalan slabo parakompaktan prostor je pre-
brojivo parakompaktan 6 :399). Klasa prebrojivo parakompaktnih
prostora je perfektna |6 : 398|.

Mi ¢emo najprije dokazati neke teoreme o ponasanju beskonacne
dimenzionalnosti pri lokalnim homeomorfizmima, a zatim dobive-
ne rezultate primijeniti na inverzne sisteme. U tu svrhu navedimo
neke pripremne rezultate.

1.22. TEOREM. |21 : 178|. Metri¢ki prostor X je A-slabo beskona¢-
no dimenzionalan onda i samo onda kada je X =Kwu (U{P.:
:n & N}), gdje je K A-slabo beskona&no dimenzionalan kompaktan
potprostor a P, otvoreni kona¢no dimenzionalni potprostori sa svoj-
stvom: Ako je {xi:i €N}, xi € v {P,:n & N} niz tofaka koji ne-
ma gomilista, tada postoji k & N takav da je xi< P, za sve 1 = k.

1.23. TEOREM. |3 : 3.5. Theorem.|. Neka je f : X —~ Y otvorena sur-
jekcija s konaénim originalima f—'(y). Ako je X metricki prostor.
tada postoji familija {Xi:i& N} potprostora prostora X sa svoj-
stvima:

1) X=u {Xi:iE N};

2) Xi,i< N, je zatvoren u X;

3) (X)), i € N, je zatvoren u Y;

4) Restrikcija f/Xi: Xi— f(Xi), i & N, je zatvoreni lokalni homeo-
morfizam.

Sada dokazujemo neke teoreme o ponaSanju beskona¢ne dimen-
zije pri lokalnim homeomorfizmima. Za preslikavanje f : X — Y oz
nacavamo s HL: skup svih to¢aka prostora X u kojima je f lokalni
homeomorfizam.

1.24. LEMA. Neka je f: X—Y surjekcija medu nasljedno Lin-
delofovim prostorima. Ako je HL: gust u prostoru X, tada je X
A-slabo (A-strogo) beskona¢no dimenzionalan onda 1 samo onda ka-
da je Y A-slabo (A-strogo) beskona¢no dimenzionalan.

Dok az Za svaki h & HL; promatrajmo okolinu Uy & h za koju je
f(Un) otvoren u Y i za koju je f/Uy : Uy — f(Ui) homeomorfizam. Iz
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regularnosti prostora X slijedi egzistencija otvorenih skupova Vi i
W, sa svojstvom h < Wi C Wy C Vi Vi, C Un. Kako je v {Wh:he
HL:} parakompaktan prostor, mozemo pokrivaé¢ {Wy : h & HL¢} pro-
finiti lokalno kona¢nim pokrivaéem i dokazati da je X = u {Ws:
:h & HLt}. To pak zna¢i da je {Vi} pokriva¢ prostora X. Zbog pret-
postavke da je X Lindeléfov prostor slijedi da postoji prebrojiva
familija koja pokriva X. To zna¢i da je X = v {Vi: =N} i f(X) =
=Y = v {f(Vi): i=N}. Ako je X A-slabo beskona¢no dimenzicna-
«an, tada je svaki Vi A-slabo beskonaéno dimenzionalan /1.2. Lema).
Iz Leme 1.1. sada slijedi da je Y A-slabo beskona¢no dimenzionalan
Ako pretpostavimo da je Y A-slabo beskona¢no dimenzionalan, ta-
da promatramo otvorene skupove V' i W' sa svojstvom f(h) &
Wiy < Wh g_V'n Vi C:: f(Uh),_h e HLt. Sada je Y = < {Vi:i<
N}. Skupovi Vi N\ f-1(V3) i £(Vi /\ (V) su homeomorfni, a
skupovi V'in = Vi/\ £-1(V%), i & N, pokrivaju X. Kako je svaki V"
A-slabo beskona¢no dimenzionalan, to je Vi /\ f~1(V") A-slabo bes
kona¢no dimenzionalan. Kako postoji prebrojiva potfamilija tih
skupova koji pokrivaju X, to je X A-slabo beskona¢no dimenziona-
lan. Dokaz je gotov.

1.25. LEMA. Iz pretpostavki leme 1.24. slijedi da je zatvoreni F <
< X A-slabo beskona¢no dimenzionalan onda i samo onda kada je
f(F) A-slabo beskona¢no dimenzionalan.

Dokaz Sada jef(F) = v {f(Vi/\NF):i <N} jerje F =wv {Vi/\
N\ F:1e=N}. Primjenom leme 1.2. zavravamo dokaz.

1.26. NAPOMENA. Poznato je [2:457] da je HLt gust u prostoru
X ako je f: X — Y otvoreno preslikavanje sa prebrojivim originali-
ma to¢aka, a X lokalno kompaktan ili kompletan u smislu Cecha.
Iz lema 1.24. 1 1.25. sada slijedi

1.27. TEOREM. Neka je f: X =Y otvorena surjekcija medu lo-
kalno kompaktnim ili potpunim u smislu Cecha separabilnim me-
trickim prostorima. Ako je f '(y, y= Y, najviSe prebrojiv, tada je
zatvoreni F C_ X A-slabo beskona¢no dimenzionalan (A-strogo bes-
konaé¢no dimenzionalan) onda i samo onda kada je f(F) A-slabo (A-
-strogo) beskonaé¢no dimenzionalan.

Kao primjenu navodimo slijedeca dva teorema.

1.28. TEOREM. Neka je X = {Xs, fap,A} inverzni sistem kompakt-
nih metrickih prostora X. i otvorenih surjekcija f.z sa svojstvom
| fzp (xa) < k. Prostor X = lim X je A-slabo (A-strogn) beskonacno
dimenzionalan ako i samo ako su prostori X« A-slabo (A-strogo) bes-
konaéno dimenzionalni.

Dok a z. Projekcije fa : X = Xs, « € A, imaju originale to¢aka po-
tencije < k (1.6. Lema). Nadalje je X metrizabilan prema teoremu
Arhangelskoga. Primjena teorema 1.27. zavr$ava dokaz.
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1.29. TEOREM. Neka je X c-usmjereni inverzni sistem ( X,-usmje-
reni inverzni sistem) kompaktnih metrickih prostora i otvorenih
sur]ektivmh veznih preslikavanja sa svojstvom |fag (Xa) | << Ro
(| fzs (x«) < R,). Prostor X = lim X je A-slabo beskonaéno dimen-
zionalan onda i samo onda kada su prostori X. A-slabo beskona&no
dimenzionalni.

Za o-usmjerene inverzne sisteme vrijedi doduse ja¢i rezultat o
A-slaboj beskona¢noj dimenzionalnosti, ali se tada metrizabilnost
ne moze dokazati.

1.30. TEOREM. Ako je X = {X. fq3, A} o-usmjereni inverzni si-
stem kompaktnih A-slabo beskonaéno dimenzionalnih prostora Xa,
tada je X = lim X A-slabo beskona¢no dimenzionalan prostor.

Dokaz Neka je {Ai, Bi):i< N} niz parova disjuktnih zatvore-
nih podskupova prostora X. Za svaki par (Ai, Bi) postoji ai €A sa
svojstvom f3 (A) N\ fe(B)) = @, f = ai. Iz d-usmjerenosti sistema X
slijedi da postoji y > ai, i N. Kako je X, A-slabo beskonadno di-
menzmnalan postoji niz {Ci:i=N} pregrada medu skupovima

fJ(A) i fY(B:) sa praznim preSJekom /N\{Ci:i< N}. Jasno je da su
skupovi f-1(C;) pregrade medu skupovima A; i Bi. Dokaz je gotov.

Inverzni sistem X = {Xa, fu,A} nazivamo faktorizirajuci ili f —
sistem ako za svaku funkciju f:lim X— [0,1] postoji a €A i
funkcija g« : X — [0,1] sa svojstvom faktorizacije f = ga f= [25].

1.31. TEOREM. Ako je X = {Xs, f 3,A} susmjereni f-sistem sa
normalnim limesom X, tada A-slaba beskona¢na dimenzionalnost
prostora X« ima za posljedicu A-slabu beskonaénu dimenzionalnost
prostora X.

Dokaz Za svaka dva disjuktna zatvorena skupa A; i B; prosto-
ra X postoji, zbog normalnosti, neprekidna realna funkcija fi : X -
- [0,1] sa svojstvom fi(A;)) = {0}, fi(B;) = {1}. Neka je ga,i: Xai—~
— [0,1] faktorizirajuéa funkcija. Skupovi gz (0) i gai (1) su disjukt-
ni, zatvoreni i sadrze skupove fa,i(Ai) i f«,i(B;). To znaéi da su zatvo-
renja ovih skupova disjuktna. Preostali dio dokaza je sli¢an odgo-
varajuéem dijelu dokaza prethodnog teorema.

1.32. LEMA. [25:28]. A) Ako je X s-usmjereni sistem s Lindelo-
fovim limesom, tada je X f-sistem.
B) Neka je X = {Xs, f.5,A} c-usmjereni inverzni sistem prostora

Xa Ciji je Suslinov broj [6:86] c(Xs) najvide prebrojiv a preslika-
vanja f,; otvorena, tada je X f-sistem.

Iz ove leme i prethodnog teorema sada slijede ovi teoremi.
1.33. TEOREM. Neka je X = {Xs, fap, A} o-usmjereni inverzni si-

stem Lindeléfovih prostora X. i perfektnih preslikavanja f.;. Ako
Su proston X«, a = A, A-slabo beskonaéno dimenzionalni, tada je
= lim X A-slabo beskona¢no dimenzionalan.
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1.34, TEOREMI. Neka je X = {Xa, fa.3A} o-usmjereni sistem se-

parabilnih metri¢kih prostora Xa i otvorenih preslikavanja fas. Ako
su prostori X., a< A, A-slabo beskona¢no dimenzionalni, tada je
X = lim X A-slabo beskonaéno dimenzionalan.

Dokazimo sada dva teorema za inverzne sisteme beskonaéno di-
menzionalnih Cantorovih mnogostrukosti [2 : 550].

1.35. TEOREM. Neka je X = {Xa, f,p, A} inverzni sistem besko-
na¢no dimenzionalnih metri¢kih Cantorovih mnogostrukosti Xo.
Ako su preslikavanja f- otvorena sa svojstvom | fazs (%) | <k, tada
je X = lim X beskona¢no dimenzionalna Cantorova mnogostrukost.

Dokaz Neka je F zatvoren A-slabo beskona¢no dimenzionalan
podskup prostora X koji je po Arhangelskijevom teoremu metriza-
bilan. Iz teorema 1.27. slijedi da je fa(F) A-slabo beskona¢no dimen-
zionalan za svaki e< A. Iz pretpostavke da je X. beskona¢no dimen-
zionalna Cantorova mnogostrukost slijedi da je X\ fo(F) povezan.
Iz teorema 1.27. opet slijedi da je fi3f«(F) A-slabo beskonaino di-
menzionalan tj. da je skup Yz = X;\ fap fo(F) povezan. Inverzni si-
stem Y« = {Yup,fov/Yay, a<f<y} ima otvorena i zatvorena vezna
preslikavanja pa mu je limes Y’ povezan. Kako je X \F = v {Y':
ta< A}, to je X\ F povezan [6:6. 1. 10. Corollary]. Dokaz je go-
tov.

Na sli¢an na¢in dokazuje se slijedeéi teorem.

1.36. TEOREM. Neka je X = {Xa, fqs,A} o-usmjeren (N,-usmje-
ren) inverzni sistem beskona¢no dimenzionalnih metrickih Canto-
rovih mnogostrukosti X.. Ako su preslikavanja f.z otvorena s ko-
na¢nim originalima to¢aka (| {7 (x«) | << X,), tada je X = lim X bes-
kona¢no dimenzionalna Cantorova mnogostrukost.

Napomenimo da u sluéaju X ;-usmjerenosti X ne mora biti me-
trizabilan prostor iako ostaje Cantorova mnogostrukost §to ¢e biti
dokazano u drugom odjeljku.

Ako je f: X — Y lokalni homeomorfizam, tada preinakom dokaza
leme 1.24. dobivamo

1.37. LEMA. Ako je f: X— Y lokalni homeomorfizam medu Lin-
delofovim prostorima, tada je zatvoreni FC_ X A-slabo (A-strogo)
beskona¢no dimenzionalan onda i samo onda kada je f(F) A-slabo
(A-strogo) beskona¢no dimenzionalan.

1.38. LEMA. [4:357]. Ako je f: X~ Y otvoreno preslikavanje sa
svojstvom |[f-1(y) | = k,y =Y, a X T,-prostor, tada je f lokalni ho-
meomorfizam i zatvoreno preslikavanje.

Iz ove dvije leme slijedi lema koju ¢emo iskoristiti za inverzni
niz Lindel6fovih prostora.

1.39. LEMA. Neka su X i Y Lindel6fovi prostori a f: X =Y otvo-
reno preslikavanje sa svojstvom |f-1(y)| = k za svaki y =Y. Pro-
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stor X je A-slabo (A-strogo) beskona¢no dimenzionalan onda i sa-
mo onda kada je Y A-slabo (A-strogo) beskonacéno dimenzionalan.

1.40. TEOREM. Neka je X = {X., f.5,A} inverzni sistem Linde-
lofovih prostora X« i otvorenih preslikavanja. f,g sa svojstvom
| f2¢ (xa) | < k. Ako za svaku toku x. prostora X. postoji « = f sa
svojstvom |f 4 (xs) |= k., tada je X = lim X A-slabo (A-strogo) bes-
kona¢no dimenzionalan onda i samo onda kada je svaki X. A-slabo
(A-strogo) beskona¢no dimenzionalan.

Dokaz Lako je dokazati da je |5 '(xe) | =k za svaku totku x«
i svaki @ €A. Iz leme 1.38. slijedi da su fa zatvoreni lokalni homeo-
morfizmi. To zna¢i da su projekcije f- savr§ena preslikavanja a X
Lindel6fov prostor. Lema 1.39. zavr$ava dokaz.

Za dobro uredene inverzne sisteme nasljedno Lindelofovih pro-
stora moZemo dokazati slijedeci

1.41. TEOREM. Neka je X = {Xq, f,z, A} dobro uredeni inverzni
sistem nasljedno Lindelofovih prostora X. i otvorenih preslikavanja
f.s s najviSe prebrojivim originalima to¢aka. Ako su prostori X,
ae= A, i X = lim X lokalno kompaktni i cf(A) > w,, tada je X A-sla-
bo (A-strogo) beskona¢no dimenzionalan onda i samo onda kada
su X. takvi prostori.

Dokaz Projekcije f= su otvorena preslikavanja s najviSe pre-
brojivim originalima to¢aka. Primjena Leme 1.7. i 1.26. zavrsava
dokaz bududi da je X nasljedno Lindeléfov prostor |15 ili 26 1.

1.42. NAPOMENA. Ako u teoremu 1.41. izostaviti lokalnu kom-
paktnost prostora X i X« te otvorenost preslikavanja, tada je X A-
-slabo beskonac¢no dimenzionalan ako su takvi X«. Naime, dobiveni
sistem ima nasljedno Lindeléfov limes | 15| pa je f-sistem (Lema
1.3 2.). MoZemo dakle na njega primjeniti teorem 1. 31.

Zavr$imo sada ovaj odjeljak s teoremima za otvorena konacéno
kratna preslikavanja.

1.43. TEOREM. Ako je f : X — Y otvorena surjekcija medu metric-
kim prostorima sa | 1(y) | << R, y<=Y, tada je X A-slabo beskonac-
no dimenzionalan onda i samo onda kada je Y A-slabo beskona¢no
dimenzionalan.

Dok az Koristimo teorem 1.22. Neka je X A-slabo beskonaéno
dimenzionalan i neka je X = K u(v {P, : n<N}), gdje su P, otvo-
reni kona¢no dimenzionalni potprostori prostora X. Sada je Y =
= f(K) v (v {f(P,) : n& N}). Ako je U otvoren kona¢no dimenziona-
lan podskup prostora Y, tada je f~'(U) otvoren kona¢no dimenzio-
nalan podskup prostora X [7:288]. To znac¢i da je f—1(U) \/
w{Py:n=N} tj. £ 1(U) P, za neki n &=N. Odatle slijedi da je
Ug f(Pu) 1 fi1 (\J {f(Pn) M | EN}) = {Pn s 1 | EN} i f_l(f(K)) 7= K
Iz teorema 1.13. sada slijedi da je f(K) A-slabo beskona¢no dimen-
zionalan. Nije teSko dokazati da svaki niz {yi : i & N} toéaka iz Y ko-
ji nema gomiliita kofinalno sadrZan u nekom f(P,). Iz teorema 1.22.
slijedi da je Y A-slabo beskona&no dimenzionalan. Obratno, ako je
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Y A-sslabo beskona¢no dimenzionalan, tada je Y =Kwu (v {P,:
:n&Nj}. Kao 1 prije dokazujemo da je X = t1(K) u(w {f~1(P,) :
:n&N}), gdje je f1(K) kompaktan pa i A-slabo beskonaéno dimen-
zionalan po teoremu 1.13. Ako je {xi:i < N} miz tofaka prostora X
bez gomilista, tada je {f(xi) : i =N} niz bez gomilidta zbog koc¢ano-
sti originala tocaka i otvorenosti preslikavanje f. Konac¢no, iz teo-
rema 1.22. slijedi da je Y A-slabo beskonaéno dimenzionalan.

1.44. NAPOMENA. Drugi dokaz prethodnog teorema moZe se do-
biti iz teorema 1.23. uzme li se u obzir da je teorem 1.43. ispravan
za lokalne homeomorfizme. Ako su potencije originala totaka ogra-
ni¢ene, tada je moguc i drugaciji dokaz koji ¢emo sada provesti.
Dokazimo prethodno dvije leme.

1.45. LEMA. Neka je f: X —Y otvoreno preslikavanje sa svoj-
stvom |f1(y) | <k. Skup Y' = {y:|f“(y)| =k} je otvoren pod-
skup prostora Y.

Dokaz. Neka jey Y if(y)= {x,,...x}. Odaberimo oko-
line Ui>x ,i=1,...,k, tako da bude UiN\U; = ¢ za i #j. Skup
V=N {U):i=1...,k} je otvoren i sadrzi samo tocke ¢iji origi-
nali imaju k tocaka tj. V_ Y'. Odatle slijedi da je Y’ otvoren skup
i dokaz je gotov.

Analogno se dokazuje slijedeca lema.

1.46. LEMA. Neka je f : X — Y otvoreno preslikavanje sa svojstvom
') [ < Ry, y= Y. Skup Y’ = {y : | f-(y) | = k} je otvoren u pro-
storu Y.

147. NAPOMENA. Sada moZemo teorem 1.43. dokazati ovako.
Ako je k = 1, tada je f: X =Y homeomorfizam i dokaz je gotov.
Neka je teorem 1.43. ispravan za k = n. DokaZimo ga za k = n + 1.
Promatrajmo skup Y = {y:|f~(y)| =n + 1}. Sada je Y=Y v
v (X Y). Analogno je X = {1 (y)u F1 (X > Y). Skup X “ Y je
po pretpostavci A-slabo beskonac¢no dimenzionalan onda i samo
onda kada je f—1 (X = Y’) A-slabo beskona¢no dimenzionalan. Ista
tvrdnja vrijedi za Y i f1(Y’). Iz leme 1.1. slijedi da je X A-slabo
beskona¢no dimenzionalan onda i samo onda kada je Y takav.

Slijedeca primjena leme 1.45. je generalizacija lema 1.24 i 1.37.

1.48. LEMA. Neka je f: X — Y otvorena surjekcija medu nasljed-
no Lindelofovim prostorima. Ako je | f'(y)| < k za sve y< Y, tada
je X A-slabo beskona¢no dimenzionalan onda i samo onda kada je
Y A-slabo beskonaéno dimenzionalan.

Dok az. Ponavljanje dokaza iz 1.47. uz primjenu leme 1.37.

2. ZATVORENA PRESLIKAVANJA BESKONACNO
DIMENZIONALNIH PROSTORA

Prvi teorem ovog odjeljka je slijedeci teorem.

2.1. TEOREM. Neka je f: X—Y zatvorena surjekcija izmedu
prebrojivo parakompaktnih prostora prebrojive zatvorene mreze ta-
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ko da je |f1(y)| =k za sve y=Y. Potprostor FC_ X je A-slabo
beskonaé¢no dimenzionalan onda i samo onda kada je f(F) A-slabo
beskona¢no dimenzionalan.

Dokaz Neka je cf = {Ni:i< N} prebrojiva zatvorena mreza
prostora X. Za svaki y= Y je f(y) = {x),..., xx}. Iz regularnosti
slijedi da postoje otvoreni skupovi Ui =xi, i =1,...,k. sa svoj-
stvom U; N\U;=@,ij. Postoji nadalje Ni< ../ sa svojstvom
i \NiC Ui. Skup YY="\{N):i=1,...,k} je zatvoren skup
prostora Y. K tome iz y' & Y’ slijedi da u svakom N;,i=1,...,k,
postoji tocka x'; tako da je f(xi) =y’. To znadi da je restrikcija
fi : Ni N\ f-1(Y") — Y’ zatvorenol-1 preslikavanje tj. homeomorfizam.
Na taj se nacin prostori X i Y raspadaju na prebrojivo mnogo za-
tvorenih medusobno homeomorfnih podskupova. Isto vrijedi za
skupove F i f(F). Primjenom leme 1.2. zavr§avamo dokaz.

2.2. NAPOMENA. Souslinovi prostori kao metricke slike potpu-
nih separabilnih metri¢kih prostora definirani su u radu [12]. Sva-
ki Souslinov prostor ima prebrojivu zatvorenu mrezu.

2.3. LEMA. Ako u lemi 2.1. pretpostavimo da je |Frf—1(y)| = k,
tada je iz A-slabe beskonaéne dimenzionalnosti prostora X slijedi
A-slaba beskona¢na dimenzionalnost prostora Y.

Dokaz Naskup X'= X" (v {Intf—%(y) : y< Y} primjeni lemu
2.1.

24. TEOREM. Neka je X = {X,, fun, N} niz T, prebrojivo para-
kompaktnih prostora zatvorene prebrojive mreze. Ako su fu. zatvo-
rena preslikavanja sa |fom (x.)] < k i za to¢ku x, postoji m >>n ta-
kav da je |fom (x0)] = k, tada je X = limX A-slabo (A-strogo) besko-
na¢no dimenzionalan onda i samo onda kada su prostori X A-slabo
(A-strogo) beskona¢no dimenzionalni.

Dokaz Kako je f1(x.) k-¢lan skup, to je X prebrojivo para-
kompaktan [6 : 398] prostor prebrojive zatvorene mreze. Lema 2.1.
zavr$ava dokaz.

O¢ito je da su separabilni metri¢ki prostori prebrojivo parakom-
paktni i prebrojive mreze jer imaju prebrojivu bazu. Za njih vrijedi
i ovaj teorem.

2.5. TEOREM. Neka je X = {X, ,f«5, A} dobro uredeni inverzni
sistem separabilnih metrickih prostora X« i zatvorenih preslikava-
nja f,z sa svojstvom |fz3 (x.)| < k. Ako je cf(A)>> o 1 za svaku to¢-
ku x, postoji f= 0o sa lfag (x ) =k, tada je X = limX A-slabo
(A-strogo) beskonaé¢no dimenzionalan onda i1 samo onda kada su X«
A-slabo (A-strogo) beskonaéno dimenzionalni.

Dokaz X je separabilan metri¢ki prostor jer iz [26] slijedi da
ima prebrojivu bazu. Primjenom teorema 2.1. zavr$avamo dokaz.

2.6. TEOREM. Neka je X = {X.,fq5,A} inverzni sistem sa svoj-
stvima: a) X, su lokalno povezani kompaktni metri¢ki prostori, b)
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[fod (xa)| <k za sve ¢, f = A i xq = X4,0) X je lokalno povezani
inverzni sistem [10 : 412]. Tada je X = limX A-slabo beskonaéno di-
menzionalan onda i samo onda kada su prostori X« A-slabo besko-
na¢no dimenzionalni.

Dokaz Iz [10] slijedi da je X lokalno povezan. To znaci da je
w(X) <IN, tj. da je X metrizabilan [4: 352]. Preostaje nam da pri-
mjenimo [12].

2.7. NAPOMENA. Iz [10] slijedi da uvjet c) moZemo zamijeniti
uvjetom ¢’) X je c-usmjeren ili uvjetom ¢”) X je dobro uredeni in-
verzni sistem. B

Iz leme 2.3. mozemo dobiti slijede¢i teorem.

2.8. TEOREM. Neka je X bilo koji inverzni sistem iz teorema 2.5.-
-2.6. uz zamjenu uvjeta of:;_:f (xx) s uvjetom: IFrf_Bl (x«)] <k aza
svaku to¢ku x, postoji «>>p za koji je |[Frf i (x.) = k. Ako su
svi prostori X, A-strogo beskona¢no dimenzionalni tada je X =
= limX A-strogo beskona¢no dimenzionalan.

Ako je f : X — Y zatvoreno preslikavanje sa svojstvom |f~1(y)| < k,
tada promatramo skupove Ax = {y: [f-1(y)| £ k—1 i Bk = y: [f 1(y)|
= k}. Ako X ima prebrojivu bazu £, tada za svaku tocku y & Bk po-
stoje Uy, ..., Uk iz baze tako da je U= x;, ' (y) = {x, ..., Xk} i
UNU =@,izj. Skup Y = N\{fU):i=1,...,k} je zatvoren i
y' & Y’ ima za posljedicu y & Bi. Na temelju svega ovoga dobivamo

2.9. TEOREM. Neka je f : X — Y zatvorena surjekcija sa svojstvom
f-1(y)| < k a prostori X i Y separabilni metri¢ki prostori. Prostor X
je A-slabo (A-strogo, S-slabo) beskona¢no dimenzionalan onda i samo
onda kada je Y takav prostor.

Dok az. Slicno kao i u napomeni 1.47. dokaz provodimo total-
nom indukcijom uz primjenu teorema 2.1. na Bx dok je za A teo-
rem 2.9. istinit po pretpostavci indukcije. Dokaz je gotov.

Akoje [f '(y) < No,tadajeY=B,UB,U...uB,u ...aX=
=f1(B)wvw ...uf-1(By v ....Primjena teorema 2.9. i teorema
21 iz [2:534] daje

2.10. TEOREM. Neka je f: X — Y zatvorena surjekcija izmedu se-
parabilnih metri¢kih prostora. Ako je [f—(y) <C R, tada je X A-sla-
bo beskona¢no dimenzionalan onda i samo onda kada je Y A-slabo
beskona¢no dimenzionalan.

Dokaz slijedeée leme sli¢an je dokazu leme 2.3.

2.11. LEMA. Neka je f: X— Y zatvorena surjekcija izmedu sepa-
rabilnih metri¢kih prostora. Ako je |Frf—1(y)| < Ro, y&< Y, tada iz
A-slabe beskona¢ne dimenzionalnosti prostora X slijedi A-slaba bes-
kona¢nost prostora Y. Obrnuto, iz A-stroge beskona¢ne dimenzio-
nalnosti prostora Y slijedi A-stroga beskona¢na dimenzionalnost
prostora X.

Na temelju ove leme moZemo iz dokaza teorema 2.5. dobiti
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2.12. TEOREM. Neka je X = {Xa«, fap A} dobro uredeni inverzni
sistem separabilnih metri¢kih prostora sa svojstvom cf(A) > w,. Ako
su preslikavanja f.; zatvorene surjekcije sa svojstvom |Frfzg (x4)| <C
< R, tada iz A-stroge beskona¢ne dimenzionalnosti prostora Xa,
ae=A, slijedi A-stroga beskona¢na dimenzionalnost limesa X ==
= limX.

U preostalom dijelu ovog odjeljka koristiti ¢emo slijedec¢i Sklja-
renkov teorem citiran u radu [1: 23].

2.13. TEOREM. Ako je f: X— Y preslikavanje slabo beskonaé¢no
dimenzionalnog kompakta X na strogo beskona¢no dimenzionalan
kompakt Y, tada postoji tocka y =Y za koju je |f1(y) >c = 2 X..

2.14. KOROLAR. Neka je f: X = Y surjekcija medu kompaktnim
prostorima sa svojstvom ]]f'—‘(y)I < Ro, y =Y. Ako je X A-slabo bes-
kona¢no dimenzionalan, tada je i Y A-slabo beskona¢no dimenzio-
nalan. Obrnuto, ako je Y strogo beskonaéno dimenzionalan, tada je
i X takav.

2.15. KOROLAR. Neka je f: X— Y surjekcija medu kompaktnim
prostorima sa svojstvom |Frf-(y)| <C R,, y =Y. Ako je Y strogo
beskona¢no dimenzionalan, tada je i X takav.

Odatle odmah na poznati nacin slijedi

2.16. TEOREM. Neka je X = {X, fap A} (c-usmjereni, Ri-us-
mjereni) inverzni sistem kompaktnih prostora X. i preslikavanja
f.s sa svojstvom ([Frfag (x.)| < Ro, |[Frap (xa) < Ro) [Frizs (xa) <
<_ k. Ako su X, strogo beskonaéno dimenzionalni, tada je X —
= limX strogo beskona¢no dimenzionalan.

Slijedec¢a lema je jednostavna posljedica definicije beskonacne
dimenzionalnosti.

2.17. LEMA. Normalan prebrojivo kompaktan prostor je A-slabo
beskona¢no dimenzionalan onda i samo onda kada je S-slabo bes-
kona¢no dimenzionalan.

2.18. LEMA. [2: 543]. Normalan prostor X je S-slabo beskonaéno
dimenzionalan onda i samo onda kada je maksimalna kompaktifi-
kacija X slabo beskonaéno dimenzionalna.

2.19. KOROLAR. Neka je f: X— Y zatvorena surjekcija sa svoj-
stvom [f~1(y)] <k, y=Y. Ako su X i Y normalni prostori, tada
S-slaba beskonaéna dimenzionalnost prostora X ima za posljedicu
S-slabu beskona¢nu dimenzionalnost prostora Y.

Dokaz Neka je ff : BX — fY prosirenje preslikavanja f na mak-
simalnu kompaktifikaciju gX. Iz leme 1. rada [22] slijedi da je
I(BD)—1(y)| < k za svaku toc¢ku y< Y. Iz 2.18. i 2.14. slijedi da je Y
S-slabo beskona¢no dimenzionalan.

Potpuno analogno, uz primjenu leme 2.17., dokazujemo

2.20. TEOREM. Neka je f: X — Y zatvorena surjekcija medu nor-
malnim prebrojivo kompaktnim prostorima tako da je |f (y)/< k.
Ako je X slabo beskonaéno dimenzionalan, tada je i Y slabo besko-
na¢no dimenzionalan,
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2.21. Napomena. Dovoljno je u prethodnom teoremu pretpostavi-
ti da je |Frf 1(y)| <  k za svaku to¢ku y = Y.

Odatle odmah slijedi ovaj teorem za neprekidnost stroge besko-
nacne dimenzionalnosti.

2.22. TEOREM. Neka je X = {Xs, fas A} inverzni sistem normal-
nih prebrojivo kompaktnih X. i potpuno zatvorenih preslikavanja
f.s sa svojstvom Frfazp (x.)) < k. Ako su prostori X« strogo bes-
kona¢no dimenzionalni, tada je i X = limX strogo beskonac¢no di-
menzionalan.

Dokaz. Iz rada [16] slijedi da je X prebrojivo kompaktan. Pro-
jekcije f« su potpuno zatvorena preslikavanja [9]. To znaéi da je
za svaka dva disjuktna zatvorena podskupa F,, F, T X skup f«
(F,) N\ f« (F,) konac¢an. Odatle pak lako slijedi da postoji « < A za
koji je fa«(F,) N\ fa(F,;) = ¢. Sada iz normalnosti prostora X. sli-
ziedki normalnost limesa X. Primjenom napomene 2.21. zavrSavamo

okaz.

2.23. TEOREM. Ako su prostori X« kompaktni, tada u teoremu
2.22. moZemo izostaviti pretpostavku potpune zatvorenosti preslika-
vanja. Vidi teorem 2.16.

U prvom odjeljku ispred teorema 1.31. definirali smo f-sisteme.
Primjenom svojstva navedenog u dokazu teorema 1.31. i korolara
3.6.3. iz rada [6] lako slijedi
2.24. TEOREM. Ako je X = {Xs, fay, A} inverzni f-sistem s normal-
nim limesom X, tada je prostor X homeomorfan limesu sistema
X = {pXa, pfap, A}.

2.25. TEOREM. Neka je X = {X4 fus A} c-usmjereni inverzni si-
stem Lindelofovih prostora X. i zatvorenih preslikavanja f.z sa
svojstvom 'fr5 (xa)] < k. Prostor X = lim X je S-slabo (S-strogo)
beskona¢no dimenzionalan onda i samo onda ako su prostori X
takvi.

Dokaz Iz [25: 28] slijedi da sistem X zadovoljava 2.24. 1 2.23.
Lema 2.18. zavrsava dokaz.

2.26. TEOREM. Neka je X = {X«, f43, A} dobro uredeni inverzni
sistem normalnih prostora X« sa svojstvima hl(X.) << R: i cf(A) >
> w. . Ako su preslikavanja f.z takva zatvorena preslikavanja da
je If74 (x«) <k, tada je X = lim S-slabo (S-strogo) beskona¢no di-
menzionalan onda i samo onda kada su prostori Xa. takvi.

Dok az Iz rada [15] slijedi da je X f-sistem. Preostali dio doka-
za sli¢an je onom u prethodnom teoremu.

Potpuno analogno se na temelju [25: 28], [13] i [22] dokazuje

2.27. TEOREM Neka je X = {Xa, {45, A} o-usmjereni inverzni si-
stem prostora X sa Suslinovim brojem ¢ (X«)' <C R, i otvoreno-za-
tvorenim preslikavanjima fa.gsa |fas (xs) < k Limes X = lim X je
S-slabo (S-strogo) beskonaéno dimenzionalan onda i samo onda ka-
da su prostori X, S-slabo (S-strogo) beskona¢no dimenzionalni.
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Zavrsimo sada ovaj odjeljak s nekim teoremima za inverzne siste-
me beskona¢no dimenzionalnih Cantorovih mnogostrukosti. Doka-
Zimo najprije jednu pomodnu lemu.

2.28. LEMA. Neka je f: X — Y preslikavanje sa [f-1(y)| < o, a
F < X kompaktan potprostor. Ako je F slabo beskona¢no dimenzio-
nalan, tada je i f(F) slabo beskona¢no dimenzionalan.

Dok az. Neka je X, skup koji se dobiva ako skupu X\ v {Intf!
(y)} dodamo jednu to¢ku iz f-'(y) N\ F ako je Frf—i(y) N\ F = @. Re-
strikcija /X, zadovoljava uvjete leme 2.11. Dokaz je gotov.

2.29. TEOREM. Neka je X {Xe«, fos, A} inverzni sistem besko-
na¢no dimenzionalnih Cantorovih mnogostrukosti X.. Ako su pre-
slikavanja f.; monotona i | Frfz; (x«) < k, tada je X = lim X besko-
naéno dimenzionalna Cantorova mnogostrukost.

Dokaz Neka je F slabo beskonadno dimenzionalni podskup
limesa X. Iz prethodne leme slijedi da je f«(F) slabo beskona¢no di-
menzionalan za svaki a < A. Inverzni sistem Y. iz dokaza teorema

1.35. ima povezan limes jer su f. monotona preslikavanja. Sada mo-
Zemo dalje nastaviti dokaz kao i za teorem 1.35.

Potpuno analogno dokazuje se slijedeci teorem.

2.30. Neka je X = {Xa, fa5, A} c-usmjereni ( R,-usmjereni inverz-
ni sistem beskona¢no dimenzionalnih Cantorovih mnogostrukosti
Xa. Ako su preslikavanja f.s takva monotona preslikavanja da je

| Frizg (xe) | < Mo (| Frfag (xo) | <{R,), tada je X = lim X beskona¢-
no dimenzionalna Cantorova mnogostrukost.
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ITvan Lonc¢ar

MAPPINGS OF THE INFINITE-DIMENSIONAL SPACES

Let f : X~ Y be a mapping between normal spaces. Under which
conditions on f, X and Y does the A-weak (A-strong) infinite-dimen-
sifonality of Yy hold from A-weak (A-strong) infinite-dimensionalv
of X.

In the present paper the partial answers for open and for closed
mappings are given.

In Section 1. we prove that, if f: X—Y is an open surjection
between separable metric spaces such that Frf—'(y) has an isolated
point (f'(y) is discrete), then Y is Aweakly infinite-dimensional if
(iff) X is A-veakly infinite-dimensional (1.4. Lemma and 1.13. Theo-
rem). By virtue of this statements we prove that lim X is A-strong-
ly infinite-dimensional if X is an inverse sequence of A-strongly

infinite-dimensional separable metric spaces such that 1<{| Frfam
(xu) <k (1.8. Theorem). If Xis a well-ordered inverse system, then

one can assume that Frf,; (xa) is a discrete subspace of X3 (Theorem
1.10.). In Lemma 1.24. and 1.25. we prove that if f: X — Y is a local
homeomorphism between hereditarily Lindelof spaces, then a clos-
ed subset A of X is A-weakly infinite-dimensional iff f(A) is A-weak-
ly infinite-dimensional. In theorems 1.28.—1.34. we consider the
inverse systems of A-weakly (A-strongly) infinite-dimensional spa-
ces and open bonding mappings with finite fibers. In this case the
limit of inverse system of infinite-dimensional Cantor-manifolds is
an infinite-dimensional Cantor-manifold (Theorem 1. 35. and 1.36.).

Section 2. contains the results on infinite-dimensionality under
closed mappings with finite or contable fibers. Using Theorem 2.13.
and S-weak infinite-dimensionality of X (Lemma 2.28.) we prove
some theorems for a A-weak (A-strong) infinite-dimensionality of a
limit of an inverse systems of countably compact spaces (2.22. Theo-
rem) and for a o-directed inverse system of Lindelof spaces (2.25.
Theorem). Inverse systems of infinite-dimensional Cantor-manifolds
are also considered (2.29. and 2.30. Theorem).
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