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ABSTRACT. The main purpose of this paper is the proof of the following theorems:

a) A space X is QHC iff the space Exp(X) is QHC,
b) A space X is nearly compact iff Exp(X) is nearly compact.

1. Uvod

Neka je X topoloski prostor. Partitivni skup prostora X oznac¢avati éemo simbolom P(X).
Podskup partitivnog skupa &iji su elementi neprazni A = X oznatavamo s A(X). Podskup
partitivnog skupa ¢iji su elementi zatvoreni F = X (kompaktni zatvoreni K < X, zatvoreni
i povezani C = X) oznadavat ¢emo simbolom Exp(X) (Z(X), C(X)). Sve navedene skupove
najéedée snabdijevamo eksponencijalnom topologijom ([C], [K], [E]) pomoéu baze sastav-
ljene od skupova

<Up..Ui>={YecX:Yc U J..UU; U] Y € O za sve j=1,...k},

gdje su Uy,..., Uy otvoreni podskupovi prostora X [E]. To znaéi da je podbaza eksponenci-
jalne topologije sastavljena od slijedeée dvije vrsta skupova:
Exp(U) = {Y:Y < U, U otvoren u prostoru X},
<X,U>={Y:Yc X,Y[)U# @, U otvoren u X}.

Najcedée se promatra skup svih zatvorenih podskupova prostora X. Tada je Y u gornjim
relacijama takoder zatvoreni podskup prostora X. Poznate su jo§ dvije topologije na A(X).
Prva od njih, ®-topologija, definirana je bazom <G > = { L € A(X) : L < G}, gdje je
G.otvoren podskup prostora X. Pseudobaza A-topologije na A(X) sastavljena je od skupova
MU)={Le AX): LU # @, U otvoren u X}.

Mi éemo promatrati jod neke topologije na skupovima Exp(X), Z(X) i C(X) koje su
dozvoljene u smislu Michaela [Mi:153], tj. takve da postoji homeomorfizam i, koji ima
svojstvo da je i(x) = {x} za svaku to¢ku x € X. Razumije se da je to moguée samo ako
je X T, prostor.
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2. Hiperprostori H-zatvorenog prostora

KaZemo da je prostor X QHC ako svaki otvoreni pokrivaé U = {U,:a€ A} posjeduje
konaénu potfamiliju {Uy,;...,Uw} sa svojstvom X = CI Uy, J ... U CI U,,. Ako je prostor
X QHC i Hausdorov, tada kaZemo da je X H-zatvoren ([L3], [L6]).

Podskup A < X je ©-zatvoren ako sadrZi svaku tocku x € X, €ija svaka otvorena okolina
U ima svojstvo CI U [] A # @.

Svaka totka Hausdorfova prostora X je @-zatvoren skup. Presjek ©-zatvorenih skupova
je ©-zatvoren skup. Unija konatno mnogo ©-zatvorenih skupova je ©-zatvoren. K tome
je svaki ©-zatvoren skup zatvoren. Uvodimo nadalje ®-otvorene skupove kao komplemente
©-zatvorenih. Svaki ©®-otvoreni skup je otvoren. Jasno je iz navedenih svojstava i definicija
da familija ©-otvorenih skupova predstavlja T, topologiju slabiju od zadane topologije [L6].
Ako je polazna topologija na X oznadena s t, tada ovu topologiju ozna¢avamo s Ot.

2.1. LEMA. Ako je (X,t) H-zatvoren prostor, tada svaka centrirana familija @-zatvorenih
skupova ima neprazan presjek tj. prostor (X, @) je T, kvazi-kompakt. Dokaz. Vidi [L6].

2.2. PROBLEM. Da li vrijedi obrat ove teme?

2.3. DEFINICIJA. Prostor X je ©®-kompaktan ako svaki ©®-otvoren pokriva¢ ima kona¢an
potpokriva¢, odnosno ekvivalentno, ako svaka centrirana familija ©-zatvorenih podskupova
ima neprazan presjek.

2.4. LEMA. Svaki QHC prostor je ©-kompaktan.

2.5. LEMA. T, prostor (X, t) je ®-kompaktan onda i samo onda kada je prostor (X,
Ot) kvazikompaktan.

Za svaki H-zatvoreni prostor X postoji apsolut a(X) (u smislu Iliadisa i Fornina [IF:44])
i ©-neprekidno, zatvoreno ireducibilno preslikavanje nt : a(X) —X. K tome je a(X) kom-
paktan, nula-dimenzionalan i ekstremno nepovezan [IF:40]. Nije teko pokazati da je
®-neprekidna slika kompakta QHC prostor. Imamo dakle

2.6. LEMA. ©-neprekidna slika kompakta je QHC prostor. Hausdorffov prostor X je
H-zatovren onda i samo onda kada postoji ©-neprekidno preslikavanje kompakta K na
prostor X.

2.7. LEMA. Neka je X Hausdorffov prostor i m : a(X) — X prirodno preslikavanje
apsoluta a(X) na prostor X. Za svaki H-zatvoreni potporostor F = X postoji kompakt F*
< a(X) sa svojstvom m(F*) = F.

Dokaz. Vidi [IF:53], gdje je definiran reducirani original Fskupa F, koji je kompaktan
ako je F H-zatvoren.

KaZemo da je podbaza S prostora X [] — podbaza ako za svaku tocku X prostora X
postoji bazna okolina U = B[] ... [] B,, B; € S, to¢ke x takva da je Cl (B[] ... [] Bn)
=ClB;[]...MNClB,.

Nije tesko pokazati da je podbaza produkta prostora [ ] — podbaza. Za ovaj rad vaZnija
je slijedecéa lema.

2.8. LEMA. Za svaki T, prostor X je podbaza eksponencijalne topologije prostora
Exp(X) [ - podbaza.

Dokaz. Za svaku tocku iz Exp(X) postoji bazna okolina eksponencijalne topologije oblika
<Uy,...,Us>. Neka je U = Uy |J ... U U,. Jasno je da je <Uy,...,U,> = Exp(U) [ <X,
U; > ... N <X, U,>. Dakle je Cl <Uy,...,U,> = ([K:L,169]) = <Cl U;,...,Cl Up>
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=Exp(CU,U..UCU)N <X, CAU>[]..MN <X, ClU, > = Exp (CLU) N
<X, QU ... N <X, Cl U,> = Cl Exp(U) N C1 <X, U; > () ... N Cl <X, Uyp>.
Iz svih ovih jednakosti slijedi CI(Exp(U) [ <X, U;> [ ... [ <X, U,>) = Cl Exp(U)
N Cl<<X, U>[)...[ Cl <X, U,>. Dokaz je gotov jer su Exp(U) i <X, U;> elementi
podbaze eksponencijalne topologije.

Sada dokazujemo dva glavna teorema ovog odjeljka.

2.9. TEOREM. Neka je X prostor s [ |-podbazom S. Da bi prostor X bio QHC, nuZno
je i dovoljno da svaki S — pokrivaé U prostora X posjeduje potfamiliju {U;:U; € U, i=1,...n}
sa svojstvom C1 U, (] ... (L1 U, = X.

Dokaz. Nuznost. O¢igledno.

Dovoljnost. Pretpostavimo dakle da postoji bitno beskonacan otvoreni pokrivaé A* pro-
stora X, tj. pokrivaé A* koji nema potfamilije {Uy,...,U,} sa svojstvom

av,y..nay, =X (1)

DokazZimo da postoji maksimalan bitno beskonacan otvoreni pokriva¢. Neka je A < A,
c ... c Ay ..., o<, transfinitan niz bitno beskonaénih pokrivada prostora X. Neka je B
unija svih pokriva¢a niza. Kada B ne bi bio bitno beskonacan, tada bi postojali Uy,...,Upy,
€ B sasvojstvom (1). MoZemo pretpostaviti da je U; € A,,. Neka je p = max }a;:i=1,...,m}.
Naravno, f§ je jedan od a;, recimo o,. Tada su svi U, elementi pokrivaéa A, . Iz pretpostavke
da vrijedi (1) sada slijedi da A,_ nije bitno beskona&an. Iz ove kontradikcije slijedi egzisten-
cija maksimalnog bitno beskona¢nog pokrivaca. Neka je dakle A takav maksimalan bitno
beskonadan pokriva¢ i neka je P familija svih otvorenih podskupova prostora X koji ne
pripadaju pokrivau A. Naravno da je U € P onda i samo onda kada postoji kona&na
potfamilija {Uj,...,U,} pokrivaia A sa svojstvom

Aulau .. Uat=X ).

Kakoje ClU € X - {C1U; J ... UCQlU},ojeIntClUSX - {(ClU, U ... U
Cl U,}. Odatle slijedi

mcauyaouy..yay,=x. (3)
Za neki drugi V € P bit e analogno
mavyav,y..yav, =X (4)
Odatle slijedi da je
(IntClUMIntCIV)J ...UCU, Uav,y..ydav, =X, (5)

tj. Int ClLU () Int C1 V € P. K tome iz (5) slijedi da je Int C1 U [ Int Cl V neprazan,
tj. da je U [) V neprazan jer iz U [| V = ¢ slijedi Int CLU (] Int C1 V = ¢. Iz (5) jo§
slijedi da je
CmCUNmAVYUAUUUCU, :AV,U..UC Va=X, (6)
i,
@Cmcavycamavyyau,U..Uauv,ucav,U..Uc V. =X,

odnosno
aunavvuau yd.ya.yavy..yav,=Xx (7)
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Odatle slijedi
ciunaver (8)

Nadalje iz (2) slijedi da ako je Cl W = Cl U, tada je
WeP (9)

Iz svega slijedi da je P filtar. Neka je sada x bilo koja tofka prostora X. Postoji U € A
sa svojstvom x € U. Postoji nadalje bazna okolina V =S, ] ... S, gdje je §; € S, i=1,....k,
sa svojstvom x €E Uc V. Otitojedaje V € A ¢ A jeriz V, € Pte (8) i (9) slijedi U €
P, §to nije. Iz definicije [)-baze slijedi CIV = C1 (S, (] ... 1 S) =Cl1S; ... N Cl S
Iz ¢injenice da je V & P i (8) slijedi da za barem jedan S; vrijedi S; € A. Dakle je A [
§ opet pokriva¢ prostora sastavljen od elemenata [ )-baze S, koji je bitno beskonaéan jer
je takav i A. Ovo je medutim u suprotnosti s pretpostavkom o S u teoremu 2.9. Dokaz je
gotov.

2.10. TEOREM. Da bi T, prostor X bio QHC, nuZno je i dovoljno da Exp(X) bude QHC.

Dokaz. Dovoljni dio teorema. Ako je U neki pokriva¢ prostora X, tada je <X, U> =
{<X, U>:U € U} pokriva¢ prostora Exp(X). Iz pretpostavke da Exp(X) QHC slijedi da
postoje skupovi <X, U;>,....<X, U;> sa svojstvom Cl <X, U;> |J ... U Cl <X, U,>
= Exp(X). Dakle je <X, C1U; < | ... 8 <X, Cl U,> = Exp(X). Jasno je da je takoder
X=ClU ... U QU,. To znaé da je X QHC. Dokaz dovoljnog dijela je gotov.

Dokaz nuinog dijela teorema: 1z teorema 2.9 i 2.8 slijedi da je dovoljno pokazati da za
bilo koji podbazni pokrivaé U postoji kona&na potfamilija sa svojstvom <X, XI U;> |
L U<X,au,> UExp (V) U ... U Exp (Vm) = Exp(X). Neka je Exp(X) = |J {<X,
U> : U € U>} |J {Exp(V) : V € U}. Promatrajmo skup A = X - |J {U: U € U}:
Kako je A [) U = ¢ za svaki element tipa U, to je A € Exp(V) zaneki V € U, tj. A
c V. Nekaje B=V-AiC=X-ClV. Skup CIC je regularno zatvoren, pa je i QHC.
To znadi da postoji konaéno mnogo U-ova koji imaju svojstvo CIC <« C1 U, J ... U C1
U,. Svaki zatvoreni podskup F < X je ili dio skupa V ili sije¢e Cl C, tj. sijee neki Cl U;.
Dakle je Exp(C) = Exp(V) U <X, Cl U;> UJ ... U <X, Cl U,>. Pogotovo je sada
Exp(X) = Cl Exp(U) I C1 <X, U;> | ... lJ Cl1 U,.. Prema tome, podbazni pokriva¢ U
nije bitno beskona¢an. Iz teorema 2.9. slijedi da je Exp(X) QHC prostor. Dokaz je gotov.

Promatrajmo sada neke potprostore hiperprostora Exp(X). U daljnjem tekstu bit ée nam
potrebna slijedec¢a poznata lema.

2.11. LEMA. [E:162]. Neka je X Hausdorffov prostor, J,(X) potprostor prostora Exp(X)
&iji elementi sadrZe najviSe n to¢aka prostora X i J(X) = |J {J, (X) : n € N}. Neka je
nadalje j, : X" — J,(X) preslikavanje koje svakoj tocki (xy,...,x,) EX" pridruuje to¢ku
{X1,....%a} € J, (X). Tada je j; homeomorfizam a svako preslikavanje j, je neprekidno
zatvoreno preslikavanje s kompaktnim originalima tocaka, tj. perfektno preslikavanje.

Dokaz. Sve osim kompaktnosti originala je poznato (vidi [E] ili [K]), a perfektnost
originala slijedi iz &injenice da se u totku {Xi,....x,} € J.(X) preslikava najvise n! tofaka
prostora X",

2.12. NAPOMENA. Ako je X T, prostor, tada j,, n=2, ne mora biti zatvoreno preslika-
vanje, ali ostaje neprekidno.

2.13. LEMA. Da bi T, prostor X bio QHC, nuzno je i dovoljno da J,(X) bude QHC za
svaki prirodan broj n.
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Dokaz. NuZnost. Poznato je da je produkt QHC prostora QHC prostor [H]. Dakle je
X" QHC prostor. Nadalje je neprekidna slika QHC prostora QHC prostor (Lema 2.6), pa
je Jo(X) QHC kao neprekidna slika prostora X" preko preslikavanja j,.

Dovoljnost. Neka je U otvoreni pokriva¢ prostora X. Jasno je da je = {<X, U>:
U € U} pokrivaé prostora Exp(X). Kako je J,(X) QHC, postoji kona¢na potfamilija familije

sa svojstvom Cl <X, U;> | ... [J Cl <X, U,> < I, (X). Odatle slijedi <(X, C1 U;>
U.U<X AU>cJy(X)[K:I, 169]i X = Cl U, | ... U ClI U,. Dokaz je gotov.

2.14.1. NAPOMENA. Iz ovog dokaza slijedi da je X QHC ako je QHC bilo koji Y sa
svojstvom J;(X) = Y = Exp(X).

Promatrajmo sada skup svih zatvorenih F < X za koje postoji kompakt K < a(X) sa
svojstvom n(K) = F. Kao potprostor od Exp(X) neka je oznaZen simbolom Expg(X). Ako
sa Expu(X) ozna¢imo potprostor prostora Exp(X) sastavljen od H-zatvorenih potprostora
prostora X, tada iz leme 2.7. slijedi 2.15. LEMA. Expu(X) je potprostor prostora Expg(X).

Jasno je da su prostori Expu(X) i Expk(X) jednaki kao skupovi onda i samo onda kada
je svaki zatvoreni potprostor prostora X i H-zatvoren, tj. onda i samo onda kada je X
kompaktan [IF:52, Theorem 9.].

Dokazimo sada posljednji teorem ovog odjeljka.

2.16. TEOREM. Da bi T; prostor X bio QHC, nuZno je i dovoljno da Expg(X) bude
QHC prostor.

Dokaz. Neka je X H - zatvoren, DokaZimo da je Expg(X) QHC prostor.

Prije svega Expk(X) je T, prostor jer je potprostor T, prostora Exp(X) [K:170]. Nadalje
je Exp(a(X)) kompaktan jer je i apsolut a(X) kompaktan ([F:40] i [K:11, 52-53]). Iz
definicije prostora Expg(X) slijedi da postoji preslikavanje p:Exp (aX) — Expk(X) koje
svakom elementu CEExp(a(X)) pridruZuje element n(C) prostora Expg(X). K tome je
preslikavanje p surjekcija. DokaZemo li jo§ da je p ©-neprekidno preslikavanje, tada ée iz
leme 2.6. slijediti da je Expx(X) QHC. Neka je F € Expg(X) i <Ujy,...,U;> neka njegova
okolina. Postoji kompakt K = a(X) sa svojstvom n(K) = F. Za svaku to¢ku x € K je n(x)
u nekom Uj, i=1,...,n. Zbog ©-neprekidnosti preslikavanja m postoji okolina V, tocke x
sa svojstvom da je n(Cl V,) = Cl Uj za sve U; u kojima se ni(x) nalazi. Kako je K kompakt,
postoji konaéno mnogo okolina V, koje pokrivaju K. Uveéajmo tu kolekciju okolina s jo¥
kona¢no mnogo okolina V, (ako je potrebno), tako da za svaku okolinu Uj postoji jedna
od tih okolina za koju je n(Cl V,) = Ci U;. Sada je <V,,...,V, > okolina komapkta K.
Iz relacije Cl V,,....V,> = <Cl V,,...,Cl V,) sada slijedi p(Cl <V,,...,.V,>) < Cl
<Uy,...,Uy>. Dokaz @-neprekidnosti preslikavanja p je gotov, a time i dokaz nuZnog dijela
teorema.

Neka je Expx(X) QHC prostor. DokaZzimo da je X QHC prostor. Kako je
Expk(X) < Ji(X), to iz napomene 2.14.1. slijedi da je X QHC prostor. Dokaz teorema je
gotov.

3. Hiperprostor skoro kompaktnih prostora

Otvoren skup U prostora X je regularno otvoren ako je Int C1 U = U. Skup F za koji
je F = Cl Int F zove se regularno zatvoren skup. Komplement regularno zatvorenog skupa
je regularno otvoren skup i obratno. Veoma vaZno svojstvo iskazuje slijedeca lema.

3.1. LEMA. [E:37]. Presjek regularno otvorenih skupova je regularno otvoren.
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Kazemo da je topoloski prostor X skoro kompaktan ako svaki pokrivaé prostora X
sastavljen od regularno otvorenih skupova ima konacan potpokriva¢ [H:432].

Prostor X je potpuno Hausdorffov prostor. Ako svake dvije razli¢ite toke prostora imaju
okoline s disjunktnim zatvorenjima.

3.2. LEMA. [H:433]. Hausdorffov prostor X je skoro kompaktan onda i samo onda
kada je H-zatvoren i potpuno Hausdorffov.

Iz leme 3.1. slijedi da je familija RO svih regularno otvorenih prostora X baza slabije
topologije na X. Ozna¢imo li tako dobiveni prostor sa s(X) i nazovemo poluregularizacija
prostora X [E:84], imamo

3.3. TEOREM. Hausdorffov prostor X je skoro kompaktan ako i samo ako je s(X)
kompaktan prostor.

Dokaz. Vidi [H].

DokaZimo sada glavni teorem ovog odjeljka.

3.4. TEOREM. Neka je B otvorena [ |-podbaza prostora X. X je skoro kompaktan ako
isamo ako svaki pokrivaé U = {Int Cl B:B € B} ima konacan potpokriva¢.

Dokaz. Nuznost. Ako je X skoro kompaktan, tada o¢ito U ima kona€an potpokrivac.

Dovoljnost. Pretpostavimo da X nije skoro kompaktan. To zna¢i da postoji pokrivaé
sastavljen od elementa familije RO (regularno otvorenih skupova prostora X), koji je bitno
beskonacan, tj. nema konacan potpokriva¢. Neka je M familija svih takvih bitno beskonag-
nih pokriva¢a. Jednostavno se pokazuje da je ova familija induktivna, tj. svaki transfinitan
monotoni niz pokriva¢a iz M ima gornju ogradu. To je u ovom sluéaju unija pokrivada
niza. Iz induktivnosti slijedi da M ima maksimalan element P. Odatle slijedi da za svaki
regularno otvoreni skup a pokrivaé P|_J(A) nije bitno beskonadan. Postoji dakle kona¢no
mnogo skupova Py,...,P,, za koje vrijedi

AUPU..UP.=X,PE P, i=1,...n (1.

Neka je R familija svih regularno otvorenih skupova koji ne pripadaju pokrivaiu P.
Obratno, ako za neki A € RO vrijedi (1), tada je A &€ P. Odatle odmabh slijedi

B¢PiBcC—CéP )
Analogno se dokazuje [K:II, 10]
A¢PiBeEP—>(AB) ¢P. (3)

Napomenimo jos da je A (1] B takoder regularno otvoren podskup prostora X. PokaZimo
da iz (2) i (3) slijedi da je P[] {Int Cl B:B € B) pokriva¢ prostora X. Neka je x € X.
Kako je P pokrivaé prostora X, postoji P € P sa svojstvom x € P. Postoji nadalje bazna
okolina U tocke x sa svojstvom x € U < P. Odatle slijedi da je x € Int C1 U < P jer je
P regularno otvoren. Postoje nadalje B;, i=1,....k, sa svojstvom U = B; [) ... [ B,
Naravnodaje Int ClU =Int CIB, (] ... [ | Int C1 B [K:I, 61] jer je B [ )-podbaza. Dakle je

X €Int CIB, () ... N Int CI B c P.

Iz (2) i (3) slijedi da postoji barem jedan Int Cl By, I=1,..,k, za koji je x € Int Cl B; €
P () {Int C1 B:B € B}. Dakle je P [ {Int Cl B:B € B) pokrivaé prostora X. Kako je
P bitno beskonacan, takav je i P[] {Int Cl B:B € B). To je, medutim, u suprotnosti s
pretpostavkom teorema. Dokaz je gotov.
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3.5. LEMA. Ako su Uy,...,U, otvoreni skupovi T, prostora, tada vrijedi jednakost
Int Cl <U,,...,U,> = <Int Cl Uy,...,Int Cl U,>.

Dokaz. Iz poznate relacije Cl <Uj,...,U,> = <Cl Uy,...,Cl U,> ([K,I:169] ili [Mi:156])
je Int CI <Uy,...,U,> = Int <Cl U,,...,Cl U,>. S druge strane je ofito da vrijedi <Int
Cl Uy,...,Int C1 Uy;> < Int <Cl Uy,...,Cl U,>. Dakle je <Int Cl Uy,...,Int C1 U,> < Int
Cl <Uj,...,U;>. Dokazimo da vrijedi Int Cl <Uy,...,U,> < <Int Cl U,...,Int Cl U,> i
dokaz ée biti gotov. Neka je B € Int Cl <U,,...,U,>. Dakle je B € <Cl U,...,Cl U,>
i postoji okolina <V/,. ...Vi.> totke B koja se cijela nalazi u Cl <Uy,...,U,> = <Cl U,,...,Cl
U,>. Za svaki V; postoji Uj sa svojstvom V; < CI Uj, jer bi u suprotpostojala totka x €
Vi-(CU U ..UCdU,). Uzmemo 1i F = {x, x, € Vi, kij}, tada je F u okolini
<Vy,...,Vi>, a nije u <Cl Uj,...,Cl U,>, §to je nemoguce. Analogno se pokazuje da za
svaki U; postoji barem takav Vj sa svojstvom V; c Uj. Odatle konaéno slijedi da je B €
<Int Cl Uy,...,Int Cl U,>. Dokaz je gotov.

Drugi glavni teorem ovog odjeljka jest slijedeéi teorem.

3.6. TEOREM. T, prostor X je skoro kompaktan onda i samo onda kada je prostor
Exp(X) skoro kompaktan.

Dokaz. Neka je X skoro kompaktan. DokaZimo da je Exp(X) skoro kompaktan. Iz leme
3.4. slijedi da je dovoljno pokazati da se podbazni pokrivaci prostora Exp(X) reduciraju na
konacne potpokrivace. Neka je U pokriva¢ prostora Exp(X) sastavljen od podbaznih regu-
larno otvorenih skupova prostora Exp(X). Pokrivaé U posjeduje skupove prve vrste <C,
Int Cl U>, U otvoren u X, i skupove druge vrste Exp(Int Cl U). U otvoren u prostoru
X. Neka F komplement unije —svih Int ClU, gdje je <X, Int Cl U> € U. Kako je F )
Int Cl U prazan za sve takve U, to je F  Int T ClI V za neki V za koji je Exp (Int Cl V)
€ U. Skup G = X - Int Cl V je regularno zatvoreni podskup prostora X i moZe se zbog
skore kompaktnosti prikazati kao Int C1U; |J ... J ... Int C1 U, = G. Odatle <X, Int
CU>U ... U <X, Int Cl U,> |J Exp (G) = Exp(X). Kako su skupovi <X, Int Cl
U>, U otvoren u X, elementi podbaze prostora X, a Int Cl <X, U> = <X, Int, C1 U>
(Lema 3.5), to je prema teoremu 3.4. Expl.(X) skoro kompaktan.

Obratno, neka je Exp(X) skoro kompaktan. DokaZimo da je X skoro kompaktan. Neka
je U regularno otvoreni pokrivaé prostora X. Familija V = {X, Int Cl U> : U € U) je
regularno otvoreni pokrivaé prostora Exp(X) jer je Int Cl <X, U> = <X, Int Cl U>
(Lema 3.5). Kako je Exp(X) skoro kompaktan, to V ima konadan potpokriva¢ {<X, Int
Cl U;>,...,<X, Int Cl Ug>}. Otito je da je {Int Cl Uy,....Int Cl Uy} konaéan potpokrivaé
pokrivaéa U. To znati da je X skoro kompaktan. Dokaz je kona¢no gotov.

4. ZavrSne napomene

Neka je X QHC prostor. 1z leme 2.1. slijedi da ©-zatvoreni podskupovi prostora X igraju
sliénu ulogu kao zatvoreni u kompaktima. Razumno je zbog toga promatrati prostor Ex-
pe(X) svih ©-zatvorenih podskupova prostora X u eksponencijalnoj topologiji. Iz definicije
©-topologije (pocetak 2. odjeljka) slijedi da postoji neprekidan identitet id: X — ©X. Zbog
toga postoji i neprekidan identitet ide : Expe(X) — Exp (©X). Oznadimo li simbolom
Exp®(X) skup svih ®-zatvorenih skupova prostora X u topologiji s bazom <Uj,...,U,>,
gdje su Uy,...,U, ©-otvoreni podskupovi prostora X, tada preslikavanje ide postaje homeo-
morfizam. Vrijedi dakle

4.1. TEOREM. Ako je prostor X QHC prostor, tada je Exp®(X) kvazikompakt.
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Za ©-kompaktne prostore iz definicije 2.3. obrat o¢ito vrijedi, tj.

4.2. TEOREM. Prostor X je ©-kompaktan onda i samo onda kada je Exp®(X) kvazikom-
paktan prostor.

U H-zatvorenim prostorima svakako vaZnu ulogu imaju H-zatvoreni potprostori. Neka
je Expu(X) skup svih zatvorenika potprostora prostora X u eksponencijalnoj topologiji.

4.3. PROBLEM. Da li je Expu(X) QHC kada je X H-zatvoren (ili QHC)?
Kako je svaki konacan podskup QHC, to iz napomene 2.14.1. slijedi

4.4. TEOREM. Ako je Expy(X) QHC, tada je X QHC.

Potprostor hiperprostora Expy(X) je Z(X), hiperprostor kompaktnih potprostora.
4.5. PROBLEM. Da li je Z(X) QHC kada je X QHC?

4.6. LEMA. Ako je Z(X) QHC, tada je X QHC.

Dokaz. Vidi napomenu 2.14.1.

Prostor X je C-kompaktan [HL] ako za svaki zatvoren podskup A = X i svaki otvoreni
pokrivaé {U, : o € A} podskupa A postoji konagna potfamilija {U,,...,U,, sa svojstvom
A c CI U,}. Svaki C-kompaktan prostor je QHC prostor.

Iz teorema 2.10. sada slijedi

4.7. TEOREM. Ako je X C-kompaktan, tada je Exp(X) QHC prostor.
4.8. PROBLEM. Da li je Exp(X) C-kompaktan kada je X C-kompaktan?
4.9. PROBLEM. Ako je Exp(X) C-kompaktan, da li je X C-kompaktan?

Neka je Exp,(X) odnosno Exp;(X) skup svih zatvorenih podskupova prostora X u %-to-
pologiji odnosno A-topologiji. O¢ito su ove dvije topologije slabije topologije od eksponen-
cijalne, pa iz teorema 2.10. i 3.6. slijedi

4.10. TEOREM. Ako je X QHC prostor, tada su Exp,(X) i Expy(X) QHC prostori.
4.11. PROBLEM. Da li vrijedi obrat teorema 4.10?
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Ivan Lonéar
HYPERSPACES OF H-CLOSED SPACES

Let X be a topological space. By Exp(X) we denote the set of all closed subset of X
with the Vietoris topology. The properties of Exp(X) in the case of compact X are well-
known. For proving the analogous properties of Exp(X) for H-closed X we firstly generalize
Alexander’s lema for H-closed and for nearly compact spaces. For this purpose the notion
of [] — subbase is introduced.

In Section Two we prove that the subbase of exponential topology is [| — subbase
(Lemma 2.8.). The Alexander’s lema is generalized in Theorem 2.9. Finally, the main
Theorem of this Section (Theorem 2.10.) i.e. theorem "X is QHC iff Exp(X) is QHC" is
proved. Let us recal that X is QHC if each open cover U of X has a finite subfamily
{Uy,...,U,} such that X = CIU; [ ... [] CI U,.

Section Three contains the analogous theorems on Exp(X) for nearly compact spaces
(Theorems 3.4. and 3.6.).
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