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Matematicki dokaz

Maja Petrac*

Sazetak

U ovom radu ¢emo pokusati objasniti vaznost dokaza u matematici.
Osnova razumijevanja dokaza je matematicka logika, odnosno logicka
dedukcija. Opisat ¢emo logicki jezik koji sluZzi kao osnova za izvodenje
dokaza. Pri tome ¢emo definirati i osnovne vrste sudova bududi da i
njih koristimo u procesu dokazivanja. Na kraju ¢emo dati nekoliko
primjera matematickih dokaza, koriste¢i razlic¢ite tehnike.
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Mathematical proofs

Abstract

In this paper, we will try to explain the importance of a mathematical
proof. Mathematical logic, i.e., logical deduction are fundamental to
understanding proofs. We will describe a logical language since it ser-
ves as the basis for deduction of proofs. We will also define basic types
of statements as they also make part of the proving process. Finally,
we will give several examples of mathematical proofs by using various
techniques.
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1 Uvod

Opceje poznato da su dokazi u matematici izuzetno vazni. Da bismo bili si-
gurni u ispravnost neke tvrdnje moramo dokazati njenu istinitost. U ovom
radu ¢emo pokusati objasniti ulogu dokaza u matematici. Osnova razumi-
jevanja dokaza je matematicka logika, odnosno logicka dedukcija. Takva
osnova je jedan vid apstrakine matematike koja otezava pracenje gradiva
¢ak i onim studentima koji imaju dobro "matematic¢ko" predznanje. U radu
¢emo nakon isticanja vaZnosti matematickih dokaza i opisivanja njihove
uloge u matematici, opisati logicki jezik koji sluzi kao osnova za izvode-
nje dokaza. Pri tome ¢emo definirati aksiome i teoreme. Na kraju ¢emo
dati nekoliko primjera matematickih dokaza upotrebom razli¢itih tehnika.
Redoslijed izlaganja u ¢lanku je preuzet iz [1].

2 Vaznost dokaza u matematici

Dokazi u matematici izuzetno su vazni. Ako imamo neku tvrdnju, tada je
jedini na¢in da budemo sigurni u njezinu istinitost izvodenje valjanog ma-
tematickog dokaza. Za primjer, promotrimo sljedeéi poznati matematicki
teorem.

Primjer 1. Postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva.

Prost broj je pozitivan cijeli broj p > 1 koji se ne moZze zapisati kao um-
nozak dva, od njega, strogo manja pozitivna cijela broja a i b. lako veéina
ljudi sluti da postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva, to bas i nije to-
liko otito. Cak i danas uz moéne kompjutere, moZemo jedino potvrditi
da postoje veliki prosti brojevi, ali jo$ uvijek ne moZemo nista redi o pos-
tojanju prostih brojeva ¢ija veli¢ina prelazi kapacitete modernih ra¢unala.
Istinitost ove tvrdnje dokazao je ¢uveni starogrcki matemati¢ar Euklid prije
otprilike 2300 godina. Euklidovom dokazu vratit ¢emo se opet nesto kas-
nije. Medutim, treba uzeti u obzir da matematicar dokazivanjem i uci, ¢ak
i ako se njegovi napori da dokaZe pretpostavku zavrSe neuspjehom. Uspo-
redimo matematicara koji dokazuje teorem s traZenjem izlaza iz slozenog
labirinta. Ako je jedan put zavr$io neuspjehom, prou¢avanjem tog puta
moze pomodi u pronalaZenju nekog drugog puta koji je mozda ispravan
...Sve to, dakako, ne bi bilo moguce bez dubinskog poznavanja matema-
ticke teorije.

Za dodatnu ilustraciju mozemo se prisjetiti i Osnovnog teorema algebre
(vidi [2]) velikog njemackog matematicara Karla Friedricha Gaussa. Prvi
potpuni dokaz ovog teorema sadrzan je u Gaussovoj doktorskoj disertaciji
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iz1799. godine. Kasnije je Gauss pronaSao jos tri dokaza tog teorema, svaki
baziran na razli¢itim idejama i argumentima. Jedan od dokaza teorema se
moze vidjeti u [3].

Zanimljivo je dakle postojanje razli¢itih dokaza istog teorema. Svaki dolazi
iz potpuno razlic¢itog pristupa i matematickog znanja pa je izazov pokusati
ih sagledati kao dijelove Sire slike. Dio poteSkoca u shvaéanju pojma do-
kaza proizlazi iz ¢injenice da ljudi nemaju pravu sliku o tome Sto je ustvari
matematika. Jo$ od osnovne skole u¢imo djecu da je cilj rijesiti jednadzbu,
nadi minimum funkcije, duljinu hipotenuze ... To je naravno nesto $to ma-
tematika "radi", ali to nije sve ono Sto matematika zapravo jest. Matematika
je razumijevanje zakona koji su iza brojeva, algebre i geometrije. Ona pro-
ucava apstraktne intelektualne konstrukte, koji, barem dok je matematicar
zaokupljen njima, ni u najmanjem dijelu ne dodiruju fizi¢ki, osjetilni svi-
jet [4]. Da bismo usli u ovaj svijet, potrebno je koristiti apstraktne ideje i
matematicki dokaz.

3 Matematicki dokaz

3.1 Sudovi

Svi smo svjesni ¢injenice da u matematici trebamo slijediti pravila. Kod pi-
sanja matemati¢kog dokaza, to uistinu i radimo. Prije nego vidimo kako
dokazi funkcioniraju, upoznajmo se s "pravilima igre", tj. s pravilima za-
klju¢ivanja — matematickom logikom. Matematicka logika jedna je od
grana matematike. Upoznavanje, kao i uvijek, zapocinjemo s najjednostav-
nijim poglavljem, a to su u nasem slucaju algebra sudova i ra¢un sudova.
Osnovni objekti koje proucava algebra sudova jesu elementarni sudovi.

U misljenju pojmovi ne dolaze odvojeno. Oni se na neki nac¢in medusobno
povezuju. Ta veza medu pojmovima jest sud (izjava, iskaz). Sud je dakle,
suvisla deklarativna rec¢enica koja se u pogledu istinitosti podvrgava nacelu
iskljucenog trec¢eg i nacelu kontradikcije, tj. mora biti ili istinita ili neistinita,
nikad oboje, ili njjedno. Ako tvrdnja nije istinita, smatra se neistinitom.

Kao i u svakodnevnom jeziku, sudove (izjave) moZzemo negirati i povezi-

vati veznicima. Pomoc¢u osnovnih logickih operacija iz jednostavnijih dobi-

vamo sloZenije sudove. Tim logi¢kim operacijama odgovaraju u razgovor-
amon non

nom jeziku rijeci: "i", "ili", "ne", "ako—onda". U tablici su navedene osnovne
logicke operacije, a primjeri za pojedinu operaciju se mogu vidjeti u [5].
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oznaka naziv pise se Cita se
& (A) | konjunkcija | P&Q (P A Q) PiQ
V disjunkcija PV Q Pili Q
v ekskluzivna PvQ ili Pili Q
disjunkcija
- negacija -P ne P
= implikacija P=20Q P povlaci Q
P implicira Q
ako P onda Q
iz P slijedi Q
& ekvivalencija P& Q P je ekvivalentno sa Q
P je ako i samo ako je Q
P onda i samo onda ako Q

U algebri sudova ne zanima nas sadrZaj nekog suda, ve¢ samo njegova vri-
jednost istinitosti. Pogledajmo sudove iz tablice i njihovu istinitost. Tvrdnja
P A Qjeistinita ako i samo ako su obje tvrdnje P i Q istinite. Tvrdnja PV Q
je istinita ako i samo ako je barem jedna od tvrdnji P i Q istinita. =P je is-
tinit ako i samo ako je P lazan. Tvrdnju P = Q smatramo laZznom samo u
slucaju da je P istinit, a Q laZan. Inace je istina. Na primjer, izjava poput:
"Ako danas odem u kino, tada je 5 cijeli broj" matematicki je istinita, us-
prkos ¢injenici da ne postoji veza izmedu dva dijela te tvrdnje i bez obzira
na to je li prvi dio istinit ili ne. Konacno, tvrdnja P < Q je istinita ako i
samo ako P i Q imaju istu vrijednost istinitosti. Takoder jo$ kazemo da su
P i Q ekvivalentni. Koristeci gornje operacije mozemo napraviti i sloZenije
tvrdnje

(P& Q)& ~(=(=PVQ)V~(PV-Q))

Dva dodatna igraca u ovoj igri su kvantifikatori, V koji znaci "za sve" i 3
koji znaci "postoji". Na primjer ovu tvrdnju

(Vx e R)(In € N)(n > x)

¢itamo: "za svaki realan broj x postoji prirodan broj n takav da je n ve¢i od
x". Oznac¢imo sa Z* skup svih pozitivnih cijelih brojeva. Sljedeca izjava za
p € Z* kaze da je p prost broj

Va,beZ", (p=ab= (a=1)V(b=1))

Logicke operacije koje smo naveli moZemo zadavati na dva nacina: navo-
denjem njihove tablice istinitosti ili zapisivanjem u obliku neke formule
ra¢una sudova.
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3.2 Pravila zakljucivanja i tautologije

Zakljucivanje je jedno od tri osnovna oblika misljenja (uz poimanje i sude-
nje). Prisjetimo se Cetiri osnovna pravila zaklju¢ivanja (izvoda):

1.  pravilo otkidanja (modus ponens),

2. zakon silogizma,

3.  pravilo generalizacije,

4.  princip iskljucenja treceg (tertium non datur).

Detaljnije o pravilima zaklju¢ivanja moZe se procitati u [6]. Budu¢i da se lo-
gicko zakljucivanje bazira na tautologijama, sada ¢emo se kratko upoznati
i sa tim pojmom. Za neku formulu T algebre sudova kaZemo da je tauto-
logija ako je istinita bez obzira na istinitost sudova od kojih je sastavljena,
pisemo T = 1. Dakle, tautologija je opca izjava koja je istinita pod svim
mogudim okolnostima. Primjeri su

1. pravilo otkidanja: (PA (P = Q)) = Q) =1,

2. zakon silogizma: (((P= Q)A(Q=R))=(P=R)) =1,
3. pravilo generalizacije: (Vx)P(x),

4. princip isklju¢enja treeg: PV (-P) = 1.

Uocimo da je svaka od ovih izjava istinita bez obzira jesu li P, Q ili R istiniti
ili neistiniti. KaZze se da tautologije odrazavaju zakonitosti ljudskog mislje-
nja (zakljucivanja) (viSe o tautologijama u [7]). Logicka dedukcija se postize
zamjenom (supstitucijom) u tautologiji. Druga krajnost logickih izjava su
kontradikcije. Kontradikcija je lazna pod svim okolnostima. Ustvari, svaka
kontradikcija je negacija tautologije i obrnuto, svaka tautologija je negacija
kontradikcije. Tipi¢na kontradikcija je P A =P.

3.3 Osnovne vrste matematickih sudova
3.3.1 Aksiomi

Da bismo nesto dokazali, potrebno je znanje nekih prethodnih istina. Ma-
tematicka logika sadrZzi nacine kojima moZzemo razluciti tvrdnje jedne od
drugih, ali su nam svakako potrebne neke tvrdnje s kojima zapocinjemo.
Te pocetne tvrdnje se zovu aksiomi. Postoje dvije razine aksioma: aksiomi
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teorije skupova i aksiomi neke matematicke teorije. Aksiomi sluZe kao de-
finicije koje opisuju matematicki sustav. Cesto se shvacaju kao tvrdnje koje
su toliko ocite da ih ne treba dokazivati. Medutim za aksiome nije prijeko
potrebna ocitost. Neki autori ili ¢ak cijele struke umjesto termina aksiom
preferiraju termin postulat. Cesto se iz nekih, vige stilskih razloga, koriste
podjednako oba termina. Matematicka teorija je kao igra Saha, a aksiomi
(postulati) odgovaraju pravilima igre. Ako se ne prihvate pravila, to vise
nije Sah.

3.3.2 Teoremi

Teoremi su matematicke tvrdnje cije se istinitosti utvrduju dokazom. U iz-
gradnji neke matematicke teorije teoremi igraju vaznu ulogu: oni prosiruju
i produbljuju znanje o tom podruéju matematike i o njegovim objektima.
Teoremi logicki proizlaze iz aksioma i definicija. U formulaciji razlikujemo
dva dijela: pretpostavku ili hipotezu i tvrdnju ili tezu. Najces¢i je zapis te-
orema u obliku implikacije P = Q. Dokazati teorem znaci logic¢kim zaklju-
¢ivanjem prijeéi od pretpostavke do tvrdnje. Teoremi se ponekad nazivaju i
leme, propozicije, korolari... Upotreba ovih pojmova vrlo ¢esto nije strogo
odredena i ovisi o kontekstu u kojem se koriste. U sljedecoj tocki ¢emo
razmatrati vrste dokaza teorema.

3.4 Dokazi teorema

Dokaz teorema je konacan niz tvrdnji, pri ¢emu je svaka tvrdnja izvedena
logi¢no (tj. zamjenom u nekoj tautologiji) iz prethodnih tvrdnji ili koriste-
njem teorema ¢ija je istinitost ve¢ utvrdena. Zadnja tvrdnja u nizu je tvrdnja
teorema. Zacetnik uvodenja dokaza je Tales, a u matematiku ga uvodi Pi-
tagora. Sada bismo Zeljeli dati neke primjere i tehnike dokaza koji ¢e nam
pokazati kako ovo funkcionira u praksi. Sli¢nih primjera se moZze naci i u

[8].

3.4.1 Direktni dokazi

Mnogi teoremi su oblika P = Q, odnosno oblika Ako ...Onda. Po¢injemo
pretpostavkom P (ili nekom drugom utvrdenom istinom) te nastavljamo
pomocu niza modus ponens kako bismo izveli nove tvrdnje, s tim da zadnja
tvrdnja bude Q. Alternativno, koristimo zakon silogizma i niz implikacija
da bismo dokazali P = Q. Navedimo primjer jednog direktnog dokaza.

Primjer 2. Akoje f : R — R funkcija dana sa f(x) = ax + b, a # 0, onda
je funkcija f injekcija.
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Rjesenje. Pretpostavimo da je x; # xp ia # 0. Buduéi da u skupu R\0
svaki element ima multiplikativni inverz slijedi da je ax; # ax,. Kako svaki
element b € R ima aditivni inverz iz ax; # axp slijedi da je ax; +b #
ax, + b, odnosno f(x1) # f(xz). Ovim smo dokazali injektivnost funkcije

f- <
Primjer 3. DokaZimo daje suma dvaracionalna broja, opet racionalan broj.

Rjesenje. Neka su r i s racionalni brojevi. Po definiciji to znaci da postoje
cijeli brojevi pig takvidajeq # 0ir = % i cijeli brojevi u i v takvi da je
v#0is=%. Zbrojimolir = % is = £ dobivamo

r—i—s:E—i—E:L)—i_qu
q v qv

ikakojeg # 0iv # 0, ondajeiqu # 0. Ovim smo r + s izrazili kao
kvocijent cijelih brojeva pv + qu i qv pri ¢emu je qu # 0 $to znadidajer +s
racionalan broj. <

Primijetimo da smo u dokazima u ve¢oj mjeri koristili hrvatski jezik. Kako
bismo bili potpuno sigurni da su nas$i dokazi valjani, moramo upotrijebiti
simbolicki jezik i popisati sve koristene tvrdnje te provijeriti je li implikacije
stvarno slijede iz tautologija. Medutim, ovo ¢e dokaze uciniti nezgrapnima
i teZe razumljivima. Odlucili smo rijesiti ovu dilemu koriste¢i hrvatski je-
zik, ali na vrlo ogranicen nacin, tako da ¢e dedukcije ukljucivati samo neo-

snon

phodne "logi¢ne" rije¢i poput "ako", "tada", "pretpostaviti”, "stoga", "ili" itd.

3.4.2 Dokaz kontradikcijom

Ovo je druga strategija dokazivanja teorema P = Q. Za razliku od di-
rektnog dokaza, put od pretpostavke do traZene tvrdnje je "zaobilazan".
Pocinjemo s pretpostavkom da je P istinita, a Q laZna, tj. pretpostavljamo
P A =Q. Dokaz se nastavlja sve dok ne izvedemo neku kontradikciju F.
Time je dokaz zavrSen jer neSto mora biti krivo, a jedina upitna stvar je bila
na$a pretpostavka P A =Q. Prema tome, ako je P istinita, Q takoder mora
biti istinita. Tehnicki, temeljili smo nasu shemu dokaza na tautologiji

(PA=Q) = F) = (P=Q)

gde je F kontradikcija. Za primjer éemo dokazati ve¢ navedeni Euklidov
teorem.

Teorem 3.1. Postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je skup prostih brojeva konacan, tj. pos-
toji najvedi prosti broj p. Stoga su svi prosti brojevi 2,3,5,7,11,13,17, ..., p.
Promotrimobrojg =2-3-5-7--- p+1. Broj g je veci od broja p pa stoga ne
moze biti prost broj jer je prema pretpostavci p najveci prost broj. Bududi je
g sloZen broj on se prema Fundamentalnom teoremu aritmetike (vidi [9])
moZze prikazati kao umnoZak prostih brojeva, pa stoga mora biti djeljiv s
barem jednim prostim brojem, dakle nekim od brojeva 2,3,5, ..., p. Toje
u suprotnosti s pretpostavljenim oblikom broja g. Time smo dokazali po-
laznu tvrdnju kontradikcijom. O

U prethodnim razmatranjima upoznali smo se s direktnim i jednom vr-
stom indirektnog dokaza te na primjerima vidjeli kako se ove dvije metode
koriste. Postavlja se pitanje koju od te dvije metode koristiti? Strategija
bi mogla biti sljedeca. Najprije procijenimo izgleda li direktan dokaz obe-
¢avajuce. Treba poceti sa tumacenjem znacenja pojmova koji se javljaju u
hipotezama, a onda to treba upotrijebiti u zaklju¢ivanju, zajedno sa aksi-
omima i ranije dokazanim teoremima koji bi nam mogli biti od pomodi.
Ako izgleda da direktan dokaz ne vodi nikamo, onda treba pokusati s in-
direktnim dokazom.

3.4.3 Matematicka indukcija

U prethodnim primjerima smo dokazivali teorem na nacin da smo iz nekog
skupa aksioma logickim zaklju¢ivanjem dosli do novih tvrdnji (teorema).
Takva metoda zaklju¢ivanja zove se deduktivna metoda. Osim deduktiv-
nog zakljuc¢ivanja, u matematickim dokazima cesto se koristi i induktivna
metoda koju ¢emo sada i pokazati. Prije nego $to navedemo princip ma-
tematicke indukcije, prisjetimo se vaznog svojstva prirodnih brojeva (aksi-
oma matematicke indukcije): Ako neka tvrdnja vrijedi za prirodni broj 1 i
ako iz pretpostavke da tvrdnja vrijedi za prirodan broj # slijedi da ona vri-
jedii za prirodan broj n + 1, onda tvrdnja vrijedi za svaki prirodan broj.

Princip matematicke indukcije:
1. Baza indukcije: provjeravamo da tvrdnja vrijedi za prirodni broj 1.

2. Korak indukcije: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za broj n i na os-
novu te pretpostavke dokazujemo da ona vrijedi i za broj n + 1.

3. Zakljucak: tvrdnja vrijedi za svaki prirodan broj n.

Sada ¢emo navesti jedan primjer dokaza matematickom indukcijom.
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Primjer 4. Nekaje x € Rix # 1. Dokazimo da za svaki n € IN vrijedi

1— n+1

T4 42 =
1—-x

Rjesenje. Ovo ¢emo dokazati matematickom indukcijom.

1. Baza indukcije: provjeravamo da tvrdnja vrijedi za n = 1.
—x2 1-x)(1
T4x =122 = 0000 gy y w1

2. Korak indukcije: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za broj n
T+al 424 o= 1220 # 1.

1-x 7
Dokazimo da iz te pretpostavke slijedi valjanost tvrdnje i za prirodni
brojn +1:
1, .2 1 1— 2t 1
T4+ 422+ a4+ = ﬁ_}_xn+
1 — xnHl o gntl _ ynt141
B 1—x
1— x'rl+2
- 1-x

3. Zakljucak: tvrdnja vrijedi za svaki prirodan broj n.

Prema principu matematicke indukcije dokazali smo tvrdnju. <

3.4.4 Princip golubinjaka

U rjeSavanju raznovrsnih problema, ¢esto je vrlo korisna i uspjesna pri-
mjena jednog od najpoznatijih kombinatornih principa, "principa golubi-
njaka". Princip je poznat pod raznim popularnim nazivima kao 5to su
"princip kutija", "princip pretinaca", "problem zeceva i kaveza" i dr. Nje-
macki matematicar francuskog porijekla, J. P. G. L. Dirichlet ga je prvi jasno
formulirao i dao precizan matematicki smisao. Zato se taj princip naziva
i Dirichletov princip. Princip kaZe da ako n + 1 predmeta (golubova) ras-
poredimo u n praznih kutija (krletki), onda postoji barem jedna kutija (kr-
letka) koja sadrzi barem dva predmeta (goluba). Vise matematicki, za bilo
koje preslikavanje f : A — B konac¢nog skupa A sa 1 + 1 elemenata u ko-
nacan skup B sa n elemenata postoje dva elementa skupa A koji imaju istu
sliku. Vise o navedenom principu vidi u [10].

Primjer 5. Dano je 20 prirodnih brojeva. DokazZite da se izmedu njih mogu
odabrati dva broja ¢ija je razlika djeljiva sa 19.
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Rjesenje. Primijenit éemo onaj iskaz Dirichletovog principa koji govori o
konac¢nim skupovima A i B. Skup A ¢ine dani prirodni brojevi. Skup B
neka ¢ine ostaci koje dobijemo dijeljenjem nekog prirodnog broja sa 19. To
su0,1,...,18. Imamo dakle 20 odabranih prirodnih brojeva i 19 ostataka.
Prema tome, medu odabranim postoje dva prirodna broja koja pri dijeljenju
sa 19 daju isti ostatak. Njihova razlika djeljiva je sa 19. <

Dokazi u matematickim tekstovima ¢esto zavrsavaju akronimom Q.E.D.,
Sto dolazi od quod erat demonstrandum (lat. sto je trebalo dokazati), a ovim je
rije¢ima Euklid u djelu Elementi zavr§avao svoje dokaze.
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