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ANALIZA SVOISTAVA KONVEKSNOSTI OBVEZNICA BEZ PRIMJENE
DIFERENCIJALNOG RACUNA

Sazetak

U radu Gardijan, M., Koji¢, V., Sego, B. (2012) Trajanje obveznica: pravila i primjene. Zbirna
znanstvena knjiga (urednici: Aljinovi¢, Z., Marasovi¢, B.), Sveuciliste u Splitu, Ekonomski fakultet,
Split, ISBN 978-953-281-049-3, str. 5-26 (1. poglavlje) analizirana su svojstva trajanja kuponskih
obveznica kao jedne od temeljnih mjera rizicnosti. Druga vrlo bitna mjera rizicnosti je svakako
konveksnost obveznice, pa je u skladu s tim bitno poznavati svojstva konveksnosti. lako se u literaturi
ta svojstva deskriptivno objasnjavaju, analiti¢ki izvodi i dokazi relevantnih zakljucaka gotovo da i
nema. Stoga je cilj ovog rada dati pregledan opis svojstava konveksnosti obveznica, te ih matematicki
dokazati. Jedan od nacina dokazivanja je svakako primjenom diferencijalnog racuna. Medutim,
primjena diferencijalnog racuna neizbjezno vodi na komplicirane medurezultate koji su nuzni kako bi
se doslo do krajnjeg zakljucka, pa se stoga dokazi provode na elementaran, algebarski nacin, razumljiv
1 Siroj publici koja nema nuzno predznanje iz podru¢ja matematicke analize.

Kljuéne rijeci
trajanje obveznice, konveksnost obveznice, svojstva konveksnosti, algebarski nacin, bez primjene
derivacija

JEL classification
C65, GO0

ANALYSIS OF BOND CONVEXITY PROPERTIES WITHOUT THE USE OF
CALCULUS

Abstract

In the paper Gardijan, M., Koji¢, V., Sego, B. (2012) Bond Duration: Propositions and Applications.
In: Aljinovié¢, Z., Marasovi¢, B., ed., in Mathematical models in analysis of the Croatian financial
market. Split: University of Split: Faculty of Economics, p. 5126, an analysis of cupon bond duration
has been given, which is one of the primary risk measures. Another very important risk measure is
bond convexity. To the best of our knowledge, the literature gives only descriptive explanations of
bond convexity, without mathematical proofs. Thus, the aim of this paper is to give bond convexity
analysis, and also give corresponding mathematical proofs. Since the use of calculus is very
complicated, the bond convexity properties are proved by using elementary algebra, which is easier to
understand to those who are not familiar with mathematical analysis.

Key words:
bond duration, convexity duration, bond convexity properties, elementary algebra, without calculus

JEL Classification
C65, GO0
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1. Uvod

U radu Trajanje obveznica: pravila i primjene (Gardijan et al., 2012) analizirana su svojstva trajanja
kuponskih obveznica kao jedne od temeljnih mjera rizi¢nosti. Analiza je provedena bez primjene
derivacija, to jest rabeci elementarnu algebru, ¢ime su se izbjegli vrlo komplicirani medurezultati na
koje bi vodila tehnika deriviranja, a koje bi trebalo nuzno rijesiti da bi se doslo do krajnjih zakljucaka.
Time je taj rad postao dostupan i razumljiv i §iroj publici, koja mozda nema nuzno predznanje iz
matemati¢ke analize. Osim trajanja, u analizi rizi¢nosti obveznica jo§ jedna od znacajnih mjera je i
konveksnost obveznice. Podsjetimo da se promjena cijene obveznice moze aproksimirati izrazom koji
ovisi o trajanju i konveksnosti obveznice (Sego, Skrinjari¢, 2014), pa je zato od znac¢aja znati svojstva
konveksnosti. Stoga je cilj ovog rada dati analizu svojstava konveksnosti kao funkcije kuponskih
kamata, prinosa do dospijeca, te dospijeca dane kuponske obveznice. Isticemo da je analiza
konveksnosti u ovom radu provedena bez primjene diferencijalnog racuna, koriste¢i jednostavne
algebarske manipulacije, $to pridonosi visem stupnju prihvatljivosti i razumljivosti rada od strane
¢itatelja. Ovakav pristup u analizi konveksnosti nije do sada poznat u stranoj literaturi, no u domacoj
literaturi su Sego i Skrinjari¢ (Sego, Skrinjari¢, 2014) u svom radu Svojstva konveksnosti obveznica
analizirali svojstva konveksnosti ne koriste¢i pri tom diferencijalni ra¢un. Medutim, pritom su
zanemarili da se sa svakom promjenom bilo koje varijable funkcije konveksnosti mijenja i cijena
obveznice, koju je po definiciji nuzno izracunati kako bismo izracunali samu konveksnost. S druge
strane, valja spomenuti kako su (Lawrence et al. 2007) istu ideju o nekoristenju diferencijalnog ra¢una
imali u svom radu A simple and student-friendly approach to the mathematics of bond prices u kojem
su na laksi nacin objasnili rezultate iz rada Expectations, Bond Prices and the Term Structure of
Interest Rates (Malkiel, 1962). Naime, Malkiel je jo§ 1962. godine vrlo rigorozno analizirao svojstva
cijene kuponske obveznice, te prinosa do dospijeca primjenom diferencijalnog racuna, pa su Lawrence
i Shankar ista svojstva pokazali sluzeci se jednostavnom algebrom, isticuci da na taj nacin, primjerice,
pomazu studentima financija lakse shvatiti ovu tematiku.

Ovaj je rad koncipiran na sljede¢i na¢in. Nakon uvoda, u drugom poglavlju opisana su osnovna
svojstva cijene kuponske obveznice, a u tre¢em svojstva trajanja. Analiza svojstava konveksnosti
kuponske obveznice dana je u Cetvrtom poglavlju. Peto poglavlje je zakljucak.

2. Svojstva cijene kuponske obveznice

Oznake i formule koje koristimo u ovom radu preuzete su iz (Gardijan et al., 2012). Dakle, glavna
pretpostavka u radu je da promatramo kuponsku obveznicu nominalno jednake vrijednosti N koja
ima jedini¢ne nominalne kamate i (i je nominalna kamatna stopa podijeljena sa 100 (Orsag, 2011), to
jest kuponska kamatna stopa izrazena u postocima (Aljinovi¢ et al., 2011)), pa je vrijednost kuponskih
kamata, I, dana izrazom

I =iN. 1)

Radi jednostavnosti, pretpostavljamo da je isplata kuponskih kamata godisnja, te da je dospijece (broj
razdoblja isplate) jednak n (n je prirodan broj). Stoga je cijena kuponske obveznice P dana formulom

P:Zn: Z|N N @)

tl 1+k (1+k) =
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pri ¢emu Kk oznaCava godisnji zahtijevani prinos do dospije¢a obveznice, to jest kamatnu stopu
izraZzenu u postotcima (Aljinovi¢ et al. 2011). Radi jednostavnosti, koristi se i oznaka r=1+k za
pripadni dekurzivni kamatni faktor. Formula (2) se jo$ naziva otvorena forma cijene P.

Propozicija 1. Ako je i=k, onda je P=N (ako su jedini¢éne nominalne kamate jednake zahtijevanom
prinosu do dospijeca, onda je cijena kuponske obveznice jednaka njezinoj nominalnoj vrijednosti).
Ako je i>k, onda je P>N (obveznica se prodaje u premiju). Ako je i<k, onda je P<N (obveznica se
prodaje uz diskont).

Dokaz. Zatvorena forma relacije (2) dana je sljede¢com formulom (dokaz vidjeti u Dodatku 1.):

p__N [((1+ k)" —1)-%+1} . 3)

(1+k)"
Koriste¢i relaciju (3), lako je vidjeti da iz i=k slijedi P=N. Ako je i>k>0, tada je i/k>1, iz cega slijedi
P>N. Sli¢no, iz 0<i<Kk, slijedi i/k<1 $to povlaci P<N. Q.E.D.

Kako je vidljivo iz relacije (2), cijena kuponske obveznice dana je kao funkcija jedini¢nih nominalnih
kamata i (P=P(i)), prinosa do dospijeca k (P=P(K)), te dospijeca (to jest razdoblja isplata) n (P=P(n)).
Stoga valja ispitati ponasanje funkcije P s obzirom na promjene pojedine njezine varijable, uz
pretpostavku ceteris paribus.

Teorem 2. Svojstva cijene P kao funkcije s obzirom na njezine pojedine varijable:

(a) Funkcija P=P(k) je monotono padajuca ceteris paribus, odnosno za dvije kamatne stope
izrazene u postocima ky<kj vrijedi P(k;)>P(ky).

(b) Funkcija P=P(i) je monotono rastuca ceteris paribus, odnosno za dvije kuponske kamatne
stope izrazene u postocima i;<i, vrijedi P(i;)<P(i,).

. iN
(c) Grani¢na vrijednost funkcije P=P(n) kada n tezi u beskonacno je L, = lim P(n) =
N—+o0
Nadalje, u slu¢aju i=k, funkcija P(n) je konstanta ceteris paribus, to jest tada je P(n)=N. Ako je
i>k onda je P(n) rastuca ceteris paribus, a ako je i<k onda je P(n) padajuca funkcija ceteris
paribus.
Dokaz. Vidjeti Dodatak 2.

3. Svojstva trajanja kuponske obveznice

Trajanje kuponske obveznice (kaze se jo§ Macaulayevo trajanje), u oznaci D, definira se formulom

1(&. N N ) 1(&, NN
Dzﬁ[gt'(lw)‘+”'(1+k)"]:5[;t'7+n'r_")’ )

pri ¢emu cijenu kuponske obveznice racunamo formulom (2). Sve pretpostavke i oznake iz poglavlja
2. vrijede i u ovom poglavlju. Zatvorena forma formule (4) dana je sljede¢im izrazom (vidjeti
Aljinovi¢ et. al., 2011):

:iﬂf(f"—l)—n(f—l)Jr nN

D 5 —.
P r“(r—l) Pr

()
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Isto kao i funkcija P u prethodnom poglavlju, i trajanje mozemo promatrati kao funkciju tri varijable, s
obzirom na kamatnu stopu k, D=D(k), s obzirom na kuponsku kamatnu stopu i, D=D(i), te s obzirom
na dospijece n, D=D(n).

Teorem 3. Svojstva trajanja D kao funkcije s obzirom na njezine pojedine varijable:

(a) Trajanje uvijek ima pozitivnu vrijednost.

(b) Trajanje je uvijek manje ili jednako dospijecu obveznice, to jest D(n)<n.

(c) Funkcija D=D(i) je monotono padajuca ceteris paribus, odnosno za dvije kuponske kamatne
stope izrazene u postocima i1<i, vrijedi D(i;)>D(i,).

(d) Funkcija D=D(k) je monotono padajuca ceteris paribus, odnosno za dvije kamatne stope
izrazene u postocima k;<k; vrijedi P(k;)>P(k).

. 1
(e) Graniéna vrijednost funkcije D=D(n) kada n tezi u beskonacno je L = lim D(n) :1+E .U
N—-+c0

sluaju i=k, funkcija D(n) je rastu¢a s maksimalnom asimptotskom vrijednosti Lp. Medutim, u
slu¢aju O<i<k, tijek funkcije trajanja D(n) je sljedeci: trajanje prvo raste, doseze SVOj
maksimum, a potom pocinje padati i asimptotski se priblizavati grani¢noj vrijednosti Lp.

Dokaz. Dokaz navedenih svojstava moze se vidjeti, primjerice, u (Hawawini, 1982), (La Grandville,
2000), (Fabozzi, 2006), te (Gardijan et al., 2012). Treba svakako spomenuti da Hawawini, La
Grandpville te Fabozzi svojstva trajanja izvode primjenom diferencijalnog ra¢una, dok Gardijan et al. ta
ista svojstva izvode bez primjene derivacija. Dokaz svojstva (e) moze se vidjeti u Dodatku 3.

4.  Svojstva konveksnosti kuponske obveznice

Konveksnost kuponske obveznice, u oznaci C, definira se formulom

1 3 iN N 1 (< iN N
C=—| ) t(t+1)-———+n(n+1)- = t(t+1)-—+n(n+1)-— |, (6
e PRI T L ) Bt PR SRR B
pri ¢emu cijenu kuponske obveznice raGunamo formulom (2). Sve pretpostavke i oznake iz poglavlja
2. vrijede i u ovom poglavlju.

Propozicija 4. Zatvorena forma formule (6) dana je sljede¢im izrazom:
2i(1+k)™* =2i(1+k)(L+k +kn)+n(n+1)k? (k —i)

(1K) (k)" 2) k|

C=

(7)

Dokaz. Vidjeti u (Smith, 1998).

Analogno kao i kod trajanja, i konveksnost je funkcija tri varijable, s obzirom na kamatnu stopu
izrazenu u postocima k, C=C(k), s obzirom na kuponsku kamatnu stopu izraZzenu u postocima i,
C=C(i), te s obzirom na dospijece n, C=C(n).

U analizi svojstava konveksnosti trebat ¢e nam sljede¢a pomoéna tvrdnja:

Lema 5. Za svaka dva realna broja a i b takva da je a>0 i b>0, postoji prirodan broj n sa svojstvom da
je na>b.

Dokaz. Vidjeti u (Zorich, 2004).
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Teorem 6. Svojstva konveksnosti C kao funkcije s obzirom na njezine pojedine varijable:

(a) Konveksnost uvijek ima pozitivnu vrijednost.

(b) Za konveksnost vrijedi nejednakost 1<(1+k)*C(n)<n(n+1), pri ¢emu je C(n) konveksnost kao
funkcija od n.

(c) Funkcija C=C(i) je monotono padajuca ceteris paribus, odnosno za dvije kuponske kamatne
stope i1<i, vrijedi C(i})>C(i,).

(d) Funkcija C=C(k) je monotono padajuca ceteris paribus, odnosno za dvije kamatne stope k;<k,
vrijedi C(k;)>C(ky).

. 2
(e) Grani¢na vrijednost funkcije C=C(n) kada n tezi u beskona¢no je L. :nlLrEOC(n) =z

Nadalje, u slucaju i>k, funkcija C(n) je rastu¢a s maksimalnom asimptotskom vrijednosti Lc.
Medutim, u slucaju 0<i<k, tijek funkcije konveksnosti C(n) je slican kao u slucaju trajanja
D(n): konveksnost prvo raste, doseZe Svoj maksimum, a potom pocinje padati i asimptotski se
priblizavati grani¢noj vrijednosti Lc.

Dokaz.

() Iz definicije konveksnosti (6), o€ito slijedi pozitivnost konveksnosti za bilo koju (pozitivnu)
vrijednost k, i i n.
(b) Koristeéi relaciju (6) i (2), dobivamo sljede¢u nejednakost:

1 L iN N 1 . iN N
C(n)= t(t+1) — 1)~ |<—— 1) — 1).— |=
(=g S en() S| on(nD) (o) 3
<n(n+ 8
_n(n+1) Zn:iﬂJr_ _n(n+1) ®)
CP(myrtlgrt )
-#(n)
odnosno r’C(n)<n(n+1). S druge je strane
1 4 iN N 1
C =— t(t+1)-— 1) — |2 P 8
(0= B o) e P @

pa slijedi r’C(n)>1.
(c) Neka je i zadana kuponska kamatna stopa izrazena u postocima i 6 > 0 pozitivan realan broj.

Neka su s C(i) oznacene konveksnost, te s P(i) cijena obveznice kao funkcije od i. Tada je

p(i+s)=3 1IN *rf)N +rﬁn, ©)
odnosno
o1 4 (i+5)N n(n+1)N
C(|+5)——r2P(i+5){§t(t+l) Tt } (10)
Nadalje,
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C(i+08)—-C(i) =

(|+5)N n(n+1)N |N n(n+1)N ~
r*P(i+ 5){;“ +) r" } rP(){Ztt = oo

B 1 : (i+5)N n(n+1)N R, iN_n(n+)N
B r?P(i + 5)P(i) {{;t(t-HL) rt + o :|P(|) Lz_l:t(t-Fl) | +—r P(i+0)+.

Uvrstavanjem izraza za cijenu obveznice P(i) i P(i+3d) u vitiCaste zagrade gornjeg izraza i

sredivanjem, slijedi

. . 1 ON [ L N
C(i+5)—C(i) :m~—n(2[t(t+l)—n(n +1)]Fj.

r\=

Buduéi da su J, N, r" i P(i+8)P(i) pozitivne veli¢ine, a t(t+1) /n(n+1)<0 za sve t=1, 2, ..., n, slijedi
C(i+0)<C(i), ¢ime je dokazana tvrdnja (c).

(d) Neka je 0 > 0. Pokazemo li da u sluéaju kada prinos do dospijeca s razine k poraste na razinu

k+4 i tada vrijedi C(k+d)<C(k), to ¢e upravo znaditi da smo dokazali tvrdnju.
Pokazimo sada da vrijedi nejednakost
C(k+0)<C(k). (11)
Koristeci formulu (6), iz (11) dobivamo ekvivalentnu nejednakost

2

[Zt (t+1) +n(n+1) ]<P(k+5)[gt(t+l)irﬁt+n(n+l)%j.

(r+s) r+5) (r+6)
Buduc¢i da je 2 ><1,to0]je
+6)
r? N
t t 1 1
(r+9) (z " (r+s) +n(n+ )(r+5)"}<
(12)
k)[gt(m +n(n+1)(r+N5)n],

pa je za dokazati nejednakost (11) dovoljno pokazati nejednakost

(r+5) n(n+1)(r+5)”

{Zt (t+1) js p(k+5){it(t+1)‘rﬁt+n(n+1)'r\'_nj.(13)

. iN N . . . . .
Uvedimo oznake a=——, tzl—t, M=—, i uo¢imo da je O<a<l. Nejednakost (13) je

r+o r

ekvivalentna s nizom sljedeé¢ih nejednakosti
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[zlx +Mj@t(t+1) Ko +n(n+1)Ma"js(Zn:Kta‘ +Ma”j(gt(t+l)Kt +n(n+1)|v|j,

t=1

(n K, (Zn:t(t+1)Kaj+M£Zt t+1 Kaj+n (n+1)M ”(Zn:Ktj<

t=1

_(tn Ka' [znl:t(ul) Ktj-kMa”(Zn:t(Hl) Ktj+n(n+1)M [Zn:Ktatj,

=1 t= t=1 t=1

A

Z t(t+1) K%%ZZ( j*h)a’ +k(k+1)a* )K K, +

j=1 k=j+1

+M Zt(t+1) Ka' +n(n+1)Ma”ZKt <

<Ztt+1 Kzat+22( (k+l)a’+j(j+1)e )Kij+

j=l k=j+1
+M a“Zt(t+l) K,+n(n+1)M z Ka'.
t=1 t=1

Prebacimo li u posljednjoj nejednakosti u prethodnom nizu sve izraze na lijevu stranu, dobivamo
ekvivalentnu nejednakost

Zi(] +j-k*=k)(c’ ak)Kij+Mg[t(t+l)—n(n+1)](at—a“)KtSO. (14)

j=l k=j+1
Buduéi da je 0<a<I, to zbog j<k vrijedi &/ 1a*>0, a zbog t<n vrijedi o' 1a">0, pa je u kona&nici

(j2 +j-k? —k)(aj —ak) <0 i [t(t+1)—n(n +1):|<05I —a") <0. Dakle, kako je nejednakost
(14) tocna, to je toéna i nejednakost (11). Ovim je dokazana tvrdnja (d) ovog teorema.

- - . nP N
(e) Za izratun grani¢ne vrijednosti Lc koristimo poznati limes lim — =0 (vidjeti Dodatak 4.),

n—+0 g

pri ¢emu su n i p prirodni brojevi, te a realan broj takav da je a>1. Dakle, iz relacije (7) slijedi

1+k+knJ n(n+1)k?(k—i)

2i(1+k)° [1— st :
lim C(n) = lim (k) Ak 2

e A 2 2| . 1 k k?
k*(1+k) {I[l_(l+k)nJ+(l+k)"1

Nadalje, zelimo odrediti predznak izraza C(n+1)/C(n). S jedne je strane

P(n+1)C(n+1)-P(n)C(n)=
1 L(n+1)(n+2)iN+(n+1)(n+2)N n(n+1)N]. (15)

Tkl @k Lk (1ek)

Stranica 9 od 13



EFZG SERIJA CLANAKA U NASTAJANIJIU 15-01

S druge je strane

P(n+1)C(n+1)—P(n)C(n)=

=[C(n+1)-C(n)]P(n) [(Nn+ N_,_N JC(nJrl). (19)

1+k)" (1+ k)n+l (1+ k)n+1

Izjednacavanjem (15) i (16), te nakon sredivanja, dobivamo relaciju

n)[C(n+1)-C(n)]=
2N[n+1+(1+k) (n+1)] N

_ G (1+k)"*3 ((n+2)(n+2)—(1+k)*C(n+1))(i-k).

(17

Budu¢i da je P(n)>0, to iz (17) slijedi da je predznak izraza C(n+1) 1C(n) pozitivan, to jest negativan,
ako i samo ako je desna strana jednakosti u (17) pozitivna, to jest negativna.

Razlikujemo dva slugaja. U sluaju ako je i>k, buduéi da je (1+k)*C(n+1)<(n+1)(n+2) (vidjeti tvrdnju
(b) ovog teorema), to je

n)[C(n+1)-C(n)]=

_ 2N[n+1+(1+K)C(n+1)| o

18
(1+ k)n+2 (18)

Dakle, funkcija C(n) je rastuca s maksimalnom asimptotskom vrijednosti Lc.

Medutim, ukoliko je i<k, to jest k'1i>0, pokazimo da tada postoji prirodan broj n, takav da je za sve
prirodne brojeve n>n, desna strana u jednakosti (17) manja od 0. Naime, nejednakost

2N[n+1+(1+k)C(n+1)| N

(LK) k) ((”+1)(n+2)—(1+ k)*C(n +1))(i ~k)<0 (182)

je ekvivalentna nejednakosti
(2+2k+k—i)(1+k)C(n+1)<(n+1)[n(k—-i)-2i-2]. (18b)

Budu¢i da C(n+1) tezi k limesu Lc kada n tezi u beskonacénost, to zna¢i da za zadani ¢>0 postoji
prirodan broj n, takav da za sve prirodne brojeve n>ng vrijedi — e[ ILc<C(n+1)<Lc +e. Kako bismo
pokazali istinitost nejednakosti (18b), pokazimo ekvivalentnu, ali jaéu nejednakost:

(2+2k+k—ij(1+ k)(e+ LC)<(n+1){n(k—i)—2i —2}. (18¢)
>0 >0

Naime, prema Lemi 5., koja se u literaturi naziva jo§ i Arhimedovim aksiomom, postoji prirodan broj
n, takav da za sve prirodne brojeve n>n; vrijedi n(k' 1)>2(i+1). Takoder, prema Arhimedovom
aksiomu, postoji prirodan broj n,>n; takav da je nejednakost (18c) istinita za sve prirodne brojeve
n>n,. Dakle, (18¢c) je istinita za sve n>n,, pa je za sve n>n, istinita i nejednakost (18a). Drugim
rijeima, za sve N>N, je izraz na desnoj strani relacije (17) negativan, $to zapravo znaci da nakon n,-
gog ¢lana C(n) postaje padajuca funkcija, a kako n tezi u beskonac¢nost, C(n) se priblizava limesu Lc.
Primijetimo da u ovom slucaju, to jest kad je i<k, C(n) dostize svoj maksimum koji je veéi od L, a
potom se padajuéi asimptotski priblizava svom limesu. Kako je prema formuli (7)

Stranica 10 od 13



EFZG SERIJA CLANAKA U NASTAJANIJIU 15-01

c(1)=

2 2 3i+2
5 < 2(1+_ -
(1+k)”  (1+k) ik+i+1

J: C(2), (18d)

2
te C (1) < pel = L., to C(n) doista prvo raste, prolazi kroz svoj maksimum koji je nuzno veci od L, a

potom pocinje padati i asimptotski se priblizavati grani¢noj vrijednosti Lc. Slika 1 predocava putanju
funkcije C=C(n), pri ¢emu je uzeto da je n kontinuirana varijabla. Q.E.D.

Cln) C(n)

u) s b} i<k
Slika 1: Tijek funkcije konveksnosti C=C(n) kao funkcije dospijeca n

Izvor: 1zrada autora.

5.  Zakljucak

U radu je dan pregled svojstava cijene, trajanja i konveksnosti kuponske obveznice uz odredene,
navedene pretpostavke. Bez primjene difererencijalnog racuna, koriste¢i elementarne algebarske
manipulacije svojstva konveksnosti obveznice su matemati¢ki dokazana, koliko je poznato autoru, po
prvi put u stranoj i domacoj literaturi. Na taj nacin su izbjegnuti komplicirani medurezultati na koje
vodi tehnika deriviranja, Sto je doprinijelo viSem stupnju razumljivosti rada, te dostupnost Siroj
publici, kako znanstvenicima, tako i stru¢njacima u praksi, te studenatima koji mozda nemaju nuzno
predznanje iz matematicke analize. Za dokaze svojstava cijene i trajanja Citatelji su upuceni na
adekvatnu literaturu.
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Dodatak 1.

U dokazu koristimo izraz za sumu kona¢nog geometrijskog niza:

, iNr(r'-1 r*—1)i \ i
p-Sien- Y e A g llees ]

Q.E.D.

Dodatak 2.
Dokaz Teorema 2:
(a) Tvrdnja je o€ita buduéi da se iz (2) vidi da je P=P(k) zbroj monotono padajucih funkcija u

varijabli k.

(b) Neka je i;<iy, 0dnosno i, 1i;>0. Odredimo predznak izrazu P(i,) 'P(iy):

Ovim je tvrdnja (b) dokazana.

(©) 1z (3) slijedi

. N n Ni Ni N Ni
A ey [((“k) i )k+1}'nm[?_(1+k)"k+(1+k)"}?'
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Nadalje,

p(n+1)-P(n)=S N, N _[ ” ‘ﬁﬂj: N (i41-r)=

t n+l t n n+l
= I r r

N .
=) r r rn+l(|_k)'

Iz posljednjeg izraza slijedi: u slu¢aju i=k, funkcija P(n) je konstanta ceteris paribus. Ako je i>k onda
je P(n) rastuca ceteris paribus, a ako je i<k onda je P(n) padajuca funkcija ceteris paribus. Q.E.D.

Dodatak 3.

Dokaz tvrdnje (e) iz Teorema 3:
IzraGunajmo limes funkcije D(n) koristeci relaciju (5) i veli¢inu Lp iz tvrdnje (c) Teorema 2:

L, = limD(n) = lim— {i r(rn_l)_”(r_1)+1}

n—o n—w P(n) rn(r_l)Z rn

N . ir ( 1} in n kr 1
=——-oIim S| 1-= |- ———+— |=— =1+=.
[ (T A M T
k

Daljnja analiza je analogna analizi u tvrdnji (e) Teorema 6. IzraCun odredenih izraza za trajanje moze
se vidjeti u (Gardijan et. al., 2012). Q.E.D.

Dodatak 4.

. nP R . . .
Dokazimo da je lim — =0, pri ¢emu su n i p prirodni brojevi, a a je realan broj takav da je a>1. Da

n—+0 g
- xP
bismo pokazali dani limes, dovoljno je izra¢unati limes funkcije f (X) =—, fIR>IR, kada x
a

teZi u plus beskonacnost (vidjeti u (Zorich, 2004)):

lim f (x)= |imx—p=(+;°°jL;H---L;H jim P(P=D(P=2)-21

b)) TR @t (Ina)”

Napomenimo da smo u ra¢unanju prethodnog limesa p puta primijenili L’Hospitalovo pravilo. Kako je

p
limes funkcije f jednak lim f (x) = lim X—X =0, to i restrikcija funkcije f na skup prirodnih brojeva

X—>+0 g

X—>+00 X—>+00 a

p
IN={1, 2,3, ..}, uoznaci f |,, : IN— IR, imaisti limes lim f (n)= lim n—n=0.

N—>+o0 N>+ g
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