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Baricentricke koordinate
1 — Afina svojstva

Vladimir Volenec *

Sazetak

Baricentricke (ili arealne) koordinate bilo koje tocke s obzirom na dani
trokut u euklidskoj ravnini definiraju se uz pomo¢ vektorskog ra¢una.
Definiraju se i baricentricke koordinate bilo kojeg pravca. Izrac¢una-
vaju se baricentricke koordinate spojnice dviju razli¢itih toc¢aka i sjeci-
Sta dvaju razli¢itih pravaca, te orijentirana povrsina bilo kojeg trokuta
pomocu baricentri¢kih koordinata njegovih vrhova.

Kljuéne rijeéi: trokut, baricentricke koordinate

Barycentric coordinates
1 — Affine properties

Abstract

In this paper, barycentric (or areal) coordinates of any point with res-
pect to a given triangle in the Euclidean plane are defined by means of
vector calculus. Barycentric coordinates of any line are also defined.
Barycentric coordinates of the joining line of two different points and
the intersection of two lines and the oriented areas of any triangle are
calculated by using barycentric coordinates of its vertices.
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Neka je dan trokut ABC. Za bilo koju to¢ku P u ravnini neka je sa P oznacen
njezin radijusvektor s obzirom na neko ishodiste. Tada za bilo koje dvije

tocke P, Q vrijedi jednakost l@ = Q — P. Za danu to¢ku P jednoznac¢no

su odredeni brojevi y i z tako dajeﬁ = y-z@—l—z-zﬁ, . P—A =
y(B—A)+z(C—A). Ako stavimox =1 —y — z, .

x+y+z=1 (1)

tada imamo
P =xA +yB+zC. (2)

Brojevi x, y, z, takvi da vrijede jednakosti (1) i @), su jednoznacno odredeni
to¢kom P i trokutom ABC ine ovise o izboru ishodista. Te brojeve zovemo
apsolutne baricentricke koordinate tocke P s obzirom na trokut ABC i pi-
gemo P = (x,y,z). O¢itoje A = (1,0,0), B=(0,1,0),C = (0,0,1).

Bilo koja tri broja x’, i/, z’ proporcionalna s koordinatama x, , z zovemo re-
lativnim baricentrickim koordinatama toc¢ke P s obzirom na trokut ABC
i piSemo P = (x' : y/ : Z’). Pritom pretpostavljamo da je x' + v/ + 2z’ # 0.
Tocka P je jednoznacno odredena svojim relativnim baricentrickim koordi-
natama x’, 1/, z’ jer su njezine apsolutne baricentricke koordinate tada dane
formulama

x/ y/ Z/

Tyryr VT Yay s T vay

©)

Zbog jednakosti (3), jednakost () dobiva oblik (x' 4+ y' +z/)P = x'A +
y'B + 2/ C. Ova jednakost fizikalnim jezikom izraZava ¢injenicu da je tocka
P teziste s masom x’ + y’ + 2/ to¢aka A, B, C redom s masama x,y,z. Po-
sebno, tocke A, B, C redom s masama 1, 1, 1 imaju za teZiste tocku G, za koju
vrijedi3G = A+B+C, . G = (%, %, %) je tocka, koju zovemo teZzistem
trokuta ABC. Strana rije¢ baricentar za teZiSte dala je i ime baricentrickim
koordinatama.

Ako tocka P dijeli dvije razli¢ite to¢ke Py = (x1,¥1,21) 1 P» = (xX2,y2,22) u
omjeru (PP, P) = A, tj. Iﬁ =A- lﬁ’, tadaizP—P; = A- (P —Py) uz
P; = x;A +y;B+z;,C (i = 1,2) dobivamo

(1 — /\)P = (X1 — /\Xz)A + (y1 - Ayz)B + (Zl — /\Zz)c.
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Zbog x; +y;i +z; =1 (i = 1,2) slijedi

1
1 _)\(Xl —AJCZ+]/1 —)\yz-f—Zl —/\Zz) =1
i zato imamo jednakosti
(X1 Axp 1 — Ayz Z1 — Azp
P( 1-A 7 1—-A 7 1—-A )7 )
P = ((x1 —Ax2) : (y1 — Ay2) : (z1 — Az2)). (@)
Posebno, uz A = —1, to¢ka P je poloviste toc¢aka P; i P i iz @) slijedi

P = (xl—é-le y142ryz, 21'2”2), tj. 2P = Py + P,. Tako npr. tocke B = (0,1,0)
i C = (0,0,1) imaju poloviste D = (0, 1, %) i to je poloviste stranice BC
trokuta ABC. Analognosu E = (%,O, %) iF = (%, %,0) polovista stranica
CAi AB. Zatotke A = (1,0,0), D = (0,%,%) iG = (%, %, %) vrijedi odito
jednakost A 4+ 2D = 3G, $to se moZe pisatiiu obliku G — A = —2(G — D),
tj. AC = —2DC. To znati da je djelisni omjer (ADG) jednak —2, tj. teZiste

trokuta dijeli njegovu teziSnicu AD u omjeru —2. Ista tvrdnja vrijedi i za
teziSnice BE i CF trokuta ABC.

Uz A = 1 jednakost (4) nema smisla, dok jednakost (5) dobiva oblik
P=((xn—x):y—y2): (21 —2)) ©6)

i predstavlja beskonac¢no daleku toc¢ku P pravca P; P,, jer za te tocke imamo
jednakost (P; P,P) = 1. Relativne koordinate u () imaju zbroj jednak nuli,
pa beskona¢no daleke tocke nemaju apsolutne koordinate. Zbog Py # P»
beskona¢no daleka tocka P ne moZe biti oblika (0 : 0 : 0). Posebno, pravci
BC, CA, AB imaju beskona¢no daleke tocke (0 : 1 : —1), (=1 :0: 1),
(1:-1:0).

Za bilo koji vektor v jednoznacno su odredeni brojevi y i z tako daje v =
y-ﬁ—i—z-zﬁ,tj. v=y(B—A)+2z(C—A). Ako stavimo x = —y — z, {j.
x+y+z=0, @)

tada imamo
v=xA+yB+:zC 8)
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Brojevi x, y, z, takvi da vrijede jednakosti @) i , su jednoznacno odredeni
vektorom v i trokutom ABC i zovemo ih baricentrickim koordinatama
vektora v s obzirom na trokut ABC i piSemo v = [x,y, z].

Za dvije tocke P} = (X],y1,21) ibP, = (XQ,yz,ZQ) imamo P; = x;A +y;B +
z;C (i =1,2) i zato

—

PP,=P,—P; = (xx—x1)A+ (_1/2 — yl)B + (Zz —z1)C

= [xz — X1, Y2 — Y1, 22 — Zl]-

Usporedivanjem ovog rezultata s jednakos¢u (6) zaklju¢ujemo da su (rela-
tivne) baricentricke koordinate beskonac¢no daleke to¢ke nekog pravca pro-
porcionalne s baricentrickim koordinatama bilo kojeg vektora paralelnog
s tim pravcem. Zato paralelni pravci imaju istu beskonac¢no daleku tocku.

Posebno imamo BC = [0, —1,1], CA = [1,0, -1], AB = [~1,1,0].

To¢ka P = (x,y,z) je kolinearna s dvije razli¢ite tocke P, = (x1,y1,21)
i P, = (x2,2,22) ako i samo ako postoji broj A € R takav da je PP =
A 1;1—1;2), . P—P; = A(Pz — Pl) ili P = (1 — A)Pl + AP;. Stavimo li
x = 1 — A, tada zaklju¢ujemo da tocka P leZi na pravcu P; P, ako i samo ako
postoje brojevik i A takvidajex +A =11

X =kx1+Axy, y=xy;+Ayr, z=xKz1+Az. 9)

Jednakosti @I) ¢emo kratko zapisivati u obliku P = «P; 4+ AP,. Brojevi, dani
sa () zadovoljavaju jednadzbu

Xx+Yy+Zz=0, (10)
gdje je
X =k(y1zo —z1y2), Y =k(z1x2 — x122), Z =k(xyy2 —y1x2) (11)
ik € R\ {0}. Doista, dobivamo o¢itu jednakost
(y122 — z1y2) (kX1 + Axp) + (z1x2 — x122) (kY1 + Ay2) + (X1y2 — y1x2) (K21 + Azp) = 0.

Obrnuto, ako brojevi x, y, z zadovoljavaju jednadzbu (10), pri ¢emu vrijede
jednakosti (11), tada se ta jednadzba moZe pisati u obliku

Xy oz
x1 y1 z1|=0. (12)
X2 Y2 22
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Zato postoje brojevi x i A takvi da vrijede jednakosti (9). Zbrajanjem tih
jednakosti dobivamo

x+y+z=x(x1+y1+z1) +A (2 +y2+22),

paako vrijede jednakosti x1 +y1 + 21 = 1ixp +y2 + 22 = 1, tada ¢e vrijediti
i jednakost x +y +z = 1 ako i samo ako vrijedi jednakost x + A = 1.
Dokazali smo sljede¢i teorem.

Teorem 1. Tocka P = (x : y : z) je kolinearna s dvije razliite tocke Py = (x1 :
vi:z1)i Py = (xp 1 y2 ¢ 2zp) ako i samo ako vrijedi jednakost (10), gdje su
brojevi X, Y, Z dani jednakostima (11), pri cemu je k € R\ {0}. Posebno je tocka
P = (x,y, z) kolinearna s dvije razli¢ite tocke Py = (x1,y1,21) i P» = (x2,Y2,22)
ako i samo ako vrijedi jednakost (10), gdje su brojevi X,Y,Z dani jednakostima
(1), pricemujek € R\ {0} ik +A =1

Po teoremul[I]koordinate bilo koje to¢ke danog pravca P zadovoljavaju jed-
nadzbu oblika (10), jednadZbu tog pravca P, pri ¢emu su brojevi X, Y, Z
odredeni do na proporcionalnost. Te brojeve zovemo baricentri¢kim ko-
ordinatama pravca P i piSemo P = (X : Y : Z). Kakoje P; # P, to iz
slijedi (X:Y:Z)#(0:0:0).

Korolar 1. Jednadzba pravca kroz razlicite tocke Py = (x1:y1 :21) i Pa = (% :
Y2 : zp) ima oblik (12).

Jednakost je uvjet da tocka P = (x : y : z) leZi na pravcu P =
(X : Y : Z), . da pravac P prolazi kroz tocku P, a kazemo tada da su
tocka P i pravac P incidentni, pa je jednakost uvijet incidentnosti tocke
P=(x:y:z)ipravcaP = (X:Y:Z).

Jednakost x + y + z = 0 karakterizira beskona¢no daleke tocke (x : y : z),
pa kako je ta jednakost oblika uz X = Y = Z = 1, to smatramo da
sve beskonac¢no daleke tocke leZe na jednom pravcu, beskonacéno dalekom
pravcu N, s jednadzbom x +y +z =0, pajedakle N = (1:1:1).

Ako determinantu u jednadzbi razvijemo po elementima prvog retka,
tada dobivamo:

Korolar 2. Spojnica razli¢itih toaka Py = (x1 :y1 :21) i Py = (X2 1 y2 @ 22) je

pravac
a0 ) . 13)

22 X2

n z1
Y2 23

X1
X2 Y2

PP, = <
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Iz A = (1,0,0), B = (0,1,0),C = (0,0,1), P = (x : y : z) primjenom
korolara P]dobivamo

BC = (1,0,0), CA = (0,1,0), AB = (0,0,1),

AP=(0:—-z:y), BP=(z:0:—x), CP=(-y:x:0), (14

tj. pravci BC, CA, AB imaju redom jednadzbe x =0,y =0,z = 0.

Teorem 2. Tri tocke P; = (x; : y; : z;) (i = 1,2,3) su kolinearne ako i samo ako

je
X1 Y1z
X2 Y2 22| = 0. (15)
X3 Y3 z3

Posebno, tocke P; = (x; : y; : z;) (i = 1,2) su kolinearne s tockom A pod uvjetom
dajeyy : z1 = ya : zp, s tockom B pod uvjetom zq : x1 = z2 : X2, a s tockom C
pod uvjetom x1 : y1 = x3 : Yo.

Dokaz. U dokazu teoremalI|smo tvrdnju teorema[2|dokazali za tri kona¢ne
tocke i to u slucaju kada su tocke P; i P, razli¢ite i P3 = P. Tvrdnja je oci-
gledna ako medu to¢kama Pj, P, P3 ima jednakih. Tri beskona¢no daleke
tocke P; = (x; : y; : z;) (i = 1,2,3) o¢ito zadovoljavaju jednadzbu (15) jer je
xi+yi+z =0(i=1,2,3). Obrnuto, npr. iz[@5) ix; +y; +z; = 0(i = 1,2)
slijedi i x3 + y3 + z3 = 0. Moramo tvrdnju teorema dokazati jos samo za
slucaj kada imamo dvije razli¢ite konac¢ne tocke P; = (x;,y;,2;) (i = 1,2)
i beskona¢no daleku to¢ku P; = (x3 : y3 : z3). Beskona¢no daleka tocka
pravca PiP, jetocka (x3 : y3 1 z3) = ((x9 —x2) : (y1—y2) & (21 —22)) i
zadovoljava jednakost (15). Obrnuto, neka beskona¢no daleka tocka P3 =
(x3 : y3 : z3) zadovoljava jednakost (15). Tada postoje brojevi x i A takvi da
vrijede jednakosti

X3 =Kkx1+AXp, Y3 =ky1+ Ay, 23 =Kkz1+ Az, (16)
Zbrajanjem tih jednakosti dobivamo jednakost
X3 +Yys+2z3= K(x1 + Y1 +Zl) + )\(Xz + 2 +Zz),

odakle zbog x; +vy1 +2z1 = 1, xo +y2 +2p = 1, x3 +y3 + z3 = 0 slijedi
k+ A = 0. Zatoje A = —« ijednakosti dobivaju oblik x3 = x(x1 — x2),
y3 = x(y1 — y2), 23 = k(21 — 22), tj. P3 je beskona¢no daleka tocka pravca
P,P,. O

Teorem 3. Ako tocke P; = (x; : y; : z;) (i = 1,2) imaju zbrojeve koordinata
s; = x; +y; +z; (i = 1,2) i ako tocka P zadovoljava jednakost

P = xP; + AD,, (17)
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tada ove tri tocke imaju djelisni omjer

A S
PiP,P) = —— - —=. 18
(P1P2P) = —— - (18)
Dokaz. Prijedemo li na apsolutne koordinate, tada desna strana jednakosti
dobiva oblik xs1P; + Asy P, i zbog jednakosti zbrojeva koordinata na
obje strane jednakosti moramo na lijevoj strani pisati (xs; + Asp)P. Zato ta
jednakost dobiva vektorski oblik (ks; + Asy )P = ks1Pq + AsyPy, tj. x5 (P —

P1) = —Asy(P—Py) ili ks1 - PP = —Asy - lﬁ, a to dokazuje jednakost
(18). O

Jednadzba je simetri¢na u varijablama x, y,z1 X, Y, Z. Zato za skupove
tocaka i pravaca (konac¢nih i beskona¢no dalekih) vrijedi tzv. princip du-
aliteta, po kojem svakoj tvrdnji o tockama i pravcima odgovara njoj dualna
tvrdnja o pravcima i tockama. Zato te dualne tvrdnje nije potrebno dokazi-
vati. Tako sunpr. tvrdnjama teorema(T]i[2]dualne tvrdnje sljede¢ih teorema

41i 5| a korolaru [2|dualan je korolar (3
]

Teorem 4. Pravac P = (X : Y : Z) je incidentan sa sjecistem razlicitih pravaca
Py = (X1:Y1:2Z1)iPr= (Xy:Ya: Zy) ako i samo ako vrijedi jednakost (10),
gdje su brojevi x,y, z dani formulama

X = K(Y1Z2 — Z1Y2), y= K(21X2 — X1Zz), zZ = K(X1Y2 — Y1X2) (19)
igdjeje K € R\ {0}.

Teorem 5. Tri pravea P; = (X; : Y; : Z;) (i = 1,2,3) prolaze kroz jednu tocku
ako i samo ako je

X1 1 4y
Xo Yo Zo| =0. (20)
Xs Y Z3
Korolar 3. Sjeciste razlicitih pravaca Py = (x1 : y1 :21) i Po = (x2 1 y2 : 22)
je tocka
_ (M 4 |4 X1 XN
P1NP, = (YZ Zl' 1z, %X Yol (21)

Primjenom korolara [3| na parove pravaca iz formule dobivamo lako
jednakosti

APNBC=(0:y:z), BPNCA=(x:0:2), CPNAB= (x:y:0), (22)
gdjeje P = (x:y:z).

Beskonac¢no daleka tocka nekog pravca je njegovo sjeciste s beskonac¢no da-
lekim pravcem N = (1: 1: 1). Zato iz korolara3]slijedi odmah:
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Korolar 4. Pravac P = (X : Y : Z) ima beskonacno daleku tocku PN Q =
(Y=-2):(Z—-X): (X=Y)).

Dva su pravca paralelna ako imaju isto sjeciSte s beskona¢no dalekim prav-
cem N. Zato iz teorema 5]slijedi:

Korolar 5. Pravci P; = (X; : Y; : Z;) (i = 1,2) su paralelni ako i samo ako je

1 1 1
X, Y, Zy| =o. (23)
Xo Y, Zo

Bilo koji pravac paralelan s pravcem P = (X : Y : Z) ima oblik ((X + K) :
(Y+K):(Z+K))zanekoK € R.

Za tri kolinearne toc¢ke B,C, D i bilo koju toc¢ku A (slika 1) djelisni omjer
(DCB) je jednak omjeru orijentiranih povrsina p(ABD) i p(ABC) trokuta
ABD i ABC. Zatoje

p(ABD) = (DCB) - p(ABC). (24)
A
B C D
Slika 1.

Ako je P = (x,y,z), tada je tocka D = AP N BC (slika 2) dana sa (22, 4.
imamo D = (0 : y : z) sa zbrojem koordinata y + z. Imamo jednakosti
xA =P —DiyB = D —zC. Zato po teoremu 3| dobivamo jednakosti

z
y+z

(PDA) =y+2z, (DCB)=

Koriste¢i jednakost (23) i analognu jednakost p(ABP) = (PDA) - p(ABD)
dobivamo

p(ABD) = ﬁ A, p(ABP) = (PDA) - p(ABD) = Az,
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Slika 2.

gdje smo sa A oznadili povrinu trokuta ABC, pri éemu smatramo da je taj
trokut pozitivno orijentiran. Analogne rezultate imamo za druge vrhove
trokuta ABC, tj. vrijedi sljedeci teorem:

Teorem 6. Za bilo koju tocku P = (x,y,z) trokuti BCP, CAP, ABP imaju ori-
jentirane povrsine Ax, Ay, Az, gdje je /N povrsina trokuta ABC.

Korolar 6. Za bilo koji trokut ABC i bilo koju tocku P vrijedi jednakost
p(ABC) = p(BCP) + p(CAP) + p(ABP).

Po teoremul6| zaklju¢ujemo da su baricentri¢ke koordinate tocke P zapravo
omjeri orijentiranih povrsina trokuta BCP, CAP, ABP s povrSinom trokuta
ABC. Zato se te koordinate ¢esto zovu i arealnim koordinatama tocke P.

Na slici tocka P ima prvu koordinatu x negativnu, dok su koordinate y i
z pozitivne. Opéenito, koordinata x tocke P je pozitivna ili negativna ve¢
prema tome da li su tocke A i P s iste ili s razli¢itih strana pravca BC, a
sli¢no pravilo vrijedi i za koordinate y i z.

Neka su sada dane bilo koje dvije tocke P; = (x;,y;,z;) (i = 1,2). Tada za
tocke D; = AP; N BC (slika 3) imamo na temelju dokaza teorema @jedna—
kosti

Zj
Yi+2zi

(PiD;jA) =yi+z, p(ABD;) = A (i=1,2).
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Slika 3.
Zato dobivamo redom
Z2 21
AD{D = ABD,) — p(ABD{) = A —
p(AD;D;) p( 2) — p( 1) (y2+zz y1+21>
Y122 — Z1Y2

(y1+z1)(y2 +22)°

p(AP1P) = (PiD1A)-p(AD1P,) = (P1D1A) - (P2D2A) - p(AD1D3)
= (n+21)(y2+22) - p(AD1D2) = Ay1z2 — z112)-

Teorem 7. Orijentirana povrsSina trokuta s vrhovima P; = (x;,y;,z;) (i = 1,2,3)
dana je formulom

1Nz
X2 Y2 22
X3 Y3 23

p(P1PP3) = A : (25)

Dokaz. Uz dokazanu formulu p(AP1P>) = A(y1z2 — z1y2) vrijede i njoj
analogne formule p(AP,P3) = A(yazz — zoy3) i p(APsPy) = A(yzz1 —
z3Y1). Zato po korolaru[6|dobivamo redom

p(PPoPs) = p(APP3) + p(APsPr) + p(AP1 D)
= A(yaz3 — 22¥3 + Y321 — z3Y1 + Y122 — Z1Y2)
1 1z
= A1 y2 2z,
1 ys z3

odakle slijedi formula zbog jednakosti 1 —y; —z; = x; (i = 1,2,3).
Ovdje smo korolar [f] smjeli koristiti samo u slucaju kada tocke P;, Py, Ps
tvore trokut. U slucaju kada su te tocke kolinearne tvrdnja naseg teorema
vrijedi po teoremu 2| O

10
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Napomenimo na kraju da su baricentri¢ke koordinate koristene pri rjeSava-
nju velikog broja zadataka iz geometrije trokuta u ¢asopisima poput Ame-
rican Mathematical Monthly, Mathematical Magazine, Elemente der Mat-
hematik, Crux Mathematicorum, Matematika v Skole i Kvant. Medutim, u
poznatoj "Encyclopedia of triangle centers" Clarka Kimberlinga, dostupnoj
na Internetu, i na njegovoj osobnoj stranici, te npr. u njegovom ¢lanku pod
[1], koriste se tzv. trilinearne koordinate. Za bilo koju to¢ku P trilinearne
koordinate s obzirom na temeljni trokut ABC su orijentirane udaljenosti te
tocke od pravaca BC, CA i AB, pri ¢emu vrijede ista pravila o predznacima
kao i kod baricentrickih koordinata.

Trilinearne koordinate su u uskoj vezi s baricentrickim koordinatama. Ako
je ABC temeljni trokut i ako je P = (x,y,z) bilo koja to¢ka prikazana svo-
jim baricentrickim koordinatama x, y, z, i ako su u, v, w njezine trilinearne
koordinate, tada je

jer je npr. au = 2p(BCP) = 2 Ax.
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