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Geometrijska vjerojatnost u
svakodnevnom Zivotu

Dragana Jankov Masirevié Ana Kozic¢*

Sazetak

U ovom ¢lanku je opisan geometrijski pristup definiranju vjerojatnosti
te su dani primjeri problema iz svakodnevnoga Zivota koji se mogu
rijeSiti primjenom geometrijske vjerojatnosti.

Kljuéne rijeci: vjerojatnost, geometrijska vjerojatnost, primjena u
svakodnevnom Zivotu

Geometric probability in real life

Abstract

In this paper, we present a geometric approach to defining probabi-
lity. We also give examples of real life problems that can be solved by
applying geometric probability.

Keywords: probability, geometric probability, application in real life

1 Povijesni pregled

Poznato je da su indijski matematicari ve¢ oko 3. stoljeca prije nove ere rje-
Savali odredene vjerojatnosne probleme, uglavnom iz religioznih razloga.
Bavili su se permutacijama i kombinacijama, a u 9. stolje¢u Mahavira je za-
pisao njihova pravila.

Ipak, jednim od glavnih prethodnika teorije vjerojatnosti smatra se Car-
dano, autor jednog od prvih matematickih djela o vjerojatnosti Liber de luda
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aleae (Knjiga o bacanju kocke), koju je napisao kao strastveni kockar. U toj
knjizi, koja je nastala oko 1564. godine, opisani su problemi izra¢unavanja
vjerojatnosti dobitka u igrama na srecu, a u njoj se nalazi i klasicna definicija
vjerojatnosti kao omjera broja povoljnih i broja mogucih ishoda. Od Zelje
za sigurnim dobitkom teorija vjerojatnosti se razvila do matematicke dis-
cipline u 17. stolje¢u kroz dopisivanja Pascala i Fermata. Prvi kompletan
pregled svojih i svih do tada poznatih rezultata dao je 1812. godine La-
place u djelu Théorie Analytique des Probabilités, dok je 1933. Kolmogorov
aksiomatizirao vjerojatnost uvodenjem vjerojatnosnog prostora $to je naziv
za uredenu trojku (Q), F, P) koja se sastoji od prostora elementarnih doga-
daja (skupa svih mogucih ishoda) (), familije 7 podskupova od (), koju nazi-
vamo o-algebra, a njezine elemente dogadajima i funkcije P : F — [0, 1] koju
nazivamo vjerojatnost ukoliko zadovoljava aksiome vjerojatnosti, tj. da je
P(A) > 0zasvaki A € F, P(Q)) = 1, te da je vjerojatnost unije proizvoljne
familije medusobno disjunktnih dogadaja jednaka zbroju vjerojatnosti po-
jedinih dogadaja.

Geometrijska vjerojatnost se prvi puta javlja oko 1665. godine u privatnim
rukopisima Isaaca Newtona koji se bavio problemom odredivanja vjero-
jatnosti da ¢e lopta zanemarive veli¢ine, bacena u krug na slucajan nacin,
pogoditi jedan od dvaju nejednakih podrucja kruga, dok se jednim od naj-
poznatijih problema vezanih uz geometrijsku vjerojatnost smatra Buffornov
problem nazvan po G. L. L. Buffonu. Ovaj problem, u kojem treba odrediti
vjerojatnost da ¢e igla duljine 2/ badena na papir na kojemu su nacrtani
paralelni pravci, od kojih su svaka dva pravca medusobno udaljena za 24,
sje¢ineki od tih pravaca, uz uvjet daje! < a, obraden je u mnogim ¢lancima
(vidi npr. [5]).

2 Geometrijski pristup definiranju vjerojatnosti

Ako je prostor elementarnih dogadaja () neki podskup skupa realnih bro-
jeva ili opéenito podskup skupa R", koji nije diskretan, govorimo o geome-
trijskoj vjerojatnosti. U nastavku ¢emo opisati slucajeve kadajen = 1,2, 3.
Neka je Q) = [a,b] C R segment i zamislimo da na slu¢ajan nacin odabi-
remo tocku x iz danog segmenta. Ako je [c,d] C [a,b] zanima nas kolika
je vijerojatnost da slu¢ajno odabrana tocka x iz segmenta [a, b] bude ujedno
i u segmentu [c,d]. Za pripadnu o-algebru na R prirodno uzimamo Bo-
relovu o-algebru, ¢ije ¢lanove nazivamo Borelovi skupovi, a o kojoj citatelj
moZe procitati vise u [4]. Ipak, navedimo da u Borelove skupove ubrajamo:
zatvorene intervale, poluotvorene (odnosno poluzatvorene) intervale, neo-
granicene intervale, jednoclane skupove i prebrojive podskupove skupa R.
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Uzimajuéi u obzir sljedece prirodne pretpostavke:
e slucajno odabrana tocka moze biti bilo koja tocka iz segmenta [a, b]

e vjerojatnost da odabrana to¢ka bude u bilo kojem segmentu [c, d] tak-
vom da je [c,d] C [a,b] proporcionalna je duljini tog segmenta i ne
ovisi o njegovom poloZaju (pretpostavka o uniformnosti),

ako sa A ozna¢imo dogadaj tocka x je iz segmenta [c,d] C [a, b], slijedi da je
P(A)=P(xeA)=k-(d—c),

gdje je k konstanta koju nazivamo koeficijent proporcionalnosti.

—t—

[ 1 ]
1 T T

a c d b

Slika 1: Geometrijska vjerojatnost na R

Iz aksioma vjerojatnosti, za dogadaj () = {tocka x je iz segmenta [a, b]} vri-
jedi P(Q2) = 1 te je stoga

1=P(Q))=k-(b—a), odnosno k= bia'
Sadaje
d—c

Ako duljinu segmenta interpretiramo kao njegovu mjeru i ozna¢imo je sa
m, tada (I) prelazi u
m(A)
P(A)="P A)=—+£ iACQCR. 2
(A) (x € A) Q) zasvaki A C Q) C )
Nadalje, promotrimo sludaj kada je QO C RR?. Ulogu mjere sada preuzima
povrsina te pretpostavljamo da je m(Q)) < oco. Zanima nas vjerojatnost
slu¢ajnog odabira tocke x iz skupa (2 te ponovno uzimamo u obzir sljedece
pretpostavke:

e slucajno odabrana tocka moze biti bilo koja to¢ka iz skupa

e vjerojatnost da odabrana tocka bude u bilo kojem skupu A C Q) pro-
porcionalna je povrsini m(A) tog skupa i ne ovisi o njegovom obliku
i polozaju (pretpostavka o uniformnosti).
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Ako sa A oznacimo dogadaj tocka x je iz skupa A, tada je
P(A)=P(x e A) =k-m(A),

gdje je k koeficijent proporcionalnosti.
Ocigledno tocka moZe pasti samo u skup (), tj. taj dogadaj je siguran pa je

1=P(Q) = P(x € Q) = k- m(Q)

iz Cega slijedi

Q

Slika 2: Geometrijska vjerojatnost na R?

Prema tome vrijedi

P(A)=P(x€ A) = ——%, zasvakiA C Q C R2 3)

Uz pretpostavku daje Q ogranicen skup u IR?, na analogan nac¢in dobivamo
formulu

P(A) =P(x € A) = ;”1((?2;, zasvaki A C QO C R® (4)
gdje ulogu mjere m sada preuzima obujam.
Funkciju P definiranu sa ), (3) odnosno @) nazivamo geometrijska vjero-
jatnost te se lako moZze provijeriti da tako definirana funkcija zadovoljava
aksiome vjerojatnosti (vidi [7, str. 46]).
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3 Zanimljivi primjeri

U ovom poglavlju pokusat ¢emo kroz zanimljive primjere iz svakodnev-
noga zivota Citateljima pribliZiti ra¢unanje vjerojatnosti geometrijskim pris-
tupom.

Primjer 1. Ivana studira na Odjelu za matematiku u Osijeku i stanuje na
Vijencu Petrove gore. Danas se kasno ustala te je na autobusnu stanicu
stigla u 8:45. Ivana se brine hoce li sti¢i na predavanje koje pocinje u 9:00.
Pogledala je vozni red i procitala da autobus dolazi svakih 13 minuta te mu
treba 8 minuta da stigne na Gajev trg na kojemu se nalazi njezin fakultet.
Kolika je vjerojatnost da ¢e Ivanin autobus sti¢i na vrijeme, uz pretpostavku
uniformnosti vremena dolaska autobusa na stanicu?

Rjesenje. Kako voZznja od Vijenca Petrove gore do stanice koja se nalazi is-
pred Odjela za matematiku traje 8 minuta, autobus treba na Vijenac Petrove
gore sti¢i najkasnije u 8:52, odnosno za najvise 7 minuta od kada je Ivana
stigla na stanicu. Ako sa A oznacimo dogadaj autobus je stigno na vrijeme,
znajudi da autobus stize na Ivaninu stanicu svakih 13 minuta ($to predstav-
lja prostor elementarnih dogadaja (1), vjerojatnost da ona nece zakasniti na
predavanje je (vidi sliku 3)

Slika 3.

Primjer 2. Ivana je usla u autobus i nada se da ¢e na putu do Gajevog trga
biti Sto viSe zelenih svjetala na semaforu. Ukoliko na prvom semaforubude
zeleno svijetlo, Ivana zna da ¢ée autobus prodi kroz zeleni val te ée prije sti¢i
na odrediste. Svjetlosni ciklus tog prvog semafora je sljedeci: 20 sekundi
crveno, 5 sekundi zuto, 50 sekundi zeleno svjetlo. Kolika je vjerojatnost
da ¢e njezin autobus naiéi u trenutku kada je na prvom semaforu upaljeno
zeleno svjetlo?

Rjesenje. Prostor elementarnih dogadaja (2 je jedan ciklus izmjene svjetala
na semaforu. Kako crveno svjetlo traje 20 s, Zuto 5 s i zeleno 50 s, ukupno
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trajanje jednog ciklusa je 20s + 5s +50s = 75s. Ukoliko sa A oznac¢imo

dogadaj na semaforu je upaljeno zeleno svjetlo, vrijedi m(A) = 505 te je

2
P(A) = % =2 = 0667,

| 20 sekundi

5 sekundi

50 sekundi

Slika 4.

Dakle, vjerojatnost da ¢e Ivanin autobus nai¢i u trenutku kada je na sema-
foru upaljeno zeleno svijetlo je priblizno 67 %. <

Primjer 3. Nakon predavanja na koje je ipak stigla, Ivana je krenula u stu-
dentski restoran Gaudeamus na ruc¢ak. Dogovorila se s prijateljicom Mari-
jom, koja studira na drugom fakultetu, da ¢e se naéi izmedu 12 i 13 sati,
kada obje imaju pauzu. I Ivana i Marija moraju se vratiti na fakultet pa su
se dogovorile da ¢e pri dolasku u restoran ¢ekati jedna drugu najvise 20
minuta. Kolika je vjerojatnost da ¢e se one sastati uz pretpostavku unifor-
mnosti vremena njihovog susreta?

Rjesenje. Ako sa x oznacimo trenutak Ivaninog dolaska, a sa y trenutak Ma-
rijinog dolaska u restoran (pri ¢emu iz danih uvjeta vrijedi x,y € [12,13]),
tada prostor elementarnih dogadaja () moZzemo zapisati na sljedeé¢i nacin:

Q={(x,y) eR*:12< ¥ <13, 12<y < 13}.

Kako je poznato da ¢e se Ivana i Marija sastati ako i samo akoje |x —y| < 1,

jer je 20 minuta jednako % sata, ukoliko sa A ozna¢imo dogadaj da su se one
sastale, slijedi da je

A:{(x,y)60:|x—y|<:13}:{(x,y)eQ:x—;gyéx—i—;}.

24



GEOMETRI]SKA VJEROJATNOST U SVAKODNEVNOM ZIVOTU

Y

Slika 5.

Zbog m(Q)) = 1, iz slike 5 je jasno da je vjerojatnost dogadaja A jednaka

4
P(A)=m(A)=1- 5= g = 0.556 ~ 56%.
Prethodna je slika dobivena translacijom kvadrata () tako da mu se jedan
vrh nalazi u ishodistu te je ocito da prethodni ra¢un ne ovisi o spomenutoj

translaciji. <

Primjer 4. Nakon rucka Ivana se vratila na Odjel za matematiku jer se s
kolegama dogovorila da zajedno uce za kolokvij iz kolegija Uvod u vjero-
jatnost i statistiku, koji je uskoro. Kako je bio lijep dan, odlucili su uditi
u dvoristu. RazmiSljajuéi o jednom zadatku primijetili su da su na Zlijeb
krova slucajno sletjela dva vrapca. Petar je predlozio da izracunaju vjero-
jatnost da je udaljenost vrabaca od krajeva Zlijeba, kao i njihova medusobna
udaljenost barem 2 metra. Darija je dodala da je potrebno uzeti u obzir
pretpostavku o uniformnosti svih navedenih udaljenosti kao i duljinu Zli-
jeba pa su pretpostavili da je ona 20 metara. Koliko iznosi vjerojatnost koju
su rac¢unali?

Rjesenje. Oznacimo krajeve Zzlijeba sa A i B, vrapce sa C i D, te pripadne
udaljenosti x = |C — A|, y = |D — A| (vidi sliku 6).

Kako je duljina Zlijeba 20 metara, slijedi daje Q = {(x,y) € R>: 0 < x <
20,0 < y < 20}. Uzimajudi u obzir da su vrapci od krajeva Zlijeba uda-
ljeni barem 2 metra te da je njihova medusobna udaljenost takoder barem
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A T C D B

Slika 6.

2 metra, trazeni dogadaj moZzemo zapisati na sljedeci nacin:

E={(x,y) €Q:2<x<18, 2<y <18, |y—x|>2}.

18

9 y=lr+2 E

y=x—2 Q
0 2 4 16 18 20 T

Slika 7.

Sa slike 7 vidimo da dogadaj E moZemo prikazati kao dva pravokutna tro-
kuta od kojih svaki ima obje katete duljine 14, stoga dobivamo da je trazena
vjerojatnost

14-14 49
P(E) = 35725 = 105 = 04%

odnosno 49%. >

Primjer 5. Kada se Ivana vratila u stan, brzo je ostavila svoje stvari i obukla
trenerku jer ide kod Mateje igrati odbojku. Prije polaska namjestila je sni-
manje omiljene serije Teorija Velikog praska, koja uskoro pocinje, pa ce je
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pogledati kada se vrati kuéi. Kada je stigla kod Mateje odmah se ukljucila
u igru, jer su ostali prijatelji ve¢ stigli. Mateja ima veliko dvoriSte u obliku
pravokutnika, dugacko 12.5 metara i $iroko 7.5 metara pa je pozvala prija-
telje kod sebe. U zaru igre Marko je jako udario loptu i ona je odletjela u
susjedovo dvoriste. Mateja je rekla da je susjedovo dvoriste istih dimenzija
kao i njezino, ali da susjed ima psa koji se nalazi u jednom kutu dvorista na
uzici dugackoj 5 metara i koji unisti svaku loptu koju uspije dohvatiti. Su-
sjed nije kod kuce te Mateja mora ¢ekati da se on vrati kako bi uzela loptu i
s prijateljima nastavila igru, ako je lopta ¢itava. Kolika je vjerojatnost da je
lopta ostala ¢itava ako ona s jednakom vjerojatnosti pada na dijelove dvo-
rista jednake povrsine?

Rjesenje. Lopta je mogla pasti bilo gdje u susjedovo dvoriSte pa je prostor
elementarnih dogadaja () susjedovo dvoriste oblika pravokutnika i povr-
gine m(Q) = 7.5m - 12.5m = 93.75 m>.

7.5m

12.5m

Slika 8.

Vidimo da je povrsina podrudja kojim se pas moZze kretati jednaka cetvrtini
povrsine kruga polumjera ¥ = 5m, odnosno 25” m?. Ako sa A oznadimo
dogadaj lopta je ostala Citava, to znadi da ]e lo 5pta pala izvan dometa psa,
odnosno u dio dvorita povrine 93.75 m? T m? = 74.12m?

Prema tome, vjerojatnost da je lopta ostala c1tava je

7412

Sto je priblizno 79%. <
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Primjer 6. Nakon igre (Matejin susjed ubrzo je do$ao i vratio im loptu koja
je ostala ¢itava) Ivana se vratila u stan, spremila za spavanje i upalila televi-
zor kako bi pogledala epizodu serije koja se snimala dok nje nije bilo. Kada
je pokrenula snimku, shvatila je da je u Zurbi podesila snimanje krivog pro-
grama te se umjesto njezine serije snimio dio emisije na kanalu National
Geographic. U emisiji su govorili o tome kako se tri svemirska broda pri-
blizavaju Zemlji i pokazivali su sliku s istaknutom kruznicom oko nje na
kojoj su svijetlile tri tocke koje predstavljaju svemirske brodove. Ivana je
skicirala sliku koju je vidjela i zapitala se kolika je vjerojatnost da je trokut
kojeg odreduju ti brodovi $iljastokutan ako pretpostavi da su kutovi odre-
deni danim to¢kama s vrhom u sredistu promatrane kruznice uniformno
distribuirani na [0, 27].

Rjesenje. Oznacimo svemirske brodove sa A, B i C te srediSte promatrane
kruZnice sa O. Neka nam je brod A na kruZnici fiksan te, bez smanjenja op-
enitosti, neka je B brod koji sa A zatvara manji kut (promatrajuéi u smjeru
obrnutom od kretanja kazaljke na satu). Ozna¢imo promatrani kut ZAOB
sa x (kao na slici 9). Sa y ozna¢imo kut koji brod C zatvara s brodom A tj.
y = LAOC. Uo¢imo kako je y > x te je preostali kut ZCOA = 2w —y.

B

A

Slika 9.

Prostor elementarnih dogadaja () moZemo zapisati na sljede¢i nacin:
Q={(x,y) €0,2m] x [0,27] : y > x}.

Oznacimo sa D dogadaj trokut ABC je siljastokutan. 1z uvijeta da kutovi
ZBCA, ZCAB1i ZABC budu §iljasti za pripadne srediSnje kutove mora biti
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redom zadovoljeno x < 7,y — x < mmte 2mr —y < 7 pri ¢emu je zadnji
uvjet ekvivalentan sa y > 7. Iz prethodnog razmatranja slijedi da je
D={(x,y) eQ:x<my>m y—x<m}
Sa slike 10 vidimo da vjerojatnost dogadaja D moZzemo izra¢unati na slje-

dedi nadin: )

r 1
P(D) = (272T)2 =4 =02
2
2 [¢)
D
0 ™ 21
Slika 10.

Dakle, vjerojatnost da trokut koji je Ivana skicirala bude $iljastokutan je
25%. <

Primjer 7. Kada je do$ao trenutak kolokvija, Ivana se nadala da ¢e uspjeti
sjesti barem na 2 metra udaljenosti od prozora jer tada, zbog jace svjetlosti i
svjezeg zraka, ima bolju koncentraciju. Predavaonica u kojoj se pise ispit je
kvadratnog oblika Sirine 6 metara, dok se prozori protezu na 80% duljine s
lijeve strane prostorije i cijelom Sirinom u zadnjem dijelu (vidi sliku 11), a
u tom dijelu se nalaze i stolice. Kolika je vijerojatnost da ¢e Ivana sjesti gdje
Zeli?

Rjesenje. Sa slike 11 vidimo da je povrsina podrucja u kojem se nalaze sto-
lice 48m - 6m = 28.8m? Sto upravo predstavlja povrdinu prostora ele-
mentarnih dogadaja (). Ako sa A oznacimo dogadaj [vana je sjela gdje Zeli,
uocimo da je povrsina tog dogadaja jednaka povrsini osjenc¢anog dijela na
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slici 11, . 4m - 2m +4.8m - 2m = 17.6 m? pa je vjerojatnost trazenog do-
gadaja

17.6 s
P(A) = sg= = 0611~ 61%.
PLOCA

2m
P:::::::::::::ﬁ:::::ﬁ:Q..
RI.
O
4.8m ........................
Z|
O::::::::::::::I:::::::A:
RpLoooiiii o 2m

I e
P R O Z O R I

6m

Slika 11.

Ivana je uspijela sjesti do prozora te je dobro rijesila kolokvij, pomalo zbog
sviezeg zraka, a viSe zbog uloZenog truda u vjeZbanje zadataka i smislja-
nje primjera iz svakodnevnice koji se mogu rijesiti primjenom geometrijske
vjerojatnosti. <
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