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Matematikom do ideja za uzorke

Amra Durakovi¢, Selma Kapic¢ *

Sazetak

Modularna aritmetika predstavlja aritmeti¢ki sustav kod koga se bro-
jevi "vracaju u krug" nakon $to dostignu odredenu vrijednost - modul.
U ovom ¢lanku ¢emo opisati jednu od primjena modularne aritmetike.

Kljuéne rijeéi: modularna aritmetika, uzorak

Design ideas through math

Abstract

Modular arithmetic is a system of arithmetic for integers, where num-
bers "wrap around" upon reaching a certain value - the modulus. In
this paper, we describe an application of modular arithmetic

Keywords: modular arithmetic, pattern

1 Uvod

Modularna aritmetika, tj. aritmetika modulo neki cijeli broj m, definira se
uvodenjem relacije kongruencije na skupu cijelih brojeva.

Definicija 1.1. Ako cijeli broj m # 0 dijeli razliku a2 — b, onda kazZemo da
je a kongruentno b modulo m i piSemo a = b (mod m). U protivnom,
kazemo da a nije kongruentno b modulo m i pisemo a # b (mod m).
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Na primjer, 17 = 7 (mod 5) jer 5 djjeli razliku 17 — 7 = 10.

Koncept modularne aritmetike je povezan s konceptom ostatka pri dijelje-
nju. Ukoliko je ostatak pri dijeljenju broja a brojem m jednak r, r > 0, pise
seamod m = r (=, ane =). Tako je 17 mod 5 = 2, ali "17 mod 5 = 7" nije
dobro.

Modularna aritmetika ima primjenu u teoriji brojeva, teoriji grupa, teoriji
prstena, apstraktnoj algebri, kriptografiji, ra¢unarstvu, u vizualnim umjet-
nostima i glazbi.

2 Modularna aritmetika u vizualnim
umjetnostima

U vizualnim umjetnostima modularna aritmetika se moZe koristiti za kre-
iranje razlic¢itih umjetnickih uzoraka - 8ara, odnosno uzoraka baziranih na
tablicama mnoZenja i zbrajanja modulo m. Takoder koriste¢i modularnu
aritmetiku mozemo dobiti zvijezdu s m krakova, te tzv. (m, n)-uzorak.

2.1 Zvijezda s m krakova

Na kruznici proizvoljnog radijusa odaberemo m jednako udaljenih toc¢aka
iozna¢imoihsa0,1,2,...,m —2,m — 1 (ostaci modulo m). Odaberemo os-
tatak i mod m takav da je (i,m) = 1, odnosno da su i i m relativno prosti.
Zatim spojimo tocku 0 s tockom i, pa tu tocku spojimo s tockom 2i mod m,
pa nju spojimo s tockom 3i mod m, i tako dalje sve dok ne spojimo tocku
(m —1)i mod m s to¢kom mi mod m, $to je ujedno i pocetna tocka 0.

Problem konstrukcije pravilnog mnogokuta, tj. podjela kruznice na jed-
nake dijelove je jedan od klasi¢nih geometrijskih problema. Babilonci su
vrlo dobro znali priblizno podjjeliti kruznicu na sedam jednakih dijelova.
Grci su elementarno dijelili kruznicuna 2, 3, 4, 5, 6, 8 i 12 jednakih dijelova.
Pokusaji da se krug podijeli na # jednakih dijelova, gdje je n proizvoljan pri-
rodan broj, ostali su bez uspjeha. Krajem 18. stolje¢a Gauss je dokazao da
se ovaj problem moZe rijesiti elementarnim geometrijskim konstrukcijama
(upotrebom ravnala i Sestara) samo za neke vrijednosti broja n. Pokazao je
da se pravilni n-terokut moZze konstruirati ako su neparni djelitelji broja n

k
medusobno razliciti i prosti Fermatovi brojevi 22 41,k > 0.

Kada ne moZzemo ili ne znamo konstruirati pravilni n-terokut, moramo se
koristiti nekim pomagalom, npr. kutomjerom.

Zvijezda s 5 krakova
Mozemo uzeti i = 2 jer je (2,5) = 1. Spojimo toc¢ku 0 s toc¢kom 2, pa
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tu tocku spojimo s tockom 2 -2 mod 5 = 4, pa nju spojimo s tockom 3 -
2mod 5 = 1. Zatim to¢ku 1 spojimo s tockom 4 - 2 mod 5 = 3, pa to¢ku 3 s
tockom 5 -2 mod 5 = 0, $to je ujedno i pocetna tocka 0.

Zvijezda s 8 krakova

Mozemo uzeti i = 3 jer je (3,8) = 1. Spojimo tocku 0 s to¢kom 3, pa
tu tocku spojimo s tockom 2 - 3 mod 8 = 6, pa nju spojimo s tockom 3 -
3mod 8 = 1. Zatim tocku 1 spojimo s tockom 4 - 3 mod 8 = 4, pa tocku 4
spojimo s tockom 5 - 3 mod 8 = 7, tocku 7 s tockom 6 - 3 mod 8 = 2, zatim
tocku 2 s tockom 7 - 3 mod 8 = 5, pa tocku 5 s tockom 8 - 3 mod 8 = 0, §to
je ujedno i pocetna tocka 0.

Slika 1: Zvijezda s 5 i 8 krakova

3 (m,n)-uzorak

Da bismo kreirali (m, n)-uzorak, gdjeje 1 < n < mi (m,n) = 1, na kruz-
nici proizvoljnog radijusa odaberemo m — 1 jednako udaljenih tocaka i 0z-
na¢imo ih s 1,...,m — 1. Zatim spojimo svaku toc¢ku x s tockom nx mod
m. Na taj nacin ¢e podrucje unutar kruznice biti podijeljeno na viSe manjih
podruc ja razli¢itih dimenzija i oblika. Sjen¢enjem dobivenih dijelova mo-
Zemo dobiti razlic¢ite uzorke.

Pokazimo kako kreirati (13, 5)-uzorak. Na kruZnici proizvoljnog polumjera
odaberimo 12 jednako udaljenih toc¢aka i ozna¢imo ihs 1,2,3,...,12. Svaki
od ovih brojeva pomnozimo s 5 i odredimo ostatak pri dijeljenju dobivenog
umoska s 13. Prikazimo to u tablici.

X 11213 |45 |6 |7 |89 |10]|11]12

nx=>5x | 5|10 | 15|20 |25 |30 |35 |40 | 45|50 | 55 | 60
5mod13 | 5|10 2 | 7 |12 4 |9 | 1|6 |11 | 3 | 8
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Spajanjem to¢aka 1i5,2i10,312,...1113,12i8 dobivamo (13, 5)-uzorak
(slika 2).

Slika 2: (13,5)-uzorak

Na sljedecoj slici su prikazana jo$ dva takva uzorka.

Slika 3: (17,8) i (19,11)-uzorak

4 Uzorak dobiven pomo¢u tablica zbrajanja i
mnoZenja modulo m

Tablice zbrajanja i mnozenja modulo m mogu se iskoristiti za kreiranje raz-
licitih uzoraka.
Neka je m = 7. Pogledajmo tablicu zbrajanja modulo 7.
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Odaberemo 7 uzoraka/Sara za reprezentaciju svakog od ovih brojeva, kao
naprimjer na slici 4.

U 4
&N,
"

6

Slika 4.

Ako sada svaki od brojeva 0,1,2,3,4,5i 6 u tablici (u dijelu gdje se nalaze
sume modulo 7) zamijenimo odgovaraju¢om reprezentacijom dobivamo
osnovni uzorak (slika 5).

Slika 5.

Ovaj osnovni uzorak sada moZemo Kkoristiti za kreiranje novih uzoraka.
MozZemo ih spajati na razli¢ite nacine (rotirati, postaviti ih da budu zrcalno
simetri¢ni i sl.). Na slici 6 prikazana su dva uzorka dobivena spajanjem
osnovnog uzorka sa slike 5.
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Slika 6.

Za razlicite brojeve m dobivamo razlic¢ite tablice zbrajanja modulo m. Za
reprezentaciju brojeva mozemo uzimati razli¢ite uzorke/8are i tako na os-
novu jedne tablice dobiti mnogo razli¢itih uzoraka. Na slici 7 prikazana su
tri razli¢ita uzorka dobivena koriste¢i tablicu zbrajanja modulo 3.
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Slika 7.
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Takoder se mogu koristiti i tablice mnoZenja modulo m. Uzmemo li da je
m = 4, dobivamo sljedecu tablicu.
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Za svaki od brojeva iz tablice odaberemo neku reprezentaciju (uzorak/Saru).
Na slici 8 su prikazana dva uzorka dobivena koristenjem ove tablice.
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Slika 8.

Kao sto moZemo primijetiti, za kreiranje osnovnog uzorka koristili smo
mrezu u obliku kvadrata gdje su sva polja takoder u obliku kvadrata. Me-
dutim, mogu se koristiti mreze razli¢itih dimenzija i oblika. Na primjer,
kvadrate moZemo zamijeniti pravokutnicima razli¢itih dimenzija. Na slici
9 je prikazana mreZa i osnovni uzorak dobiven koriste¢i tu mrezu i tablicu
zbrajanja modulo 7. Reprezentacije brojeva 0,1,2,3,4,5 i 6 su iste kao na
slici 4.

Slika 9.

Spajanjem ovog osnovnog uzorka mozemo dobiti razlic¢ite uzorke. Na slici
10 su prikazana dva takva uzorka, s tim da smo pri kreiranju drugog uzorka
prvo zarotirali osnovni uzorak.
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Slika 10.

Ako uzmemo mreZzu oblika
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onda prvi uzorak sa slike 8 ima oblik

Slika 11.

a ako uzmemo mreZu oblika

onda taj isti uzorak ima oblik
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Slika 12.

Dakle, koriste¢i tablice zbrajanja i mnoZenja modulo m moZemo dobiti raz-
li¢ite osnovne uzorke koje dalje mozemo na razli¢ite nacine spajati i dobi-
vati uzorke razli¢itih dimenzija i oblika.
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