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Jedna zanimljiva primjena nejednakosti
izmedu aritmeticke i geometrijske sredine

Sefket Arslanagi¢*

Sazetak

U radu su dani dokazi niza zanimljivih nejednakosti. Dokazi su pro-
vedeni koriStenjem poznate nejednakosti izmedu aritmeticke i geome-
trijske sredine pozitivnih realnih brojeva.
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An interesting application of the
geometric-arithmetic means inequality

Abstract

This article presents proofs of some interesting inequalities. The pro-
ofs are performed by means of the geometric-arithmetic means inequ-
ality.
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SEFKET ARSLANAGIC

1 Primjena nejednakosti

Dokazivanje nejednakosti u matematici predstavlja izuzetno zanimljiv i va-
zan ¢in za buduée mlade (nadarene) matematicare i nastavnike koji rade s
njima. Nejednakosti izmedu brojnih sredina su temelj u tom poslu, osobito
nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine koja glasi:

Gt & >ay-ap-...-ay, a;>0,i=12,...,n 1)

n
gdje jednakost vrijedi ako i samo akoje a; = a, = ... = a, (ubuduce ¢emo
ovu nejednakost oznacavati kao AMGM nejednakost). Recimo i to da se u
odgovarajucoj matematickoj literaturi o nejednakostima nalazi veliki broj
raznih dokaza ove nejednakosti, npr. u [1]] se nalaze tri razna dokaza.

U ovom radu ¢emo pokazati kako se razne algebarske nejednakosti mogu
uspjesno dokazati primjenom nejednakosti (I) za n = 2 ili n = 3 ukoliko se
stvore odgovarajuéi uvjeti za tu primjenu. To ¢emo demonstrirati na vise
primjera.

Primjer 1. Dokazati da za a, b, c > 0 vrijedi nejednakost

a2 2
—+—=+—=>a+b+c (2)
b c a

Rjesenje. Direktnom primjenom AmMGM nejednakosti za n = 3 imamo:

2 2 2 2 12 2
o bt et bF
b c a b ¢ a
a2 2

Ali iz () slijedi 3v/abc < a + b + ¢, pa ovakav dokaz ne dolazi u obzir. Sto
sada? Primjenom AMGM nejednakosti (1) za n = 2 dobivamo:

1, a? a?
2 > /2.
2(b+b)_ 5 b
2
?+b22a 3)
te analogno
b2
2
;+a22c (5)
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Nakon zbrajanja nejednakosti (3), (@) i (5), dobivamo nejednakost (2). Do-
kaz smo proveli zahvaljujudi nejednakosti AMGMm zan = 3in = 2. Jedna-
kost u (2) vrijedi ako i samo akojea =b = c. <

Napomena 1.1. U [2] se moze nadiijedan kra¢i dokaz ove nejednakosti bez
koristenja nejednakosti AMGwm (T).

Primjer 2. Dokazati da za 4, b, c > 0 vrijedi nejednakost

a* +b* + ¢* > abe(Vab + Ve + v/ca) (6)

Rjesenje. Ne bi se puno usredili ako bismo koristili AMGwm nejednakost
zan =3

4, 14, A
# > Vatbich
A+t > 3abcV abc.

Nakon dijeljenja dane nejednakosti (6) sa abc > 0, dobivamo ekvivalentnu
nejednakost:
B B3 Jab Ve
Tl >
et ot 2 ab + Vbc ++/ca 7)

Sada ¢emo dokazati nejednakost (7). Koristeci nejednakost (1) za n = 3,
dobivamo

3 3
1(a+b+c) > 3 ibc

3 \ bc be

ad b

- >

be +b+c>3a (8)

te analogno

b3
—+a+c>3b )
ac
3 b
— > 1
poa +a-+b>3c (10)

gdje nakon zbrajanja nejednakosti (8), () i slijedi
a ¥

>
bc+ac+ab_a+b+c 11)
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Kako zbog AMGwMm nejednakosti (1) za n = 2, slijedi:

“;bz\ﬁé

a+b>2vVab

te analogno,

b+c>2Vbe
c+a>24/ca.

odakle nakon zbrajanja posljednje tri nejednakosti dobivamo

a+b+c>Vab+Vbe+ea (12)
Sada iz nejednakosti i slijedi nejednakost (7), odnosno (6). Jedna-
kost u (6) vrijedi ako i samo akojea = b = c. <

Sada ¢emo prije¢i na dokaze nesto slozenijih nejednakosti pomo¢u AMGMm
nejednakosti (I) zan =2in = 3.

Primjer 3. Dokazati da za a,b,c,d > 0, od kojih je suma svaka dva broja
razlic¢ita od nule, takve daje a + b + c 4+ d = 1 vrijedi nejednakost

a2 b? c? d2 1

> -
itb brc ctd dta-2

(13)

Rjesenje. Na osnovu nejednakosti (1) za n = 2, dobivamo:

2 2
1 a +a+b S a _a+b
2\a+b 4 “\Va+b 4

a2 a+b
_ >
a—l—b+ 4 =4

te analogno,

b2 b+c
b+c 4 —
c? c+d
>
c+d+ 4 —
d? d+a
_— >
d+a 4 2d
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Nakon zbrajanja posljednje cetiri nejednakosti, imamo:

R R
btc ctd d+a

+%(a+b+c+d) >a+b+c+d

a odavde, zbog a + b +c+d = 1, slijedi

b? 2 d?
b+c+c+d+d+a

1
> =
-2

ST,
A

Jednakost u (13)) vrijedi ako i samo akojea =b=c=d =

Primjer 4. Dokazati da za a,b,c,d > 0 (tri od ovih veli¢ina nisu istovre-
meno jednake nuli) takve da je ab + bc + cd 4 da = 1 vrijedi nejednakost

ad 1
Y —— > (14)
cikli¢no b+c+d 3
Rjesenje. Napisimo da je
ad a3 b3 3 a3
)3 = + + +
b+c+d b+c+d a+c+d b+a+d b+c+a

cikli¢éno

Koriste¢i AMGM nejednakost (1)) za # = 3, dobivamo

1( e b+c+d*_1>>>v @ bictd 1

3\b+c+d 18 12 b+c+d 18 12
odakle slijedi
ad b+c+d 1 _ a
— > =
b+C+d+ 18 +12_2
i analogno
3
b a+c+d+i>g
a+c+d 18 12 — 2
3 b+a+d 1 _ ¢
> _
b+a+d+ 18 +12_2
3
d b+c+a+l>g.
b+c+a 18 12 — 2
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Nakon zbrajanja Cetiri posljednje nejednakosti, dobivamo

a3 b+c+d 1 a+b+c+d
L brctd +18+ +E)Z 2 .
cikli¢no c+
Sto dalje daje
Y. L>1(a+b+c+al—1) (15)
cikli¢no btct+d 3

Primjenjuju¢i AMGwm nejednakosti (1)) za n = 2 dobivamo
a+c+b+d
2

§to je ekvivalentno nejednakosti (a + b + ¢ + d)?> > 4(ab + bc + cd + da)
odnosno zbog danog uvjeta ab + bc + cd + da = 1 imamo

>/(a+c)(b+4d)

a+btrctd>2 (16)
Sada iz nejednakosti i dobivamo nejednakost (I4). Jednakost u
(@) vrijedi ako i samo akojea=b=c=d = . <

Primjer 5. Dokazati da za a,b,c > 0 takve daje a 4+ b + c = 2 vrijedi ne-
jednakost
a b c

ba+b) ot aato (17

Rjesenje. Koriste¢i AMGM nejednakost (1) za n = 3 imamo:

a
>
b(a+ ) +(a+b)a+ab>3a (18)
b
- >
= + (b+c)b+cb>3b (19)
c
_ >
FCED) + (a+c)c+ac > 3c (20)

a odavde nakon zbrajanja nejednakosti (18), (19) i (20):

a b c 2
> —
b(a+b)+c(b+c)+a(a+c)—3(a+b+c) (a+b+c)
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odnosno zbog uvjetaa + b +c = 2

a b c
b(a+b)+c(b+c) +a(a—i—c) -

Ovdje vrijedi stroga nejednakost jer npr. u nejednakosti vrijedi jedna-
kost ako je

<a+b)a:ab(:b(aa—|—b)):>a:0

$to ne moze biti zbog uvjeta dasua,b,c > 0.

Primjer 6. Dokazatidazaa,b,c > 0takve daje abc = 1 vrijedi nejednakost

a3 b3 3

A+0)(i+0 T O+al+o  O+a)(1+D)

3
N 21)

Rjesenje. Na osnovu AMGM nejednakosti (I) za n = 3, imamo:

3
a +1+b 1+C>3£,
(1+0b)(1+c) 8 8 ~ 4
b3 1+a 14c¢c_ 3b
>
G+t 8 T8 =%
3
c +1+a 1—|—b>§,
(1+a)(1+0b) 8 8 ~ 4

a odavde nakon zbrajanja gornjih nejednakosti

a3 3+a+b+c_ 3
+ >—(a+b+c
dk%m (14+b)(1+4¢) 4 4( )
odnosno,
a3 1 3
> (a+b+c)— = (22)
dk%m (1+b)(14+¢c) — 2 ) 4

Kako je na osnovu AMGwMm nejednakosti za n = 2 i danog uvjeta abc = 1:

a+b+c S 3

3
a+b+c>3 (23)

abc, .
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to dobivamo iz nejednakosti 22) i (23):

a® 3
T
cikli¢no (1 + b)(l + C) 4
Vrijedi jednakost u akoisamoakojea=b=c=1. <

Primjer 7. Dokazati da za a,b > 0 tako da je a + b = 1 vrijedi nejednakost
a2 N b2
1+b 1+a

> % (24)

Rjesenje. Na osnovu AMGM nejednakosti za n = 2, imamo:

2

a +b+1>2£
b+1 9 — 3
b2 a+1 2b

- > =
a+1+ 9 — 3

gdje nakon zbrajanja gornjih nejednakosti dobivamo

a2 b2 a+b+2 _ 2
>Z(a+b
T St e Gl

Odnosno, zbog uvjeta a + b = 1, slijedi

@ 1
b+1 a+1 3~
2 2
a b
_—
b+1+a+1_

<t

S Wik WIN

Vrijedi jednakost u (24) ako i samo ako je a2 =

N—

2 Zakljucak

Sve dokazane nejednakosti se mogu dokazati i na neki drugi nacin. Prepo-
rucio bih buduéim ¢itateljima ovog rada da pokusSaju provesti te dokaze.
No, siguran sam da ¢e ti dokazi biti teZi i sloZeniji nego dokazi navedeni
u ovom radu. Ovim Zelim istaknuti znacenje navedene metode pomocu
nejednakosti koju smo koristili u ovom radu.
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