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Poučavanje matematike u osnovnoj 
školi u svjetlu suvremenih istraživanja

Tatjana Hodnik Čadež1

Sažetak
U ovom ćemo se članku usredotočiti na odabrane teme iz metodike nastave ma-

tematike, opisat ćemo vezu između razumijevanja matematike i prijelaza između ra-
zličitih reprezentacija matematičkih pojmova, istaknuti različite uloge matematičkih 
reprezentacija, kao i ulogu učitelja kao istraživača i pokretača promjena u poučavanju 
i učenju matematike. Čitatelju želimo poručiti da smo svjesni da je izbor suvremenih 
metoda subjektivan i da ne uključuje sve; pri odabiru smo se vodili aktualnošću nji-
hovih rezultata u poučavanju matematike na našim prostorima.

U matematici je prikazivanje apstraktnih matematičkih pojmova najvažnije. 
Razlikujemo unutarnje (mentalne slike) i vanjske reprezentacije (okolina). Vanjske 
su reprezentacije sastavljene od strukturiranih simboličkih elemenata čija je uloga 
vanjski, vidljivi prikaz određene matematičke “stvarnosti”. U poučavanju matema-
tike uglavnom koristimo konkretne i grafičke reprezentacije, reprezentacije mate-
matičkim simbolima, a u novije vrijeme naročito ICT reprezentacije. Razumijevanje 
matematičkog koncepta kod učenika definiramo kao mogućnost prijelaza između 
različitih vanjskih reprezentacija. U ovom ćemo radu pokazati da je poticanje uspo-
stavljanja veza između različitih reprezentacija matematičkih ideja važnije od prela-
ženja od “konkretnog prema apstraktnome”. Na kraju članka očekujemo da će učitelji 
preispitati svoju ulogu u uvođenju promjena u nastavi matematike.

Ključne riječi: reprezentacija: konkretna, grafička, simbolična, matematički po-
jam, prijelaz između reprezentacija, učitelj – istraživač

1. Reprezentacije u matematici
Reprezentacija je prije svega nešto što stoji umjesto nečega drugog. Za svaku 

reprezentaciju moramo definirati: (1) reprezentirajući svijet (svijet kojim reprezen-
tiramo) (2) svijet koji reprezentirajući svijet prikazuje, (3) koji su aspekti reprezenti-
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rani, (4) koji aspekti reprezentirajućeg svijeta reprezentiraju i (5) povezanost između 
svijeta koji se reprezentira i reprezentirajućeg svijeta (Palmer, 1978).

Slika 1. Grafički prikazi računa 5 – 2 = 3

Gornje reprezentacije oduzimanja (slika 1) prikazuju račun oduzimanja 5 – 2 = 3 
(moguće su i druge interpretacije, unatoč činjenici da smo uzeli primjere najčešćih 
reprezentacija oduzimanja do 10 na početku školovanja). Oduzimanje se jednostav-
no može prikazati na najmanje tri različita načina: prikažemo početno i završno sta-
nje – dvije reprezentacije (prikaz sa žabama na gornjoj slici), konačno stanje – jedna 
reprezentacija (prikaz s bombonima), početno i završno stanje – jedna reprezentacija 
(prikaz s jabukama). Za učenika koji prevodi ovaj grafički prikaz vrlo je važno da zna 
uspostaviti odnose unutar samog grafičkog prikaza i moguće konkretne situacije koja 
je grafički prikazana. Zadnja reprezentacija na slici 1 (operacija oduzimanja prikaza-
na precrtavanjem objekata) najčešće se koristi u matematici. Za učenika je složena jer 
on često nije u stanju uspostaviti vezu između precrtavanja objekata i oduzimanja. 
Često je pogrešno zapisan račun za tu situaciju 3 – 2 jer učenik ne zna povezati kon-
kretnu i grafičku reprezentaciju i nije svjestan da grafička reprezentacija daje rezultat 
računanja. Kako bi izgledao, na primjer, račun u situaciji gdje je od pet jabuka pre-
crtano njih četiri ako učenik ne zna na matematički način osmisliti reprezentaciju?

Poučavanje matematike koje se temelji na istraživanju različitih reprezentacija 
određenog matematičkog pojma i potiče učenike da glatko i fleksibilno prelaze iz jed-
ne reprezentacije u drugu učinkovitije je i omogućuje učenicima bolje razumijevanje 
matematičkih pojmova nego nastava koja to ne omogućava (Duval, 2002.; Griffin 
Case, 1997.; Kaput, 1989.; Bieda, Nathan, 2009.; Heinze i dr., 2009.). Novija istraži-
vanja pokazuju da je od nizanja reprezentacija (Bruner 1966.): prvo akcijska, zatim 
slikovna i na kraju simbolična, važnije povezivanje između reprezentacija određenog 
matematičkog pojma (Chapman, 2010.). U procesu prijelaza između reprezentacija 
konkretna je reprezentacija “baza”, a apstraktna reprezentacija cilj. U procesu uspo-
stavljanja relacija između njih od učenika se očekuje da otkrije sličnost struktura obi-
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ju reprezentacija. Relacija između njih najčešće je skrivena (Ding, Li, 2014.). Otkriti 
relaciju ključno je za učenje matematike s razumijevanjem.

Izložimo dva ključna kriterija za uspostavljanje relacija između reprezentacija:

1.	 reprezentaciju odabranog pojma treba temeljiti na “strukturnoj sličnosti”;

2.	 u nastavi je potrebno osigurati odgovarajući (postupni) proces uspostavljanja 
veza između tih reprezentacija (postupno smanjivanje “konkretnoga”).

Prvi kriterij znači da za odabrani pojam moramo birati takve reprezentacije kod 
kojih postoje relacije, odnosno lako se mogu uspostaviti. Drugi kriterij naglašava 
ulogu učitelja koji mora potaknuti učenike na osmišljavanje tih veza. Prilično velik 
izazov u ovom području na našim prostorima predstavlja računanje: od učenika oče-
kujemo spretno baratanje simboličkim i konkretnim računom, čak i na grafičkoj ra-
zini, a veze između reprezentacija nisu očite ili se ne podržavaju. Postupak s konkret-
nim računom u većini slučajeva ne podupire postupak sa simboličkim računom, iako 
su oba prisutna, npr. objašnjavanju učitelja (uglavnom zbog didaktičkog naputka od 

“konkretnoga prema apstraktnome”, a ne zbog potrebe povezivanja reprezentacija). 
O tome će više biti napisano u nastavku.

Izbor reprezentacije ne ovisi samo o matematičkom kontekstu, nego i o pojedin-
cu koji rješava određeni matematički zadatak ili problem (Nistal i dr., 2009.). Studija 
Bieda i Nathan (2009.) pokazuje da je fluentno korištenje reprezentacija – spretna 
uporaba pojedinih reprezentacija i prijelazi između reprezentacija kada je to potreb-
no, učinkovitije od fokusiranja na reprezentaciju koja nema utemeljene veze s mate-
matičkim pojmom.

Pogledajmo primjere povezivanja reprezentacija zakona distribucije navedene 
u nekim istraživanjima. U kontekstu realistične matematike (RME), specifičnom di-
daktičkom pristupu koji se temelji na učenikovom aktivnom povezivanju matematič-
kih ideja, a razvijen je u Nizozemskoj, već su predstavljene brojne ideje za poučavanje 
matematike; uspostava veza između reprezentacija važnija je od vrste reprezentacije. 
Fosnot i Dolk (2001.) su, na primjer, predstavili uvođenje zakona distribucije kroz ta-
kozvane “mini jedinice” (“mini lessons”), gdje učitelj pravilnim redoslijedom zadata-
ka potiče željeni način razmišljanja kod učenika. Jedan od primjera uvođenja zakona 
distribucije je slijed računa: 5 × 6, 30 × 6, 35 × 6; 2 × 7, 40 × 7, 42 × 7... gdje učitelj po-
tiče učenike da pronađu veze među rezultatima. Sljedeća mogućnost uvođenja ovog 
zakona je razmišljanje o površini pravokutnika koja može biti zbroj površina dvaju 
manjih odgovarajućih pravokutnika (slika 2). Ovi autori ne predlažu konkretnu ilu-
straciju zakona, već pretpostavljaju da učenici imaju razvijene numeričke prikaze i da 
konkretna slika odabranog algebarskog zakona može biti vrlo složena i učenicima ne 
pomaže u razumijevanju samoga pojma.
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Slika 2. 35 × 6 = 30 × 6 + 5 × 6

Predstavimo još jedno veliko istraživanje o povezivanju reprezentacija zakona 
distribucije, koje su proveli Ding i Li (2014.). Njihov model predstavlja 319 različitih 
reprezentacija zakona distribucije (uključuje tekstualne zadatke, grafičke i simboličke 
reprezentacije) koje se koriste u različitim udžbenicima u Kini. Osnovno je istra-
živačko pitanje bilo koje reprezentacije potiču prijelaz od konkretnih (pojam kon-
kretna reprezentacija autorima predstavlja reprezentaciju koja nije simbolička) na 
apstraktne? Donja slika (Slika 3) prikazuje jedan od slučajeva u kojima se uspostavlja 
veza između grafičke reprezentacije (koja je povezana sa situacijom koja se obično ne 
događa u svakodnevnom životu) i simboličke reprezentacije (simbolički zapis zakona 
distribucije).

Slika 3. Prikaz uvođenja zakona distribucije (Ding, Li, 2014).

Rezultati istraživanja Ding, Li (2014.) su sljedeći:

•	 Zaključili su da je potrebno razmisliti o značenju zadataka s tekstom, odnosno o 
njihovoj ulozi u poučavanju. Ako su smisleni, pomažu učenicima pri usvajanju 
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apstraktnih matematičkih ideja (Gerofsky, 2009.; Palm 2008. u Ding, Li, 2014.). 
Učenici mogu situaciju zapisanu tekstom prevesti u reprezentaciju iz koje lako 
izvode određene zakonitosti.

•	 Posebnu ulogu u razumijevanju ideje imaju oni zadatci s tekstom kojima se izrav-
no cilja matematička ideja, bez nepotrebnih odnosno suvišnih uvjeta u zadatku 
koji bi učenike mogli dovesti u tzv. kognitivne probleme.

•	 Autori istraživanja zaključili su i da je kod uvođenja algebarskih zakona važno 
uspoređivanje rezultata koji su u danom primjeru dobiveni na razne načine, jer to 
uspoređivanje predstavlja pomoć u “reprezentacijskoj tranziciji”. U gornjem pri-
mjeru (Slika 3) treba uočiti da je na dva različita načina računanja dobiven isti 
rezultat (u oba slučaja rezultat je 550, što znači da možemo izjednačiti i postupak 
računanja za ovaj slučaj i tako pokazati zakon računanja).

2. Uloga reprezentacije u nastavi matematike
Reprezentacije matematičkih pojmova igraju ključnu ulogu u matematičkom 

obrazovanju. Chapman (2010.) je te uloge definirao na sljedeći način:
•	 kao način razmišljanja (interpretacija reprezentiranoga),
•	 kao način zapisivanja, predstavljanja ideja (reprezentacija razmišljanja),
•	 kao sredstvo komunikacije (npr. kod tumačenja).

Ilustrirajmo svaku od uloga odgovarajućim primjerom.

1. Reprezentacija kao način razmišljanja
Reprezentaciju kao način razmišljanja, odnosno interpretaciju reprezentirano-

ga definiramo kao unutarnju reprezentaciju, kao unutarnji svijet iskustva. Unutarnje 
reprezentacije, poznate kao kognitivne reprezentacije (Palmer, 1978.), shvaćamo kao 
mentalne slike koje se obično temelje na vanjskim reprezentacijama. Kognitivni ra-
zvoj temelji se na dinamičnom procesu ispreplitanja mentalnih slika i okoline (Kar-
miloff-Smith, 1992.). O učinkovitosti (u smislu razumijevanja matematičkih poj-
mova) učenikovih unutarnjih reprezentacija možemo zaključiti na temelju njegova 
baratanja vanjskim reprezentacijama kojima pokazuje napredovanje u razumijevanju 
matematičkih pojmova.

2. Reprezentacija kao način predstavljanja ideja
Reprezentaciju kao način predstavljanja ideja prikazat ćemo na primjeru rje-

šavanja problema “Spirala” i “Popločavanje oko bazena” (Hodnik Čadež, Manfreda 
Kolar, 2013.). U problemu “Spirala” učenike smo pitali koliko je dugačka linija koja 
tvori spiralu u određenoj kvadratnoj mreži kao na slici 4, na primjer u mreži dimen-
zija 4 × 4.
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Slika 4. Problem “Spirala”

Zatim smo im ponudili izazov da pokušaju naći formulu za duljinu linije u op-
ćenitom slučaju, u mreži dimenzije n × n. Detaljni rezultati i primjeri reprezenta-
cije njihovih ideja prikazani su u radu Hodnik Čadež, Manfreda Kolar (2013.); mi 
ćemo ovdje dati samo nekoliko generalizacija koje su učenici osnovne škole prikazali 
simbolima: (n + 1)2 – 1; n(n + 2); n2 + 2n; 3n + 2(n – 1) – 2(n – 2) …+ 2 . 2 + 2 . 1; 
4n + n(n – 2). Iz tih zapisa možemo zaključiti da su neki učenici razmišljali o spirali 
i duljinu generalizirali proučavajući duljine spirala u svakom pojedinom kvadratu 
(npr. zapis 3n + 2(n – 1) – 2(n – 2) …+ 2 . 2 + 2 . 1), dok su drugi ispisivali duljine 
pojedinih spirala i tražili zakonitosti među njima (npr. zapis n(n + 2), jer je duljina 
spirale u 3 × 3 mreži jednaka 15, u 4 × 4 mreži je 24..., što je jednako 3 × 5, odnosno 
4 × 6..., što dovodi do zapisane generalizacije). Drugi primjer reprezentacije raz-
mišljanja pokazat ćemo na primjeru “Popločavanje oko bazena” u kojoj su učenici 
određivali kako popločiti područje oko proizvoljnog pravokutnika dimenzija n × m. 
Opet ćemo pokazati nekoliko primjera razmišljanja učenika pri rješavanju problema; 
više o strategijama i proširenju problema dano je u gore spomenutom radu. Na slici 5. 
vidimo samo nekoliko primjera strategija popločavanja oko bazena kvadratnog oblika.

4a + 4 2(a + 2) + 2a 4(a + 1) (a + 2)2 – a2

Slika 5. Različiti načini popločavanja oko bazena  
(Hodnik Čadež, Manfreda Kolar, 2013.)

Možemo vidjeti da su učenici izabrali različite strategije, odnosno situaciju su 
proučavali s različitih gledišta. U zadnjem je slučaju generalizacija povezana s povr-
šinom iako se na prvi pogled radi o opsegu. Zanimljiva se rješenja pojavljuju kada 
je bazen u obliku kvadrata, a ne u obliku pravokutnika. Rješenja tako općenitoga 
problema predstavljena su u radu Hodnik Čadež, Manfreda Kolar (2013.) i u diplom-
skome radu Mojce Berus (2013.) koja je ovo istraživanje provela s učenicima petog 
razreda osnovne škole.

Poučavanje matematike u osnovnoj školi...
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Naravno, učenici prilikom učenja matematike reprezentiraju svoje razmišljanje 
na različite načine: u radu s konkretnim materijalom, kod grafičkog prikazivanja ide-
ja (npr. dijelova cjeline, šiljastog kuta, pravca...), kod objašnjavanja i tumačenja, sim-
boličkog predstavljanja ideja. 

Navedeni su primjeri odabrani kako bismo potaknuli učitelje da s učenicima 
istraže različite načine razmišljanja pri rješavanju matematičkih problema. Rješava-
nje problema posebno je zanimljivo za darovite učenike (Wieczerkowski, Cropley, 
Prado, 2002.; Zimmerman, 1992.). S druge strane, to je izazov za sve ostale. Učenik 
pri rješavanju problema pokazuje sposobnost povezivanja brojeva, pronalaženja za-
konitosti, generalizacije, povezivanja različitih matematičkih pojmova... Prije svega 
to mu može predstavljati i zabavnu matematičku aktivnost pri kojoj nije opterećen s 

“točno – netočno” i ima mogućnost kreativnog izražavanja, objašnjavanja i diskuti-
ranja o problemu i rješenju. Misaoni proces postaje transparentan kada je aktivnost 
pojačana verbalizacijom; aktivnost je pretvorena u misaoni proces i na taj način in-
ternalizirana, čime se pojačava učenikovo razmišljanje (ako učenik svoje baratanje 
vanjskom reprezentacijom mora glasno objašnjavati njegovo baratanje reprezentaci-
jom postaje više usmjereno na matematički pojam) (Markovac, 1990.).

3. Reprezentacija kao sredstvo komunikacije
Uloga reprezentacije u objašnjavanju vrlo je opsežna jer praktički pokriva cijelo 

područje didaktike u nastavi matematike. Na ovom ćemo mjestu istaknuti one uloge 
u objašnjavanju na koje želimo upozoriti sa stajališta poučavanja matematike kod 
nas i potaknuti na razmišljanje o primjerenosti pojedinih interpretacija. Prvo nešto 
o konkretnom materijalu.

3.1 Konkretan materijal pri poučavanju

Konkretan materijal pri poučavanju matematike može biti strukturiran ili ne-
strukturiran. Najpriznatiji strukturirani konkretan materijal kod nas su tzv. Diene-
sove ploče, odnosno modeli stotica, desetica, jedinica. Uz njihovu se pomoć učenici 
poučavaju o dekadskom sustavu (naravno, mislimo i na sve moguće varijante Diene-
sovih ploča, kao što su povezivanje 10 slamki u snopove, nizanje 10 kuglica na nit...) i 
računskim operacijama. Istraživanja o uporabi tog materijala pri učenju aritmetičkih 
sadržaja nisu jedinstvena. Temeljena su na određivanju količine matematičkog znanja 
koje učenik mora imati da bi mu rad s tim modelima uopće bio koristan (Labinowicz, 
1985.; Fuson, Briars 1990.; Thompson, 1992.; Resnick, Omanson, 1987.; Gravemeijer, 
1991.). Na neki su način htjeli doznati je li korištenje određenih pomagala ili repre-
zentacija u matematici složenije od samoga pojma (ako situaciju malo karikiramo). 
Pri tome možemo primijetiti da su ova istraživanja provođena posljednjih 20 godina 
prošlog stoljeća; danas se uloga Dienesovih ploča u matematici ne istražuje tako često. 
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Resnick i Omanson (1987.) su na primjer otkrili da su studenti koji su uspješno ba-
ratali Dienesovim pločama bili neuspješni u pisanom zbrajanju. Također, učenici koji 
su pokazali najbolje rezultate u oduzimanju koristeći Dienesove ploče najlošije su 
rješavali zadatke pisanog oduzimanja. To bi se moglo objasniti činjenicom da između 
algoritma za pisano oduzimanje s prijelazom i baratanja Dienesovim pločama prak-
tično nema nikakve korelacije. Pisani algoritam gdje računamo s prijelazom temelji 
se na pravilu razlike, dok kod računanja Dienesovim pločama dijelimo desetice na 
manje jedinice, da bismo oduzimanje uopće mogli prikazati (mogući su naravno i 
drugi načini – dopunjavanje umanjitelja do umanjenika, ako modelima prikažemo 
oba broja, što nije uobičajena strategija korištenja ovog materijala i ne potiče se u 
učionici).

Po pitanju uporabe Dienesovih ploča, a na temelju didaktičkih načela već spo-
menute realne matematike (RME), u Nizozemskoj su odlučili da na početku ško-
lovanja (najmanje prve tri godine) broj tretiraju kao cjelinu, a ne dijele na jedinice. 
Novija istraživanja (Anghileri, 2001.) pokazuju učinkovitost tzv. holističkog pristupa 
učenju o računskim algoritmima. Spomenuta znanstvenica ustanovila je da je učeni-
cima primjerenije sagledavanje broja kao cjeline, a ne odvojeno po jedinicama. To bi 
kod operacije dijeljenja predstavljao pristup koji prikazujemo na primjeru dijeljenja 
165 : 12. Učenik najprije zabilježi neke višekratnike broja 12 : 5 . 12 = 60, 
10 . 12 = 100, 2 . 12 = 24...), a onda te višekratnike oduzima od djeljenika. Zapis ta-
kvog računanja jest sljedeći:

Poučavanje matematike u osnovnoj školi...

165 : 12 = 13
	 -120	 10
	 45
	 -24	 2
	 21
	 -12	 1
	 9 ost 

Ovo dijeljenje praktično ilustrira primjer dijeljenja u kojemu se pitamo o broju 
jednakobrojnih skupova. Vezu između konkretne i simboličke reprezentacije može-
mo pokazati i na primjeru dijeljenja u kojemu tražimo broj elemenata u jednakobroj-
nim skupovima:

	 72 : 3 = 24
	 20 + 20 + 20 = 60
	 4 + 4 + 4 = 12
	 (60 + 12 = 72)
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3.2 Reprezentacije i mentalni napor

Baratanje s materijalom treba se odraziti na mentalnoj aktivnosti koja je potreb-
na za razumijevanje apstraktnoga matematičkog pojma. Ako vanjske reprezentacije 
ne predviđaju određeni mentalni napor, didaktički su neadekvatne; učenici trebaju 
koristiti didaktički materijal dok god im je to potrebno, odnosno tako dugo dok nisu 
u stanju riješiti zadatak bez uporabe tog materijala (Markovac, 1990.). Kada to po-
stignu, konkretni materijal učenicima više nije potreban. Učenici obično neće sami 
odlučiti odbaciti konkretni materijal, tako da je uloga učitelja da potiče rješavanje 
problema bez upotrebe didaktičkog materijala i time provjerava učenikovu zrelosti 
za rad bez materijala. Ne treba inzistirati na tome ako učenik nije “zreo”, odnosno 
ako mu korištenje konkretnog materijala omogućuje manipuliranje odabranim ma-
tematičkim pojmom, postupkom ili algoritmom. Didaktički materijal ima ulogu po-
srednika između ciljeva učenja i učenika koji te ciljeve treba postići. Jesu li učenici 
svjesni didaktičke vrijednosti materijala, koriste li ga na način koji se od njih očekuje, 
odnosno vodi li materijal do ostvarenja odabranih matematičkih ciljeva? To su ključ-
na pitanja koja si učitelj treba postaviti prilikom odluke o korištenju materijala. Još 
važnije pitanje je na temelju čega učitelj donosi određenu odluku. Zato što tako piše 
u udžbenicima, zato što zna za istraživanja u tom području, zato što sam istražuje u 
razredu, na temelju vlastite prakse, rada s učenicima...? Prvi gore spomenuti razlog je 
najproblematičniji i, nažalost, prečest u tim odlukama.

3.3 Didaktička vrijednost interpretativnih prikaza

Kako procijeniti didaktičku vrijednost određenog materijala? Koristimo odabra-
ne materijale tako da njihovu uporabu prilagođavamo našem poučavanju ili pouča-
vanje prilagođavamo materijalu ili kombiniramo oboje. Istraživanje Hodnik Čadež, 
Manfreda Kolar (2010.) koje se bavilo ovim pitanjem pokazalo je sljedeće: većina 
učitelja (56.58 %, uzorak od 170 učitelja) slaže se s tvrdnjom da konkretni materijal 
nema utjecaja na njihov način poučavanja. Rezultati ovog istraživanja u skladu su 
s rezultatima istraživanja Gellert (2004.) koji je zaključio da učitelji prilagođavaju 
nastavni materijal svojemu načinu poučavanja pa potencijal materijala ostane ne-
iskorišten, npr. za rješavanje problema. Geoploča je jedan takav materijal koji sam 
po sebi nudi oblikovanje različitih likova, ali ga se može upotrijebiti na mnogo više 
znatno različitih načina. Nabrojit ćemo samo neke od mogućih problemskih situacija 
na geoploči: traženje nesukladnih trokuta na 3 × 3 geoploči, traženje svih kvadrata na 
3 × 3, 4 × 4... geoploči, formiranje simetričnih likova (os simetrije koju na geoploči 
označimo elastičnom trakom može biti horizontalna, vertikalna, kosa), dijelovi cjeli-
ne (jedan učenik trakom označi četvrtinu, drugi učenik cjelinu i obratno...), traženje 
odnosa površina, broj točaka na stranici lika i unutrašnjosti lika (Pickov teorem) za 
darovite učenike petog razreda i učenike viših razreda. Isto tako možemo razmišljati 
o Link kockama, o modelima geometrijskih tijela i ostalim didaktičkim materijalima 
– u pogledu njihove mogućnosti korištenja, kako ih na različite načine uključiti u 
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naše poučavanje, pri čemu samo mijenjamo oblik reprezentacije određenog matema-
tičkog pojma (npr. brojeve prikazujemo Link kockama umjesto kamenčićima), a ne 
iskorištavamo potencijal materijala.

3.4 Podupire li aktivnost tumačenja s vanjskom reprezentacijom  
mentalnu aktivnost?

Ključno pitanje koje si je postavio Gravemeijer (1991.) u svome istraživanju je: 
Podudara li se fizička aktivnost s materijalom s mentalnom aktivnošću? Pogledajmo 
primjer računanja na brojevnom pravcu koji učenicima predstavlja znatnu poteško-
ću. S jedne strane broj je predstavljen kao točka na pravcu, a s druge strane, broj pred-
stavlja broj koraka po brojevnome pravcu – “jedan” na brojevnom pravcu odgovara 
razmaku između dva uzastopna prirodna broja, odnosno predstavlja korak i nema 
veze s brojem 1, koji se pojavljuje na brojevnom pravcu.

Učenik pri računanju na primjer 5 + 3 pomoću brojevnog pravca počinje kod 
broja 5, broji “jedan, dva, tri” od broja 5 i završava na broju 8, što je traženi rezultat. 
Ova se metoda računanja razlikuje od računanja u glavi; učenik obično računa tako 
da broji od 5 nadalje, “šest, sedam, osam”. Učenik koji može računati na ovaj drugi 
način očito ne treba brojevni pravac za računanje npr. zbrojeva do 10. Naravno, mo-
guće je koristiti brojevni pravac na način koji podržava misaoni proces pri računa-
nju. To je “prazni brojevni pravac” koji omogućuje preslikavanje misaonog procesa 
računanja na prazan brojevni pravac koji u ovom slučaju služi kao potpora računu 
– vizualizacija i misaoni proces se nadopunjuju.

“Prazni brojevni pravac” u Nizozemskoj su razvili kao odgovor na iskustva učite-
lja koja su pokazala da učenici predugo koriste konkretan materijal kao što su Linke 
kocke, Dienesove ploče i reprezentacije na brojevnom pravcu, odnosno da su pri 
računanju nekako pasivni; samo očitavaju rezultate koje nude reprezentacije. “Prazan 
brojevni pravac” omogućuje učenicima slobodno kretanje po pravcu, predstavljanje 
brojeva na vlastiti način i razvoj vlastite strategije računanja (Anghileri, 2001.).

Slika 6. “Prazan brojevni pravac” (primjeri računa učenika osnovne škole Jaroša)

Pri računanju do 100 s pomoću kvadrata 10 × 10 (tablice množenja) nastaje slič-
na situacija: pomagalo ne podupire proces računanja koji bi učenik trebao provesti 
bez uporabe toga pomagala. Učenik nauči koristiti kvadrat 10 × 10 tako da se prili-

Poučavanje matematike u osnovnoj školi...

Poucak 62.indd   13 14.6.2015.   18:25:37



Poučak 62

14  

kom zbrajanja i oduzimanja kreće po njemu. Kvadrat 10 × 10 primjerena je ilustracija 
brojeva do 100, njihovog položaja u odabranom stupcu, redu, kao pomoć pri broje-
nju, ali sigurno ne za računanje do 100. Pored konkretnih zornih prikaza osobito je 
koristan brojevni pravac, gdje zbrajanje znači pomak udesno, a oduzimanje pomak 
ulijevo.

3.5 Prikazuje li reprezentacija ono što vidim?

Što grafička reprezentacija uopće prikazuje? Prikazuje li ono što vidimo (npr. 
pravi kut u trokutu) ili to može biti bilo koji kut. U kojem slučaju možemo reprezen-
taciji potpuno vjerovati, u kojem nam slučaju služi samo kao pomoć za nešto što na 
slici nije moguće neposredno prepoznati? Važno je usvojiti odnosno odrediti pravila 
grafičkog prikaza matematičkih ideja s obzirom na matematički sadržaj i poticati ra-
spravu s učenicima u kojima dolazi do različitih tumačenja. Na primjer, površinu sto-
la koja ima oblik pravokutnika grafički prikazujemo kao pravokutnik, a ne paralelo-
gram kao u kosoj projekciji. Neka su pravila za interpretacije grafičkih reprezentacija 
u nastavi besmislena. U prvome je razredu posve nebitno kako učenik tumači sliku 
na kojoj su s lijeva na desno nacrtane 3 crvene i 2 zelene jabuke; potpuno je svejedno 
je li zapis 3 + 2 = 5 ili 2 + 3 = 5. Inzistiranje na jedinom zapisu koji “odgovara” slici je 
besmisleno. To je besmisleno iz dva razloga: prvo jer interpretacija nacrtanih jabuka 
ne mora nužno ići s lijeva na desno, a drugo jer se u prvome razredu uči i zakon o 
zamjeni pribrojnika. Važno je razmišljati o tome gdje ćemo dopustiti fleksibilnost i 
pri tome ostati u području matematičke korektnosti, a kada to više neće biti slučaj 
ako je interpretacija proizvoljna.

3.6 Grafičke reprezentacije kao most između konkretnih reprezentacija 
i simbola

Već smo prije spomenuli da su prijelazi između reprezentacija nužan uvjet za 
učenje s razumijevanjem. Heedens (1986.) dijeli grafičke reprezentacije na polukon-
kretne i poluapstraktne. Važno je biti svjestan da su neke grafičke reprezentacije bliže 
iskustvenom svijeta učenika, a druge su bliže simboličkom. Učeniku je mnogo lakše 
povezati konkretnu reprezentaciju s grafičkom ako se služi modelima koji su kasnije 
i nacrtani, a određenu operaciju prikaže još i grafički. Ovdje je potrebno napomenuti 
da je u puno različitih udžbenika u kojima prevladavaju grafičke reprezentacije mno-
go nestručnosti, odnosno pogrešaka koje ćemo istaknuti na drugome mjestu. Sigurni 
smo da je učitelj kao stručnjak sposoban procijeniti didaktičku i stručnu prikladnost 
ponuđenih grafičkih prikaza matematičkih ideja.

3.7 Matematički simboli

Učenici u prvim godinama školovanja upoznaju znamenke od 0 do 9, znakove 
za operacije (+, –, :, .) i simbole za relacije (<, >, =). Broj znakova je mali, ali postoji 
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beskonačan broj kombinacija simbola i pravila koji učenicima uzrokuju puno poteš-
koća u služenju matematičkim simbolima. U procesu ranog učenja matematike ma-
nipulacija simbolima usko je povezana s konkretnim i grafičkim reprezentacijama. 
Hiebert (1988.) definira matematičke simbole kao reprezentacijski sustav; definira 
pet razina koje učenik treba svladati da bi se mogao uspješno služiti simbolima. Na-
vest ćemo samo prvu razinu, “osiguravanje odnosa među simbolima i referencama 
za simbole”. To znači da u procesu učenja i poučavanja učenicima moramo omogu-
ćiti služenje konkretnim i grafičkim materijalom te uspostaviti odnose između tih 
reprezentacija i simbola (simbol + tako se poveže s operacijom udruživanja objekata, 
kako konkretno tako i grafički prikazanih). Uspostavljanje odnosa nije jednostav-
no jer za svaki simbol u matematici ne postoji samo jedna veza “simbol – referenca 
za simbol”. Uzmimo na primjer matematički simbol za znak jednakosti. Problemi s 
razumijevanjem jednakosti na različitim stupnjevima obrazovanja navedeni su u ra-
zličitim studijama (npr Knuth i dr., 2006.; McNeil, Alibali, 2005.). One potvrđuju da 
su poteškoće u razumijevanju jednakosti povezane s iskustvima učenika na početku 
školovanja. Simbol za jednakost učenicima se na početku školovanja pokazuje kao 
relacijski simbol (npr. već u prvom razredu uspoređuju brojeve po veličini), ali ga 
učenici u aritmetičkim operacijama, koje dolaze nakon korištenja jednakosti kao re-
lacije, shvaćaju kao znak za operaciju koja znači “je rezultat” (Cross i dr., 2009.). To je 
s jedne strane i logično jer kod demonstracije primjerice zbrajanja učenici udružuju 
dva skupa elemenata i dobivaju novi, veći skup, što implicira da provedba procesa 
udruživanja rezultira većim skupom, odnosno da udruživanje izjednačavamo s ozna-
kom “+”, a rezultat s oznakom “=” (i jezik koji koristimo izravno dovodi do neke vrste 
razumijevanja simbola). Problem krivoga odnosno neadekvatnog razumijevanja jed-
nakosti najočitiji je u situacijama kada učenici traže zbroj koji je kao nepoznanica za-
pisan na lijevoj strani jednakosti. S druge strane, ideja jednakosti u matematici tako je 
složena da je gotovo nemoguće očekivati od prvašića da jednakost shvate kao podu-
darnost lijeve i desne strane. Kod rješavanja jednadžbi jednakost dobiva za učenike 
novo značenje. Razumijevanje jednakosti provjerili smo kod djece predškolske dobi 
u našem istraživanju u koje je bilo uključeno 172 djece, 85 djevojčica i 87 dječaka, u 
dobi od 5 do 6 godina (Hodnik Čadež, Mastnak, Manfreda Kolar, 2014.). Djeci su 
odgajateljice postavile problem s vagom tako da su pitale (na za njih primjeren način 
i s dovoljno prethodnog iskustva rukovanja vagom) što moraju učiniti da vaga bude 
u ravnoteži ako je s jedne strane 6, a s druge strane 4 kuglice (sve jednake težine). 
Rješenja koja su djeca dala bila su iznenađujuća jer su djeca koja su uspješno riješila 
problem koristila strategiju prebacivanja jedne kuglice iz posude sa šest kuglica u 
posudu s četiri kuglice. Ovu smo strategiju nazvali “uvid, + i –”. Slijedilo je dodavanje 
dviju kuglica u posudu s četiri kuglice (“uvid, +”), zatim uzimanje dviju kuglica iz 
posude sa šest kuglica (“uvid, –”) (Tablica 1). Između ostaloga, pokazalo se da vaga 
omogućava djeci da dodavanjem i oduzimanjem kuglica (dinamička operacija) stvo-
re situaciju jednakosti među brojevima. Na neki način djeca tako mogu lako povezati 
značenje jednakosti kao operacije sa značenjem jednakosti kao relacije. Vaga im daje 

Poučavanje matematike u osnovnoj školi...

Poucak 62.indd   15 14.6.2015.   18:25:37



Poučak 62

16  

trenutačnu povratnu informaciju o jednakosti, odnosno potiče ih da ustraju u traže-
nju jednakosti (Hodnik Čadež, Mastnak, Manfreda Kolar, 2014.). 

Strategija Frekvencija [f] Postotak [f %]
Uvid, + i – 42 24

Uvid, + 29 17
Uvid, – 24 14

Koraci, + i – 34 20
Koraci, + 27 16
Koraci, – 11 6

Ostalo 4 2
Bez odgovora 1 1

Ukupno 172 100.0
Tablica 1. Strategije traženja jednakosti uz pomoć vage kod djece predškolske dobi  

(Hodnik Čadež, Mastnak, Manfreda Kolar, 2014.).

Posebno mjesto u geometriji imaju simboli. S njima se učenici sreću u prve dvi-
je-tri godine osnovne škole. Neki simboli u uskoj su vezi s matematičkom idejom 
koju predstavljaju (sličnog su izgleda), na primjer simbol za paralelnost, okomitost, 
kut..., a kod nekih te neposredne veze s referencom, odnosno grafičkim prikazom 
nema. Tu spadaju oznaka za presjek, vrh, oznaka za pravac, polupravac... Pri proma-
tranju jedne situacije u razredu bilo je moguće utvrditi kako učenici mogu razumjeti 
vezu između istih simbola u različitim ulogama: slova abecede i slova koja označuju 
vrhove. Neki učenici došli su do zaključka da može biti najviše 25 presjeka pravaca, 
baš kao i slova abecede (učiteljica je naime istaknula da ako na slici ima više sjecišta, 
onda ih označimo različitim slovima abecede). Možemo uočiti da je učenicima teško 
koristiti iste simbole za različite ideje (referentni svijet za velika slova u matematici 
posve je drukčiji nego kod jezika).

4. Zaključak
Primarna svrha ovoga rada je poticanje učitelja na promišljanje o predstavljanju 

matematičkih ideja i ulozi učenika u tome procesu. Kao što su neka istraživanja poka-
zala, poučavanje matematike kod učitelja češće proizlazi iz udžbenika i drugih materi-
jala, nego iz znanja matematike i vlastitog matematičkog obrazovanja (Brown, Borko, 
1992.). Stoga nam se čini jako važnim problematizirati školsku matematiku na način 
da se pomogne učiteljima da promisle o svojim matematičko-didaktičkim spoznajama 
i o osnovama na kojima se temelji njihovo poučavanje (Llinares, Krainer 2006.; Her-
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bel-Eisenmann, Phillips 2008.; Feiman-Nemser, Buchman, 1985.). U ovome smo radu 
nabrojili neke ključne aspekte nastave matematike o kojima vrijedi promisliti i kritički 
vrednovati svoje odluke u organizaciji i izvođenju nastave matematike. Učiteljeva re-
fleksija rada u razredu nužna je komponenta učenja i poučavanja, što vodi do kvalita-
tivnih promjena stavova i znanja o poučavanju i učenju (Llinares, Krainer, 2006.).

Refleksija našega rada je, kao što znamo, po kvaliteti vrlo različita. Dimenzija 
pojma kvalitete je ogromna: od razmišljanja o dojmovima o izvođenju nastave (što 
se praktički ne može nazvati refleksijom), do reflektiranja na temelju istraživanja uči-
telja. Uloga učitelja kao istraživača u nekim je obrazovnim sustavima jako naglašena 
(npr. u Finskoj, Jakku Sihvonen, Niemi, 2006.) jer učitelj istraživanjem može dobiti 
uvid u svoje poučavanje i učenikovo razumijevanje na temelju empirijskih podataka, 
što mu omogućava suvereno zastupanje svojih gledišta u pogledu učenja i poučava-
nja, kompetentno sudjelovanje u raznim stručnim raspravama, te je aktivni sudionik 
promjena za višu kvalitetu nastave (matematike). Prema takvom tipu učitelja usmje-
ren je magistarski studijski program na Pedagoškom fakultetu Sveučilišta u Ljubljani 
(koji je u slovenskom prostoru nastao kao rezultat reformi – jedna od njih svakako je 
bolonjski proces) za obrazovanje učitelja koji među kompetencijama jasno definira 
ulogu učitelja kao istraživača. Težimo promjenama i u stalnoj smo potrazi za boljim 
načinima poučavanja u školi koji će se prvenstveno temeljiti na učitelju, razmišljaju-
ćem praktičaru, osobi koja će voditi nastavu tako da učenici postižu najviše, kako u 
pogledu osobnog razvoja i rasta, tako i u području znanja.
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