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Poucavanje matematike u osnovnoj
skoli u svjetlu suvremenih istrazivanja

TaTjANA HODNIK CADEZ1

Sazetak

U ovom ¢emo se ¢lanku usredotociti na odabrane teme iz metodike nastave ma-
tematike, opisat ¢emo vezu izmedu razumijevanja matematike i prijelaza izmedu ra-
zlicitih reprezentacija matematickih pojmova, istaknuti razli¢ite uloge matematickih
reprezentacija, kao i ulogu ucitelja kao istrazivaca i pokretaca promjena u poucavanju
i u¢enju matematike. Citatelju Zelimo poruciti da smo svjesni da je izbor suvremenih
metoda subjektivan i da ne ukljucuje sve; pri odabiru smo se vodili aktualnos¢u nji-
hovih rezultata u poucavanju matematike na nasim prostorima.

U matematici je prikazivanje apstraktnih matematickih pojmova najvaznije.
Razlikujemo unutarnje (mentalne slike) i vanjske reprezentacije (okolina). Vanjske
su reprezentacije sastavljene od strukturiranih simboli¢kih elemenata cija je uloga
vanjski, vidljivi prikaz odredene matematicke «stvarnosti”. U poucavanju matema-
tike uglavnom koristimo konkretne i graficke reprezentacije, reprezentacije mate-
matickim simbolima, a u novije vrijeme narocito ICT reprezentacije. Razumijevanje
matematickog koncepta kod ucenika definiramo kao mogucnost prijelaza izmedu
razlic¢itih vanjskih reprezentacija. U ovom ¢emo radu pokazati da je poticanje uspo-
stavljanja veza izmedu razli¢itih reprezentacija matematickih ideja vaznije od prela-
zenja od konkretnog prema apstraktnome”. Na kraju ¢lanka oc¢ekujemo da ¢e ucitelji
preispitati svoju ulogu u uvodenju promjena u nastavi matematike.

Kljucne rijeci: reprezentacija: konkretna, graficka, simboli¢na, matematicki po-
jam, prijelaz izmedu reprezentacija, ucitelj — istrazivac

1. Reprezentacije u matematici

Reprezentacija je prije svega nesto $to stoji umjesto necega drugog. Za svaku
reprezentaciju moramo definirati: (1) reprezentirajudi svijet (svijet kojim reprezen-
tiramo) (2) svijet koji reprezentirajuti svijet prikazuje, (3) koji su aspekti reprezenti-
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rani, (4) koji aspekti reprezentirajuceg svijeta reprezentiraju i (5) povezanost izmedu
svijeta koji se reprezentira i reprezentirajuceg svijeta (Palmer, 1978).
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Slika 1. Graficki prikazi racuna 5-2=3

Gornje reprezentacije oduzimanja (slika 1) prikazuju ra¢un oduzimanja5-2 =3
(moguce su i druge interpretacije, unato¢ ¢injenici da smo uzeli primjere najces¢ih
reprezentacija oduzimanja do 10 na pocetku skolovanja). Oduzimanje se jednostav-
no moze prikazati na najmanje tri razli¢ita nacina: prikazemo pocetno i zavrsno sta-
nje — dvije reprezentacije (prikaz sa Zabama na gornjoj slici), kona¢no stanje - jedna
reprezentacija (prikaz s bombonima), pocetno i zavr$no stanje — jedna reprezentacija
(prikaz s jabukama). Za ucenika koji prevodi ovaj graficki prikaz vrlo je vazno da zna
uspostaviti odnose unutar samog grafickog prikaza i moguce konkretne situacije koja
je graficki prikazana. Zadnja reprezentacija na slici 1 (operacija oduzimanja prikaza-
na precrtavanjem objekata) najcesce se koristi u matematici. Za ucenika je slozena jer
on Cesto nije u stanju uspostaviti vezu izmedu precrtavanja objekata i oduzimanja.
Cesto je pogresno zapisan racun za tu situaciju 3 - 2 jer u¢enik ne zna povezati kon-
kretnu i graficku reprezentaciju i nije svjestan da graficka reprezentacija daje rezultat
ra¢unanja. Kako bi izgledao, na primjer, racun u situaciji gdje je od pet jabuka pre-
crtano njih Cetiri ako ucenik ne zna na matematicki nacin osmisliti reprezentaciju?

Poucavanje matematike koje se temelji na istrazivanju razlicitih reprezentacija
odredenog matematickog pojma i potice ucenike da glatko i fleksibilno prelaze iz jed-
ne reprezentacije u drugu ucinkovitije je i omogucuje ucenicima bolje razumijevanje
matematickih pojmova nego nastava koja to ne omogucava (Duval, 2002.; Griffin
Case, 1997.; Kaput, 1989.; Bieda, Nathan, 2009.; Heinze i dr., 2009.). Novija istrazi-
vanja pokazuju da je od nizanja reprezentacija (Bruner 1966.): prvo akcijska, zatim
slikovna i na kraju simboli¢na, vaznije povezivanje izmedu reprezentacija odredenog
matematickog pojma (Chapman, 2010.). U procesu prijelaza izmedu reprezentacija
konkretna je reprezentacija .baza’, a apstraktna reprezentacija cilj. U procesu uspo-
stavljanja relacija izmedu njih od ucenika se ocekuje da otkrije slicnost struktura obi-
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ju reprezentacija. Relacija izmedu njih najcesce je skrivena (Ding, Li, 2014.). Otkriti
relaciju klju¢no je za ucenje matematike s razumijevanjem.

Izlozimo dva klju¢na kriterija za uspostavljanje relacija izmedu reprezentacija:
1. reprezentaciju odabranog pojma treba temeljiti na strukturnoj slicnosti”;

2. u nastavi je potrebno osigurati odgovarajuci (postupni) proces uspostavljanja
veza izmedu tih reprezentacija (postupno smanjivanje .konkretnoga”).

Prvi kriterij znaci da za odabrani pojam moramo birati takve reprezentacije kod
kojih postoje relacije, odnosno lako se mogu uspostaviti. Drugi kriterij naglasava
ulogu ucitelja koji mora potaknuti ucenike na osmisljavanje tih veza. Prili¢no velik
izazov u ovom podrucju na nasim prostorima predstavlja racunanje: od ucenika oce-
kujemo spretno baratanje simbolickim i konkretnim racunom, ¢ak i na grafickoj ra-
zini, a veze izmedu reprezentacija nisu ocite ili se ne podrzavaju. Postupak s konkret-
nim racunom u vecini slu¢ajeva ne podupire postupak sa simbolickim racunom, iako
su oba prisutna, npr. objasnjavanju ucitelja (uglavnom zbog didaktickog naputka od
«konkretnoga prema apstraktnome”, a ne zbog potrebe povezivanja reprezentacija).
O tome ¢e viSe biti napisano u nastavku.

Izbor reprezentacije ne ovisi samo o matematickom kontekstu, nego i o pojedin-
cu koji rjesava odredeni matematicki zadatak ili problem (Nistal i dr., 2009.). Studija
Bieda i Nathan (2009.) pokazuje da je fluentno koristenje reprezentacija — spretna
uporaba pojedinih reprezentacija i prijelazi izmedu reprezentacija kada je to potreb-
no, uc¢inkovitije od fokusiranja na reprezentaciju koja nema utemeljene veze s mate-
matickim pojmom.

Pogledajmo primjere povezivanja reprezentacija zakona distribucije navedene
u nekim istrazivanjima. U kontekstu realisti¢cne matematike (RME), specifi¢cnom di-
daktickom pristupu koji se temelji na u¢enikovom aktivnom povezivanju matematic-
kih ideja, a razvijen je u Nizozemskoj, ve¢ su predstavljene brojne ideje za poucavanje
matematike; uspostava veza izmedu reprezentacija vaznija je od vrste reprezentacije.
Fosnot i Dolk (2001.) su, na primjer, predstavili uvodenje zakona distribucije kroz ta-
kozvane .mini jedinice” («mini lessons”), gdje ucitelj pravilnim redoslijedom zadata-
ka potice zeljeni nacin razmisljanja kod ucenika. Jedan od primjera uvodenja zakona
distribucije je slijed rac¢una: 5 x 6, 30 x 6, 35 x 6; 2 x 7,40 x 7, 42 x 7... gdje ucitelj po-
tice ucenike da pronadu veze medu rezultatima. Sljede¢a moguénost uvodenja ovog
zakona je razmisljanje o povrsini pravokutnika koja moze biti zbroj povrsina dvaju
manjih odgovarajuc¢ih pravokutnika (slika 2). Ovi autori ne predlazu konkretnu ilu-
straciju zakona, ve¢ pretpostavljaju da ucenici imaju razvijene numericke prikaze i da
konkretna slika odabranog algebarskog zakona moze biti vrlo slozena i u¢enicima ne
pomaze u razumijevanju samoga pojma.
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Slika2.35x6=30X6+5x6

Predstavimo jo$ jedno veliko istrazivanje o povezivanju reprezentacija zakona
distribucije, koje su proveli Ding i Li (2014.). Njihov model predstavlja 319 razli¢itih
reprezentacija zakona distribucije (ukljucuje tekstualne zadatke, graficke i simbolicke
reprezentacije) koje se koriste u razli¢itim udzbenicima u Kini. Osnovno je istra-
zivacko pitanje bilo koje reprezentacije potic¢u prijelaz od konkretnih (pojam kon-
kretna reprezentacija autorima predstavlja reprezentaciju koja nije simboli¢cka) na
apstraktne? Donja slika (Slika 3) prikazuje jedan od slucajeva u kojima se uspostavlja
veza izmedu graficke reprezentacije (koja je povezana sa situacijom koja se obi¢no ne
dogada u svakodnevnom zivotu) i simbolicke reprezentacije (simbolicki zapis zakona
distribucije).

(@) Fommal introduction of DP - Grade 4

3 T-shit  Pant Jacket
326 asy 6S¥
v

Iwant to buy S

Jackets and 5 How much
pants. does she pay
altogether?
Y
U
-
First compute the First compute the
costs for 5 jackets and rat o i it
t;\: S pants respectively.
65 %5 +45 x5 (65 +45) x5
=325 + 225 =110x5
=550 ( ¥) =560 ( ¥)
Can you write these two number sentences as one
equation?
(65+45) x5 = X + X

What's the relationship between both sides of this equation?
Write more pairs of number sentences of this sort. Share your findings in small groups.

If we use 3, b, ¢ to represent the three numbers, this pattern can be represented as

Slika 3. Prikaz uvodenja zakona distribucije (Ding, Li, 2014).

Rezultati istrazivanja Ding, Li (2014.) su sljedeci:

o Zakljucili su da je potrebno razmisliti o znacenju zadataka s tekstom, odnosno o
njihovoj ulozi u poucavanju. Ako su smisleni, pomazu ucenicima pri usvajanju

| 7

Poucak 62.indd 7 @ 14.6.2015. 18:25:37



Poucak 62

apstraktnih matematickih ideja (Gerofsky, 2009.; Palm 2008. u Ding, Li, 2014.).
Ucenici mogu situaciju zapisanu tekstom prevesti u reprezentaciju iz koje lako
izvode odredene zakonitosti.

 Posebnu ulogu u razumijevanju ideje imaju oni zadatci s tekstom kojima se izrav-
no cilja matematicka ideja, bez nepotrebnih odnosno suvisnih uvjeta u zadatku
koji bi u¢enike mogli dovesti u tzv. kognitivne probleme.

 Autori istrazivanja zakljucili su i da je kod uvodenja algebarskih zakona vazno
usporedivanje rezultata koji su u danom primjeru dobiveni na razne nacine, jer to
usporedivanje predstavlja pomo¢ u .reprezentacijskoj tranziciji>. U gornjem pri-
mjeru (Slika 3) treba uociti da je na dva razli¢ita nacina racunanja dobiven isti
rezultat (u oba slucaja rezultat je 550, $to znac¢i da mozemo izjednaciti i postupak
ra¢unanja za ovaj slucaj i tako pokazati zakon rac¢unanja).

2. Uloga reprezentacije u nastavi matematike

Reprezentacije matematickih pojmova igraju klju¢nu ulogu u matematickom
obrazovanju. Chapman (2010.) je te uloge definirao na sljedeci nacin:

« kao nacin razmisljanja (interpretacija reprezentiranoga),
« kao nacin zapisivanja, predstavljanja ideja (reprezentacija razmisljanja),

« kao sredstvo komunikacije (npr. kod tumacenja).

Ilustrirajmo svaku od uloga odgovaraju¢im primjerom.

1. Reprezentacija kao nacin razmisljanja

Reprezentaciju kao nacin razmisljanja, odnosno interpretaciju reprezentirano-
ga definiramo kao unutarnju reprezentaciju, kao unutarnji svijet iskustva. Unutarnje
reprezentacije, poznate kao kognitivne reprezentacije (Palmer, 1978.), shvacamo kao
mentalne slike koje se obi¢no temelje na vanjskim reprezentacijama. Kognitivni ra-
zvoj temelji se na dinami¢nom procesu ispreplitanja mentalnih slika i okoline (Kar-
miloff-Smith, 1992.). O udinkovitosti (u smislu razumijevanja matematickih poj-
mova) ucenikovih unutarnjih reprezentacija mozemo zakljuciti na temelju njegova
baratanja vanjskim reprezentacijama kojima pokazuje napredovanje u razumijevanju
matematickih pojmova.

2. Reprezentacija kao nacin predstavljanja ideja

Reprezentaciju kao nacin predstavljanja ideja prikazat ¢emo na primjeru rje-
$avanja problema .Spirala” i .Poplo¢avanje oko bazena” (Hodnik Cadez, Manfreda
Kolar, 2013.). U problemu .Spirala” u¢enike smo pitali koliko je dugacka linija koja
tvori spiralu u odredenoj kvadratnoj mrezi kao na slici 4, na primjer u mrezi dimen-
zija 4 x 4.
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Slika 4. Problem “Spirala”

Zatim smo im ponudili izazov da pokus$aju na¢i formulu za duljinu linije u op-
¢enitom slucaju, u mrezi dimenzije n x n. Detaljni rezultati i primjeri reprezenta-
cije njihovih ideja prikazani su u radu Hodnik Cadez, Manfreda Kolar (2013.); mi
¢emo ovdje dati samo nekoliko generalizacija koje su ucenici osnovne $kole prikazali
simbolima: (n + 1)’ - 1;n(n +2); v+ 2m;3n+2(n-1) -2(n-2) ...+ 2-2+2-1;
4n + n(n - 2). Iz tih zapisa mozemo zakljuciti da su neki uéenici razmisljali o spirali
i duljinu generalizirali proucavajuci duljine spirala u svakom pojedinom kvadratu
(npr. zapis 3n + 2(n - 1) - 2(n - 2) ...+ 2 - 2 + 2 - 1), dok su drugi ispisivali duljine
pojedinih spirala i trazili zakonitosti medu njima (npr. zapis n(n + 2), jer je duljina
spirale u 3 x 3 mrezi jednaka 15, u 4 x 4 mrezi je 24..., §to je jednako 3 x 5, odnosno
4 x 6..., $to dovodi do zapisane generalizacije). Drugi primjer reprezentacije raz-
misljanja pokazat ¢emo na primjeru Poploc¢avanje oko bazena” u kojoj su ucenici
odredivali kako poplociti podruéje oko proizvoljnog pravokutnika dimenzija n x m.
Opet ¢emo pokazati nekoliko primjera razmisljanja ucenika pri rjesavanju problema;
vi$e o strategijama i prosirenju problema dano je u gore spomenutom radu. Na slici 5.
vidimo samo nekoliko primjera strategija poplo¢avanja oko bazena kvadratnog oblika.

4a+4 2(a+2)+2a 4(a+1) (a+2)*-a®

Slika 5. Razliciti nacini poplocavanja oko bazena
(Hodnik Cadez, Manfreda Kolar, 2013.)

Mozemo vidjeti da su ucenici izabrali razlicite strategije, odnosno situaciju su
proucavali s razlicitih gledista. U zadnjem je slucaju generalizacija povezana s povr-
$inom iako se na prvi pogled radi o opsegu. Zanimljiva se rjeSenja pojavljuju kada
je bazen u obliku kvadrata, a ne u obliku pravokutnika. Rjesenja tako opcenitoga
problema predstavljena su u radu Hodnik Cadez, Manfreda Kolar (2013.) i u diplom-
skome radu Mojce Berus (2013.) koja je ovo istrazivanje provela s ucenicima petog
razreda osnovne skole.
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Naravno, ucenici prilikom uc¢enja matematike reprezentiraju svoje razmisljanje
na razlicite nacine: u radu s konkretnim materijalom, kod grafickog prikazivanja ide-
ja (npr. dijelova cjeline, siljastog kuta, pravca...), kod obja$njavanja i tumacenja, sim-
bolickog predstavljanja ideja.

Navedeni su primjeri odabrani kako bismo potaknuli ucitelje da s ucenicima
istraze razli¢ite na¢ine razmisljanja pri rjeSavanju matematickih problema. Rjesava-
nje problema posebno je zanimljivo za darovite ucenike (Wieczerkowski, Cropley,
Prado, 2002.; Zimmerman, 1992.). S druge strane, to je izazov za sve ostale. U¢enik
pri rjeSavanju problema pokazuje sposobnost povezivanja brojeva, pronalazenja za-
konitosti, generalizacije, povezivanja razli¢itih matematickih pojmova... Prije svega
to mu moze predstavljati i zabavnu matematicku aktivnost pri kojoj nije opterecen s
«tocno - neto¢no” i ima moguc¢nost kreativnog izrazavanja, objasnjavanja i diskuti-
ranja o problemu i rjeSenju. Misaoni proces postaje transparentan kada je aktivnost
pojacana verbalizacijom; aktivnost je pretvorena u misaoni proces i na taj nacin in-
ternalizirana, ¢ime se pojacava ucenikovo razmisljanje (ako ucenik svoje baratanje
vanjskom reprezentacijom mora glasno objasnjavati njegovo baratanje reprezentaci-
jom postaje vide usmjereno na matematicki pojam) (Markovac, 1990.).

3. Reprezentacija kao sredstvo komunikacije

Uloga reprezentacije u objagnjavanju vrlo je opsezna jer prakticki pokriva cijelo
podrugje didaktike u nastavi matematike. Na ovom ¢emo mjestu istaknuti one uloge
u objasnjavanju na koje Zelimo upozoriti sa stajalista poucavanja matematike kod
nas i potaknuti na razmisljanje o primjerenosti pojedinih interpretacija. Prvo nesto
o konkretnom materijalu.

3.1 Konkretan materijal pri pou€avanju

Konkretan materijal pri poucavanju matematike moze biti strukturiran ili ne-
strukturiran. Najpriznatiji strukturirani konkretan materijal kod nas su tzv. Diene-
sove ploce, odnosno modeli stotica, desetica, jedinica. Uz njihovu se pomo¢ ucenici
poucavaju o dekadskom sustavu (naravno, mislimo i na sve moguce varijante Diene-
sovih ploca, kao $to su povezivanje 10 slamki u snopove, nizanje 10 kuglica na nit...) i
racunskim operacijama. Istrazivanja o uporabi tog materijala pri ucenju aritmetickih
sadrzaja nisu jedinstvena. Temeljena su na odredivanju koli¢ine matematickog znanja
koje u¢enik mora imati da bi mu rad s tim modelima uop¢e bio koristan (Labinowicz,
1985.; Fuson, Briars 1990.; Thompson, 1992.; Resnick, Omanson, 1987.; Gravemeijer,
1991.). Na neki su nacin htjeli doznati je li koristenje odredenih pomagala ili repre-
zentacija u matematici sloZenije od samoga pojma (ako situaciju malo karikiramo).
Pri tome mozemo primijetiti da su ova istrazivanja provodena posljednjih 20 godina
proslog stoljeca; danas se uloga Dienesovih plo¢a u matematici ne istrazuje tako cesto.
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Resnick i Omanson (1987.) su na primjer otkrili da su studenti koji su uspjesno ba-
ratali Dienesovim plo¢ama bili neuspjesni u pisanom zbrajanju. Takoder, u¢enici koji
su pokazali najbolje rezultate u oduzimanju koriste¢i Dienesove ploce najlosije su
rjeSavali zadatke pisanog oduzimanja. To bi se moglo objasniti ¢injenicom da izmedu
algoritma za pisano oduzimanje s prijelazom i baratanja Dienesovim plo¢ama prak-
ticno nema nikakve korelacije. Pisani algoritam gdje racunamo s prijelazom temelji
se na pravilu razlike, dok kod racunanja Dienesovim plo¢ama dijelimo desetice na
manje jedinice, da bismo oduzimanje uopc¢e mogli prikazati (mogu¢i su naravno i
drugi nacini - dopunjavanje umanjitelja do umanjenika, ako modelima prikazemo
oba broja, §to nije uobicajena strategija koriStenja ovog materijala i ne potice se u
ucionici).

Po pitanju uporabe Dienesovih ploca, a na temelju didaktickih nacela ve¢ spo-
menute realne matematike (RME), u Nizozemskoj su odlu¢ili da na pocetku $ko-
lovanja (najmanje prve tri godine) broj tretiraju kao cjelinu, a ne dijele na jedinice.
Novija istrazivanja (Anghileri, 2001.) pokazuju uc¢inkovitost tzv. holistickog pristupa
ucenju o racunskim algoritmima. Spomenuta znanstvenica ustanovila je da je uceni-
cima primjerenije sagledavanje broja kao cjeline, a ne odvojeno po jedinicama. To bi
kod operacije dijeljenja predstavljao pristup koji prikazujemo na primjeru dijeljenja
165 : 12. Ucenik najprije zabiljezi neke videkratnike broja 12 : 5 - 12 = 60,
1012 =100, 2 - 12 = 24...), a onda te viSekratnike oduzima od djeljenika. Zapis ta-
kvog racunanja jest sljedeci:

165:12=13
-120 10

45

24 2

21

-12 1

9 ost

Ovo dijeljenje prakti¢no ilustrira primjer dijeljenja u kojemu se pitamo o broju
jednakobrojnih skupova. Vezu izmedu konkretne i simbolicke reprezentacije moze-
mo pokazati i na primjeru dijeljenja u kojemu trazimo broj elemenata u jednakobroj-
nim skupovima:

72:3=24
20+20+20=060
4+4+4=12
(60 + 12 = 72)
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3.2 Reprezentacije i mentalni napor

Baratanje s materijalom treba se odraziti na mentalnoj aktivnosti koja je potreb-
na za razumijevanje apstraktnoga matematickog pojma. Ako vanjske reprezentacije
ne predvidaju odredeni mentalni napor, didakticki su neadekvatne; ucenici trebaju
koristiti didakticki materijal dok god im je to potrebno, odnosno tako dugo dok nisu
u stanju rijesiti zadatak bez uporabe tog materijala (Markovac, 1990.). Kada to po-
stignu, konkretni materijal uc¢enicima viSe nije potreban. Ucenici obi¢no nece sami
odluciti odbaciti konkretni materijal, tako da je uloga ucitelja da potice rjesavanje
problema bez upotrebe didaktickog materijala i time provjerava ucenikovu zrelosti
za rad bez materijala. Ne treba inzistirati na tome ako ucenik nije .zreo’, odnosno
ako mu kori$tenje konkretnog materijala omogucuje manipuliranje odabranim ma-
tematickim pojmom, postupkom ili algoritmom. Didakticki materijal ima ulogu po-
srednika izmedu ciljeva ucenja i ucenika koji te ciljeve treba postici. Jesu li ucenici
svjesni didakticke vrijednosti materijala, koriste li ga na nacin koji se od njih ocekuje,
odnosno vodi li materijal do ostvarenja odabranih matematickih ciljeva? To su kljuc-
na pitanja koja si ucitelj treba postaviti prilikom odluke o koristenju materijala. Jo$
vaznije pitanje je na temelju cega ucitelj donosi odredenu odluku. Zato $to tako pise
u udzbenicima, zato §to zna za istrazivanja u tom podrucju, zato $to sam istrazuje u
razredu, na temelju vlastite prakse, rada s u¢enicima...? Prvi gore spomenuti razlog je
najproblemati¢niji i, nazalost, precest u tim odlukama.

3.3 Didakticka vrijednost interpretativnih prikaza

Kako procijeniti didakticku vrijednost odredenog materijala? Koristimo odabra-
ne materijale tako da njihovu uporabu prilagodavamo nasem poucavanju ili pouca-
vanje prilagodavamo materijalu ili kombiniramo oboje. Istrazivanje Hodnik Cadez,
Manfreda Kolar (2010.) koje se bavilo ovim pitanjem pokazalo je sljedece: ve¢ina
ucitelja (56.58 %, uzorak od 170 ucitelja) slaze se s tvrdnjom da konkretni materijal
nema utjecaja na njihov nacin poucavanja. Rezultati ovog istrazivanja u skladu su
s rezultatima istrazivanja Gellert (2004.) koji je zakljucio da ucitelji prilagodavaju
nastavni materijal svojemu nacinu poucavanja pa potencijal materijala ostane ne-
iskori$ten, npr. za rjeSavanje problema. Geoploca je jedan takav materijal koji sam
po sebi nudi oblikovanje razli¢itih likova, ali ga se moze upotrijebiti na mnogo vise
znatno razli¢itih nac¢ina. Nabrojit ¢emo samo neke od mogucih problemskih situacija
na geoploci: trazenje nesukladnih trokuta na 3 x 3 geoploci, trazenje svih kvadrata na
3 x 3, 4 x 4... geoploc¢i, formiranje simetri¢nih likova (os simetrije koju na geoploci
oznacimo elasticnom trakom moze biti horizontalna, vertikalna, kosa), dijelovi cjeli-
ne (jedan ucenik trakom oznaci cetvrtinu, drugi ucenik cjelinu i obratno...), trazenje
odnosa povrsina, broj tocaka na stranici lika i unutrasnjosti lika (Pickov teorem) za
darovite ucenike petog razreda i ucenike visih razreda. Isto tako mozemo razmisljati
o Link kockama, o modelima geometrijskih tijela i ostalim didaktickim materijalima
- u pogledu njihove mogucnosti koristenja, kako ih na razli¢ite nacine ukljuciti u
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nase poucavanje, pri ¢cemu samo mijenjamo oblik reprezentacije odredenog matema-
tickog pojma (npr. brojeve prikazujemo Link kockama umjesto kamenci¢ima), a ne
iskoris$tavamo potencijal materijala.

3.4 Podupire li aktivhost tumacenja s vanjskom reprezentacijom
mentalnu aktivhost?

Kljucno pitanje koje si je postavio Gravemeijer (1991.) u svome istrazivanju je:
Podudara li se fizicka aktivnost s materijalom s mentalnom aktivno$¢u? Pogledajmo
primjer ra¢unanja na brojevnom pravcu koji u¢enicima predstavlja znatnu potesko-
¢u. S jedne strane broj je predstavljen kao tocka na pravcu, a s druge strane, broj pred-
stavlja broj koraka po brojevnome pravcu - jedan” na brojevnom pravcu odgovara
razmaku izmedu dva uzastopna prirodna broja, odnosno predstavlja korak i nema
veze s brojem 1, koji se pojavljuje na brojevnom pravcu.

Ucenik pri ra¢unanju na primjer 5 + 3 pomocu brojevnog pravca pocinje kod
broja 5, broji jedan, dva, tri” od broja 5 i zavr$ava na broju 8, §to je trazeni rezultat.
Ova se metoda rac¢unanja razlikuje od racunanja u glavi; u¢enik obi¢no ra¢una tako
da broji od 5 nadalje, $est, sedam, osam” Ucenik koji moze racunati na ovaj drugi
nacin ocito ne treba brojevni pravac za racunanje npr. zbrojeva do 10. Naravno, mo-
guce je koristiti brojevni pravac na nacin koji podrzava misaoni proces pri racuna-
nju. To je «prazni brojevni pravac” koji omogucuje preslikavanje misaonog procesa
ra¢unanja na prazan brojevni pravac koji u ovom slucaju sluzi kao potpora racunu
- vizualizacija i misaoni proces se nadopunjuju.

«Prazni brojevni pravac” u Nizozemskoj su razvili kao odgovor na iskustva ucite-
lja koja su pokazala da ucenici predugo koriste konkretan materijal kao $to su Linke
kocke, Dienesove ploce i reprezentacije na brojevnom pravcu, odnosno da su pri
racunanju nekako pasivni; samo ocitavaju rezultate koje nude reprezentacije. .Prazan
brojevni pravac” omogucuje ucenicima slobodno kretanje po pravcu, predstavljanje
brojeva na vlastiti nacin i razvoj vlastite strategije racunanja (Anghileri, 2001.).

h
940 # !
76 ~3¢=19
TG G
o 2 8
11+ 0=8K

Slika 6. Prazan brojevni pravac” (primjeri racuna ucenika osnovne skole Jarosa)

Pri ra¢unanju do 100 s pomoc¢u kvadrata 10 x 10 (tablice mnozenja) nastaje slic-
na situacija: pomagalo ne podupire proces racunanja koji bi ucenik trebao provesti
bez uporabe toga pomagala. Ucenik nauci koristiti kvadrat 10 x 10 tako da se prili-

| 13

Poucak 62.indd 13 @ 14.6.2015. 18:25:37



Poucak 62

kom zbrajanja i oduzimanja krece po njemu. Kvadrat 10 x 10 primjerena je ilustracija
brojeva do 100, njihovog polozaja u odabranom stupcu, redu, kao pomo¢ pri broje-
nju, ali sigurno ne za racunanje do 100. Pored konkretnih zornih prikaza osobito je
koristan brojevni pravac, gdje zbrajanje znaci pomak udesno, a oduzimanje pomak
ulijevo.

3.5 Prikazuje li reprezentacija ono Sto vidim?

Sto graficka reprezentacija uopce prikazuje? Prikazuje li ono $to vidimo (npr.
pravi kut u trokutu) ili to moze biti bilo koji kut. U kojem slu¢aju mozemo reprezen-
taciji potpuno vjerovati, u kojem nam slucaju sluzi samo kao pomo¢ za nesto $to na
slici nije moguce neposredno prepoznati? Vazno je usvojiti odnosno odrediti pravila
grafickog prikaza matematickih ideja s obzirom na matematicki sadrzaj i poticati ra-
spravu s u¢enicima u kojima dolazi do razli¢itih tumacenja. Na primjer, povrsinu sto-
la koja ima oblik pravokutnika graficki prikazujemo kao pravokutnik, a ne paralelo-
gram kao u kosoj projekciji. Neka su pravila za interpretacije grafickih reprezentacija
u nastavi besmislena. U prvome je razredu posve nebitno kako uéenik tumaci sliku
na kojoj su s lijeva na desno nacrtane 3 crvene i 2 zelene jabuke; potpuno je svejedno
jelizapis 3 +2 =5ili 2 + 3 = 5. Inzistiranje na jedinom zapisu koji .odgovara” slici je
besmisleno. To je besmisleno iz dva razloga: prvo jer interpretacija nacrtanih jabuka
ne mora nuzno iéi s lijeva na desno, a drugo jer se u prvome razredu uci i zakon o
zamjeni pribrojnika. Vazno je razmisljati o tome gdje ¢emo dopustiti fleksibilnost i
pri tome ostati u podruc¢ju matematicke korektnosti, a kada to vise nece biti slucaj
ako je interpretacija proizvoljna.

3.6 Graficke reprezentacije kao most izmedu konkretnih reprezentacija
i simbola

Ve¢ smo prije spomenuli da su prijelazi izmedu reprezentacija nuzan uvjet za
ucenje s razumijevanjem. Heedens (1986.) dijeli graficke reprezentacije na polukon-
kretne i poluapstraktne. Vazno je biti svjestan da su neke graficke reprezentacije blize
iskustvenom svijeta ucenika, a druge su blize simbolickom. U¢eniku je mnogo lakse
povezati konkretnu reprezentaciju s grafickom ako se sluzi modelima koji su kasnije
i nacrtani, a odredenu operaciju prikaze jo$ i graficki. Ovdje je potrebno napomenuti
da je u puno razli¢itih udzbenika u kojima prevladavaju graficke reprezentacije mno-
go nestrucnosti, odnosno pogresaka koje ¢emo istaknuti na drugome mjestu. Sigurni
smo da je ucitelj kao stru¢njak sposoban procijeniti didakticku i stru¢nu prikladnost
ponudenih grafickih prikaza matematickih ideja.

3.7 Matematicki simboli

Ucenici u prvim godinama $kolovanja upoznaju znamenke od 0 do 9, znakove
za operacije (+, -, :, -) 1 simbole za relacije (<, >, =). Broj znakova je mali, ali postoji
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beskonacan broj kombinacija simbola i pravila koji u¢enicima uzrokuju puno potes-
koca u sluzenju matematickim simbolima. U procesu ranog uc¢enja matematike ma-
nipulacija simbolima usko je povezana s konkretnim i grafickim reprezentacijama.
Hiebert (1988.) definira matematicke simbole kao reprezentacijski sustav; definira
pet razina koje ucenik treba svladati da bi se mogao uspjesno sluziti simbolima. Na-
vest ¢emo samo prvu razinu, osiguravanje odnosa medu simbolima i referencama
za simbole”. To znaci da u procesu ucenja i poucavanja uc¢enicima moramo omogu-
¢iti sluzenje konkretnim i grafickim materijalom te uspostaviti odnose izmedu tih
reprezentacija i simbola (simbol + tako se poveze s operacijom udruzivanja objekata,
kako konkretno tako i graficki prikazanih). Uspostavljanje odnosa nije jednostav-
no jer za svaki simbol u matematici ne postoji samo jedna veza .simbol - referenca
za simbol”. Uzmimo na primjer matematicki simbol za znak jednakosti. Problemi s
razumijevanjem jednakosti na razli¢itim stupnjevima obrazovanja navedeni su u ra-
zli¢itim studijama (npr Knuth i dr., 2006.; McNeil, Alibali, 2005.). One potvrduju da
su poteskoce u razumijevanju jednakosti povezane s iskustvima ucenika na pocetku
skolovanja. Simbol za jednakost ucenicima se na pocetku skolovanja pokazuje kao
relacijski simbol (npr. ve¢ u prvom razredu usporeduju brojeve po veli¢ini), ali ga
ucenici u aritmetickim operacijama, koje dolaze nakon koristenja jednakosti kao re-
lacije, shvacaju kao znak za operaciju koja znaci je rezultat” (Cross i dr., 2009.). To je
s jedne strane i logi¢no jer kod demonstracije primjerice zbrajanja ucenici udruzuju
dva skupa elemenata i dobivaju novi, veci skup, sto implicira da provedba procesa
udruzivanja rezultira ve¢im skupom, odnosno da udruzivanje izjednacavamo s ozna-
kom .+, a rezultat s oznakom =" (i jezik koji koristimo izravno dovodi do neke vrste
razumijevanja simbola). Problem krivoga odnosno neadekvatnog razumijevanja jed-
nakosti najocitiji je u situacijama kada ucenici traze zbroj koji je kao nepoznanica za-
pisan na lijevoj strani jednakosti. S druge strane, ideja jednakosti u matematici tako je
slozena da je gotovo nemoguce ocekivati od prvasic¢a da jednakost shvate kao podu-
darnost lijeve i desne strane. Kod rjeSavanja jednadzbi jednakost dobiva za ucenike
novo znacenje. Razumijevanje jednakosti provjerili smo kod djece predskolske dobi
u nasem istrazivanju u koje je bilo ukljuceno 172 djece, 85 djevojcica i 87 djecaka, u
dobi od 5 do 6 godina (Hodnik Cadez, Mastnak, Manfreda Kolar, 2014.). Djeci su
odgajateljice postavile problem s vagom tako da su pitale (na za njih primjeren nacin
i s dovoljno prethodnog iskustva rukovanja vagom) $to moraju uciniti da vaga bude
u ravnotezi ako je s jedne strane 6, a s druge strane 4 kuglice (sve jednake tezine).
Rjesenja koja su djeca dala bila su iznenadujuca jer su djeca koja su uspjesno rijesila
problem koristila strategiju prebacivanja jedne kuglice iz posude sa Sest kuglica u
posudu s Cetiri kuglice. Ovu smo strategiju nazvali (uvid, + i -”. Slijedilo je dodavanje
dviju kuglica u posudu s cetiri kuglice («uvid, +”), zatim uzimanje dviju kuglica iz
posude sa Sest kuglica (.uvid, -”) (Tablica 1). Izmedu ostaloga, pokazalo se da vaga
omogucava djeci da dodavanjem i oduzimanjem kuglica (dinamicka operacija) stvo-
re situaciju jednakosti medu brojevima. Na neki nacin djeca tako mogu lako povezati
znacenje jednakosti kao operacije sa znacenjem jednakosti kao relacije. Vaga im daje
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trenuta¢nu povratnu informaciju o jednakosti, odnosno potice ih da ustraju u traze-
nju jednakosti (Hodnik Cadez, Mastnak, Manfreda Kolar, 2014.).

Strategija Frekvencija [f] | Postotak [f %]
Uvid, +i- 42 24
Uvid, + 29 17
Uvid, - 24 14
Koraci, +1 - 34 20
Koraci, + 27 16
Koraci, - 11 6
Ostalo 4 2
Bez odgovora 1 1
Ukupno 172 100.0

Tablica 1. Strategije traZenja jednakosti uz pomoc vage kod djece predskolske dobi
(Hodnik Cadez, Mastnak, Manfreda Kolar, 2014.).

Posebno mjesto u geometriji imaju simboli. S njima se ucenici sre¢u u prve dvi-
je-tri godine osnovne $kole. Neki simboli u uskoj su vezi s matematickom idejom
koju predstavljaju (slicnog su izgleda), na primjer simbol za paralelnost, okomitost,
kut..., a kod nekih te neposredne veze s referencom, odnosno grafickim prikazom
nema. Tu spadaju oznaka za presjek, vrh, oznaka za pravac, polupravac... Pri proma-
tranju jedne situacije u razredu bilo je moguce utvrditi kako ucenici mogu razumjeti
vezu izmedu istih simbola u razlic¢itim ulogama: slova abecede i slova koja oznacuju
vrhove. Neki ucenici dosli su do zakljucka da moze biti najviSe 25 presjeka pravaca,
bas kao i slova abecede (uciteljica je naime istaknula da ako na slici ima vise sjecista,
onda ih oznac¢imo razli¢itim slovima abecede). MoZemo uociti da je u¢enicima tesko
koristiti iste simbole za razlicite ideje (referentni svijet za velika slova u matematici
posve je drukeiji nego kod jezika).

4. Zakljuéak

Primarna svrha ovoga rada je poticanje ucitelja na promisljanje o predstavljanju
matematickih ideja i ulozi u¢enika u tome procesu. Kao $to su neka istrazivanja poka-
zala, poucavanje matematike kod ucitelja cesce proizlazi iz udzbenika i drugih materi-
jala, nego iz znanja matematike i vlastitog matematickog obrazovanja (Brown, Borko,
1992.). Stoga nam se ¢ini jako vaznim problematizirati $kolsku matematiku na nacin
da se pomogne uciteljima da promisle o svojim matematicko-didakti¢kim spoznajama
i 0 osnovama na kojima se temelji njihovo poucavanje (Llinares, Krainer 2006.; Her-
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bel-Eisenmann, Phillips 2008.; Feiman-Nemser, Buchman, 1985.). U ovome smo radu
nabrojili neke klju¢ne aspekte nastave matematike o kojima vrijedi promisliti i kriticki
vrednovati svoje odluke u organizaciji i izvodenju nastave matematike. Uciteljeva re-
fleksija rada u razredu nuzna je komponenta ucenja i poucavanja, $to vodi do kvalita-
tivnih promjena stavova i znanja o poucavanju i u¢enju (Llinares, Krainer, 2006.).

Refleksija nasega rada je, kao $to znamo, po kvaliteti vrlo razli¢ita. Dimenzija
pojma kvalitete je ogromna: od razmisljanja o dojmovima o izvodenju nastave (Sto
se prakticki ne moze nazvati refleksijom), do reflektiranja na temelju istrazivanja uci-
telja. Uloga ucitelja kao istrazivaca u nekim je obrazovnim sustavima jako naglasena
(npr. u Finskoj, Jakku Sihvonen, Niemi, 2006.) jer ucitelj istrazivanjem moze dobiti
uvid u svoje poucavanje i u¢enikovo razumijevanje na temelju empirijskih podataka,
$to mu omogucava suvereno zastupanje svojih gledista u pogledu ucenja i poucava-
nja, kompetentno sudjelovanje u raznim stru¢nim raspravama, te je aktivni sudionik
promjena za vi$u kvalitetu nastave (matematike). Prema takvom tipu ucitelja usmje-
ren je magistarski studijski program na Pedagoskom fakultetu Sveucilista u Ljubljani
(koji je u slovenskom prostoru nastao kao rezultat reformi - jedna od njih svakako je
bolonjski proces) za obrazovanje ucitelja koji medu kompetencijama jasno definira
ulogu ucitelja kao istrazivaca. Tezimo promjenama i u stalnoj smo potrazi za boljim
nac¢inima poucavanja u skoli koji ¢e se prvenstveno temeljiti na ucitelju, razmisljaju-
¢em praktic¢aru, osobi koja ¢e voditi nastavu tako da ucenici postizu najvise, kako u
pogledu osobnog razvoja i rasta, tako i u podrucju znanja.
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