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Uvodenje eksponencijalne i
logaritamske funkcije u
srednjoskolskoj nastavi matematike

GORAN TRUPCEVIC' I ANPA VALENT?

Sazetak. Eksponencijalna i logaritamska funkcija, te konstanta e uvode se u dru-
gom razredu srednje $kole, a zatim se ponovno razmatraju u ¢etvrtome razredu. Pre-
cizno uvodenje ovih pojmova nadilazi srednjoskolsku razinu matematickog znanja i
dotad stecenih vjestina, $to predstavlja izazov najprije za autore udzbenika, a zatim
i za nastavnike. U ovome ¢emo radu dati pregled uvodenja navedenih pojmova i
njihovih svojstava u udzbenicima namijenjenima prirodoslovno-matematickim gi-
mnazijama.

1. Uvod

Profesionalno usavrsavanje nastavnika moze se odvijati unutar skole (suradnja u
pripremi nastave, mentorstvo, opazanje nastave, provodenje istrazivanja...), te izvan
skole (seminari, konferencije, kvalifikacijski programi...). Prema podatcima iz TALIS
2013 istrazivanja (TeachingandLearning International Study) kroz samoprocjenu na-
stavnika ustanovljena je pozitivna veza izmedu usavr$avanja unutar skole i utjecaja
usavr$avanja na vlastitu nastavnu praksu ([12]). Kako udzbenici uvelike utje¢u na
pripremu nastave, smatramo korisnim prouciti strukuture nasih udzbenika ([11]) i
pristupe razli¢itih autora odredenim matematickim temama. Primjerice, u radu [4]
usporedeni su pristupi uvodenja pojma odredenog integrala .

U ovom ¢emo radu usporediti uvodenje eksponencijalne i logaritamske funkcije
u sljede¢im udzbenicima ([7], [1], [5], [6], [8]):

1. J. Gusié, P. Mladinié, B. Pavkovié¢: Matematika 2: udzbenik sa zbirkom zadataka za
2. razred za prirodoslovno-matematicke gimnazije, Skolska knjiga, 2014.

2. S. Antoli§, A. Copié: Matematika 4: udzbenik za 4. razred za prirodoslovno-mate-
maticke gimnazije, Skolska knjiga, 2014.
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3. B. Daki¢, N. Elezovi¢: Matematika 2: udzbenik i zbirka zadataka za 2. razred pri-
rodoslovno-matematicke gimnazije, Element, 2014.

4. B. Daki¢, N. Elezovi¢: Matematika 4: udzbenik i zbirka zadataka za 4. razred pri-
rodoslovno-matematicke gimnazije, Element, 2014.

5. H. Kraljevi¢, Z. Siki¢é: Matematika IV: brojevi, funkcije, infinitezimalni racun:
udzbenik za IV. razred gimnazija i tehnickih skola, Profil International, 1995.

Na udzbenike za drugi i cetvrti razred istoga izdavaca gledali smo kao na jednu
cjelinu. U svim se navedenim udzbenicima definicija i svojstva eksponencijalnih i
logaritamskih funkcija uvode postupno, nadograduju¢i ranije steceno znanje. Uce-
nike se upoznaje s nekim svojstvima koja se ne dokazuju u punoj strogoci, ve¢ se ta
svojstva pokus$avaju intuitivno objasniti.

Udzbenici 1-4 imaju vrlo sli¢an pristup. Iako udzbenik 5 nije namijenjen priro-
doslovno-matematic¢kim gimnazijama, odlucili smo ga analizirati jer se pristup razli-
kuje od ostalih udzbenika.

2. Udzbenici za drugi razred srednje Skole

U oba razmatrana udzbenika poglavlje Eksponencijalna i logaritamska funkcija
zapocinju motivacijskim primjerom. Kako su pristupi vrlo sli¢ni, ne¢emo doslov-
no citirati autore ve¢ ¢emo ukratko opisati tijek uvodenja pojmova. Eksponencijalna
funkcija uvodi se najprije na skupu N, te potom Z i Q. Za zadanu bazu a >0,
a # 1 najprije se definira a”, n € N kao

Potom se definira

¢ime je eksponencijalna funkcija definirana na skupu Z . Funkcija se dalje prosiruje
na skup Q koristenjem B

a" =va

U nastavku autori nastoje objasniti prosirenje eksponencijalne funkcije sa skupa
Q na skup R po neprekidnosti. Naravno da autori ne spominju gusto¢u skupa Q
u skupu R, ali upravo to intuitivno pokazuju.

U udzbeniku 1 autori to objasnjavaju pomocu grafa funkcija 2* i (0,5)* tako $to
skiciraju grafove navedenih funkcija najprije s domenom u N, te potom s dome-
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nomu Z i Q, te kazu: Graf se u pocetku sastoji od «razmaknutih” to¢aka. Promje-
nom domene graf se .popunjava” dok ne dobijemo neprekinutu krivulju..”

U udzbeniku 3 autori skiciraju graf funkcije 10* na temelju tabli¢nih vrijednosti
s domenom u Q. Potom obja$njavaju kako bismo mogli izracunati 10" tako $to

iracionalni broj 2 uklije$timo izmedu dva racionalna broja. Koristenjem
1.41<+2 <1.42
dobivamo aproksimaciju
10 ="%10"" ~25.7039.. <10 <10" ='%10' ~26.3026...
Postupnim profinjenjem vrijednosti kona¢no pokazuju da iz

104 =1%10"" ~25.7039.. <10" <10 ='¥10'* ~26.3026...

mozemo aproksimirati
10V? ~ 25.95455352

U nastavku autori obaju udzbenika navode da za eksponencijalnu funkciju vri-
jede sljedeca svojstva:

E1 Domena funkcije a* je skup R, a slika funkcije je skup (0, +o0).
E2 Funkcija je strogo rastuca za a > 1 i strogo padaju¢aza0<a< 1.
E3 Funkcija je injektivna.
E4dav=a" &
E5 (@) = a¥
E6a’=1
Svojstva E1-E3 objasnjavaju se pomocu grafa funkcije, te se promatra asimptot-

sko ponasanje funkcije u too i usporeduju grafovi eksponencijalnih funkcija s razli-
¢itim bazama.

Naglasava se da je od posebne vaznosti funkcija s bazom e pri cemu se e uvodi
kao konstanta ¢ija je priblizna vrijednost 2,71... Navodi se da je e iracionalan, pa ¢ak
i transcendentan broj.

Logaritamska funkcija uvodi se kao funkcija inverzna eksponencijalnoj funkciji.
Objasnjava se da se graf logaritamske funkcije dobiva zrcaljenjem grafa odgovarajuce
eksponencijalne funkcije s obzirom na pravac y = x, te da iz svojstva E1 - E6 ekspo-
nencijalne funkcije slijede svojstva logaritamske funkcije:

L1 Domena funkcije log (x) je skup (0, +o0), a slika funkcije je skup R .

L2 Funkcija je strogo rastuca za a > 1 i strogo padaju¢a 0 < a < 1.
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L3 Funkcija je injektivna.

L4 log (xy) =log (x)+log (y),x y>0.
L5 log, (x”) = ylog, (x),x>0.
L6 log (1) = 0.

3. Udzbenici za €etvrti razred srednje Skole: udzbenici 2 i 4

U udzbenicima za drugi razred srednje $kole, broj e uvodi se jednostavno kao
konstanta i daje se njezina priblizna vrijednost. U udzbenicima za cetvrti razred au-
tori se ponovno vracaju na definiciju broja e u poglavlju posve¢enom nizovima. Tijek
izlaganja isti je u oba udzbenika, s vise dubine u dokazima u udzbeniku 4, a opisan je
u sljede¢im koracima:

1. Svaki monoton i omeden niz je konvergentan.

2. Promatraju se tabli¢ne vrijednosti niza

1 n
x, = 1+—
n
iz kojih je vidljivo da se niz priblizava konstanti e.

3. Promatrani niz x_ omeden je i monoton, te je stoga konvergentan. Konstantu e
mozemo definirati kao limes toga niza.

Prvi se korak u udzbeniku 4 dokazuje, a u udzbeniku 1 daje se skica dokaza. Isto
tako, tre¢i se korak u udzbeniku 4 dokazuje uz pomo¢ Bernoullijeve nejednadzbe
koja je ranije u poglavlju o matematickoj indukciji dokazana u specijalnom slucaju
(drukeiji dokazi mogu se naci npr. u [9],[2]).

Autori se eksponencijalnoj funkciji ponovno vrac¢aju nakon $to se uvede i obja-
sni limes funkcije navode¢i da vrijedi

1 X
lim|1+—| =e
X—>00 x

lim(1+x)i =e.

x—0

Koristenjem ovog limesa, u poglavlju posvecenom derivacijama u oba se udzbe-
nika iz definicije derivacije pokazuje da vrijedi

1
(lnx)' =
X
Derivacija funkcije e izvodi se iz derivacije funkcije In x pomo¢u formule za

derivaciju inverzne funkcije.
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Kao sto je ranije receno, linija izlaganja jednaka je u oba udzbenika. Koraci koji
su matematicki zahtjevniji, kao $to je na primjer prelazak s limesa niza na limes funk-
cije, u udzbeniku 2 samo se navode, dok se u udzbeniku 4 dokazuju ili daju ideje
dokaza uz upute autora da bi neke tvrdnje trebalo dodatno opravdati.

4. Udzbenici za €etvrti razred srednje Skole: udzbenik 5

Iako ovaj udzbenik nije namijenjen prirodoslovno-matematickim gimnazijama,
odluc¢ili smo ga uvrstiti u ovaj pregled jer se pristup bitno razlikuje od pristupa u
ostalim udzbenicima.

U poglavlju o nizovima dokazuje se da je monotoni niz konvergentan ako i samo
ako je omeden. KoriStenjem ove tvrdnje pokazuje se konvergencija niza parcijalnih
suma reda

> 1

n=0 N '
i broj e definira se kao suma reda. Navodi se da je broj e iracionalan, da vrijedi

1 n
e=lim| 1+—
n—o0 n

te da je broj e upravo baza prirodnog logaritma koji se uvodi kasnije.

U poglavlju o funkcijama uvodi se eksponencijalna funkcija ponovno definirana
na skupu racionalnih brojeva i navodi se da je ta funkcija s domenom u QQ restrik-
cija jedinstvene monotone funkcije na R . Objasnjavaju se svojstva eksponencijalne
funkcije i uvodi se logaritamska funkcija kao inverz eksponencijalne. Autori napomi-
nju da je prosirenje domene ovih funkcija sa Q na R opisano u poglavlju Povrsina
i integral.

U nastavku ¢emo u osnovnim crtama opisati spomenutu definiciju funkcije In x.
Ukratko, autori definiraju funkciju In x kao povrsinu izmedu grafa hiperbole y = —
X

i osi apscise s granicama od 1 do x kako je prikazano na slici 1.

Inx = P(L,x)

Slika 1. Definicija logaritamske funkcije kao povrsine ispod grafa hiperbole
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Za pozitivne realne brojeve a < b uvodi se oznaka P(a, b) za povrsinu omedenu

1
grafom hiperbole y = —, osi x i pravcima x = a i x = b i navodi da .takve povrsine
X

a to je da za svaki ¢ > 0 vrijedi

P(a, b) = P(ca, cb).

1
Ova se cinjenica argumentira svojstvom hiperbole y = — koja rastezanjem ¢
X

puta u smjeru x osi i ¢! puta u smjeru osi y prelazi u samu sebe, a segment [a, b] u
segment [ca, cb].

Nadalje, za 0 < a < b < ¢ ocito vrijedi
P(a, ¢) = P(a, b) + P(b, ¢).
Dodatnim uvodenjem
P(b, a) = -P(a, b)
dobivamo da vrijedi
P(a, a) =0.
Logaritamska funkcija In x definira se za pozitivne realne brojeve kao
In x = P(1, x).
Koristenjem ranijih svojstava povrsine dobivamo da vrijedi
P(1, ab) = P(1, a) + P(a, ab) = P(1, a) + P(1, b),
odakle slijedi svojstvo
(I1)  In(ab) =In(a) + In(d).
I ostala ranije navedena svojstva L5 i L6 logaritamske funkcije slijede iz opisanih
svojstava povrsine.

Autori nadalje definiraju op¢u logaritamsku funkciju kao bilo koju neprekidnu
funkcija za koju vrijedi svojstvo (I1) i navode da su ostala poznata svojstva logaritam-
skih funkcija automatski zadovoljena.

Iz danog grafa logaritamske funkcije vidi se da je funkcija injektivna, te se de-
finira eksponencijalna funkcija kao njoj inverzna funkcija. Svojstva eksponencijalne
funkcije slijede iz svojstva logaritamske funkcije.

S grafa funkcije In x vidi se da postoji realni broj e < 0 takav da je In(e) = 1. Na-
vodi se da je broj e iracionalan te daje njegova priblizna vrijednost.
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Napomenimo da u jednom novijem udzbeniku [10] nalazimo povijesnu crticu
koja dodatno pojasnjava ovakvu definiciju logaritamske funkcije (ovaj udzbenik ni-
smo sustavnije prezentirali jer nije namijenjen prirodoslovno-matematickim gimna-
zijama):

«Logaritme su prvi otkrili i u tablicama popisali Biirgi i Napier iz potrebe da se
lakse racuna s velikim brojevima. Ta potreba stvorila se zbog znacajnog razvoja astro-
nomije u 16. stolje¢u. Logaritamske tablice omogucavale su da se mnozenje velikih
brojeva svede na zbrajanje logaritama tih brojeva. No oni nisu pojmili logaritam kao
neprekidnu funkciju. Tek je Sarasa u 17. stoljecu, ¢itajuci djelo Opus Geometricum
Gregoryja St. Vincenta, spoznao da je prirodni logaritam broja zapravo povrsina is-
pod grafa krivulje

y=1/x"

U nastavku autori objasnjavaju kako se to saznanje moze iskoristiti da bi se odre-
dila derivacija funkcije y = In x.

. 1Y
U istom udzbeniku navodi se da za konstantu e vrijedi € = llm(l + —j calii
n—»o0 n

1 1 1
e=l+-+—+
1 1-2 1-2-3

U udzbenicima 2 i 4 ne spominje se posljednje svojstvo. Pozadina ovakve defini-
cije konstante e naravno lezi u dobro poznatom razvoju funkcije e* u Taylorov red i
moze se iskoristiti za priblizni racun broja e ili npr. vrijednosti prirodnog logaritma
u odabranim toc¢kama ([9],[3]).

5. Zakljucak

Kao zajednicku crtu pristupa svih autora primje¢ujemo da se pojmovi i svojstva
logaritamskih i eksponencijalnih funkcija uvode postupno, sukladno dotadasnjem
matematickom znanju i vjeStinama ucenika. Materija koja nadilazi okvire srednjo-
skolskog znanja ne dokazuje se nego navodi, ili se daju skice dokaza i intuitivna
objasnjenja. Napomenimo da se i u literaturi za visokoskolsku nastavu matematike
([9]) ovi pojmovi uvode u vise koraka.

U svim su udzbenicima dani primjeri kojima se motivira uvodenje ovih funkcija,
te je naglasena njihova vaznost u primjenama.
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