ZANIMLJIVOSTI KOD DOKAZIVANJA NEKIH NEJEDNAKOSTI...

Zanimljivosti kod dokazivanja
nekih nejednakosti pomocu
matematicke indukcije

SEFKET ARSLANAGIC!

U ovome radu bavit ¢emo se dokazivanjem nejednakosti u kojima se na lijevoj

strani pojavljuje zbroj od » razlomaka u kojima se nalazi n € N . Prvi primjer bit ce
nejednakost sa znakom .>” i vidjet ¢emo da tu nema problema s primjenom mate-
maticke indukcije.

Primjer 1. Dokazimo nejednakost
1 1 1 11
+ +ot >—
2n+1 2n+2 2n+n 30

gdjejen>1,neN.

Dokaz:
1 1_11 11 11

1° Za n = 2 dobivamo —+—2>—, tj. —>—, §to je to¢no (vrijedi jednakost).
5 6 30 30 30

2° Pretpostavimo da je nejednakost to¢na za n=k > 2, tj.

1 1 1 11
+ >

+ +... >—. (1)
2k+1 2k+2 2k+k 30
3° Pokazimo da je dana nejednakost tonaizan =k + 1, j.
1 1 1
+ +..+ > E . (2)
2(k+1)+1 2(k+1)+2 2(k+1)+(k+1) 30
Dodajmo sada lijevoj i desnoj strani nejednakosti (1) izraz
1 1 1 1 1
+ + - - ;
3k+1 3k+2 3k+3 2k+1 2k+2
1Sefket Arslanagi¢, Sarajevo, BiH
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dobivamo
1 1 1 11 1 1 1 1 1
+ +...+ >+ + + - - .
2k+3 2k+4 3k+3 30 3k+1 3k+2 3k+3 2k+1 2k+2

(3)

Dokazat ¢emo sada da vrijedi nejednakost
1 1 1 1 1

+ + - - >0
3k+1 3k+2 3k+3 2k+1 2k+2

(4)

Imamo
1 1 1 1 2(3k+2)

kel k+3 (k+2)-1 (3k+2)+1 [(3k+2)-1][(3k+2)+1]

_2(3k+2)  2(3k+2) o2
C(3k+2)'-1 9K +12k+3 3k+2’

tj. zb
S8 2(3k +2) 2

. > :
9k +12k+3 3k+2

& (3k+2)" > 9K* +12k +3

<4 >3 (to¢no),

vrijedi nejednakost
1 1 2

+ > ,
3k+1 3k+3 3k+2

odnosno
1 1 1 3

+ + > . (5)
3k+1 3k+2 3k+3 3k+2

Dokazimo jos da vrijedi njednakost
3 1 1
> + ,
3k+2 2k+1 2k+2

(6)

odnosno
1 1 3
+ - <0
2k+1 2k+2 3k+2
<:>(2k+2)(3k+2)+(2k+1)(3k+2)—3(2k+1)(2k+2)<O
(2k+1)(2k +2)(3k+2)
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6k> +10k +4+6k* +7k+2—12k* —18k -6

0
(2k+1)(2k +2)(3k+2) <
_k v . v
S k) 2k 2)3kag) o rOIetoeme

Sada iz (5) i (6) slijedi nejednakost (4).
Zbog nejednakosti (4) iz nejednakosti (3) slijedi nejednakost (2), q.e.d.

4° Dakle, dana nejednakost to¢na jezasven > 1, ne N.

Ovdje smo bez nekih vecih problema uspjeli dokazati danu nejednakost sa zna-
kom .>”. No, problem nastupa ako Zelimo dokazati direktno pomoc¢u matematicke
indukcije nejedankost sa znakom .<” gdje se na desnoj strani nejednakosti nalazi
neki broj. Dat ¢emo tri primjera takvih nejednakosti i pokazati kako se to ipak moze
udiniti.

Primjer 2. Dokazimo nejednakost
1 1 1
2—2+3—2+...+n—2<1, (7)
gdjejen>1, neN.

Dokaz: Ovdje problem nastaje kada ho¢emo dokazati korak indukcije za n =k + 1, tj.

1 1 1 1 1
—+—+..t—+ <1+

23 K (k1) (k+1)

jer 1+

nije manje od 1 nego vrijedi 1+ % >13(k>1 keN).
+1

1
(k+1)2

Sto trebamo udiniti Zelimo li koristiti matematicku indukciju?

Dokazat ¢emo nejednakost (8), jacu od dane nejednakosti (7), a koja glasi

1 1 1 1
—+—=+..+—=<1-—, (8)
2 3 n’ n

gdjejen>1,neN.
. 1 1 .1 1, . "
1° Za n = 2 dobivamo —2<1—5,t]. Z<E,sto]e to¢no.
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2° Neka je dana nejednakost (8) to¢na za n =k > 2, tj. vrijedi nejednakost

.
22 3 Tk k'
3°Zan =k + 1 imamo nejednakost
1 1 1 1 1 1
Sttt t—m<l-—— 7 - 9)
2”3 k™ (k+1) k (k+1)
Dokazat ¢emo sada da vrijedi nejednakost
1 1 1
(10)

1——+ > <1-
k (k+1) k+1

1 1 1
S——t———<0
k+1 k (k+1)

- (k+1)
<:>k(k+) (k+2) +k<O
k(k+1)

<3_—12<0’
k(k+1)

§to je tocno.

Sada iz (9) i (10) dobivamo nejednakost

1 1 1 1 1
=ttt —+ <1

23 K (k+1) Ck+1

q.e.d.

4° Dakle, dana nejednakost (8) je to¢na.

1
Budud¢idaje 1-—<1; (n >l,ne N) , to je to¢na i dana nejednakost (7).
n

Napomena 1. Dat ¢emo i dokaz nejednakosti (8) ne koriste¢i matematicku indukciju.

1 1 1 1
Kako je - <——— tj. = <——
A

1
_E ,tozak=2,3..., n redom dobivamo:

1
—2<1—

1
2 2’
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1 1 1
=<7 7
32 2 3
1 1 1
4 3 4
1 1 1
< —

1 1 1

nw n-1 n

Nakon zbrajanja ovih nejednakosti dobiva se

1 1 1 1 1 1 1 1
Sttt <l-—+-——+.F—,
2 3 n 2 2 3 n—-1 n
odnosno
1 1 1 1
— 4 —+..+—<1——,qg.ed.
2* 3 n* n 4

Primjer 3. Dokazimo nejednakost

1 1 1 1 1
Sttt tt———5<—, (11)
3 5 7 (2n+1) 4

gdjeje neN.

Dokaz: Kao i u prethodnome primjeru, ne dolazi u obzir matematicka indukcija jer
zan =k + 1 vrijedi nejednakost
1 1 1
L, L kew).
4 (2k+3) 4
Dokazat ¢emo nejednakost (12), jacu od nejednakosti (11), a koja glasi
1 1 1 1 1

—+t=+=+..+ —— ;
3 5 7 (2n+1)2<4 4(n+1)

(neN). (12)

1 1 1 1 1
1° Za n = 1 dobivamo — <———, 1. —<—,to je tocno.
8 8
2° Neka je nejednakost (12) to¢na za n=k =1, tj. vrijedi nejednakost
1 N 1 N 1 - 1 < 1 1
3¥ 5 7 (2k+1) 4 4(k+1)
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3°Zan =k + 1 imamo nejednakost
1 1 1 1 1 1 1 1
—+—=+—+...+ + <—- + . (13)
3 5 7 (2k+1)°  (2k+3)° 4 4(k+1) (2k+3)

Dokazat ¢emo sada da vrijedi nejednakost
1 1 1 1 1

1_4(k+1)+(2k+3)2 <Z—4(k+2) "

1 1 1
— + <0

C>4(k+2) 4(k+1)  (2k+3)

(k+1)(2k+3)" —(k+2)(2k +3)" +4(k+1)(k+2) .
= a(k+1)(k+2)(2k+3) )

(k+1)(4Kk> +12k +9) — (k+2)(4k +12k +9)+ 4 (k> + 3k +2)
= . <0
4(k+1)(k+2)(2k+3)

—4k* —12k -9+ 4k*> +12k + 8
4(k+1)(k+2)(2k +3)2

=N -1 <0
4(k+1)(k+2)(2k+3)"

§to je tocno.
Sada iz (13) i (14) dobivamo nejednakost
1 1 1 1 1 1
+

—= ,q.ed.
4 4(k+2) 4

¥ 5 7 k)

4° Dakle, dana nejednakost (12) je to¢na.

! <l; (neN), to je to¢na i dana nejednakost (11).
4(n+1) 4

1
Bududi da je 1

Napomena 2. Dat ¢emo jo$ i dokaz nejednakosti (12) bez koristenja matematicke
indukcije. Koristit ¢emo nejednakost

ot v v
(2k+1)° 4k 4(k+1)

(keN),
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(0<1), .

;<l(l_Lj
(2k+1)2 a\k k+1)

Odavde za k =1, 2, ..., n redom dobivamo:

1 1(1 1
—2 < _(_ - _j .
(2n + 1) 4\n n+l
Nakon zbrajanja ovih nejednakosti dobivamo:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 .
Sttt t—<—|l-—+t-——+..+——— |, .
3 5° 7 (2n+1) 4 2 2 3 n n+l

1 1 1 1
Sttt t——<—|1-
3 57 7 (2n+1) 4 n+1

i+i+i+ + ! <l— ! ed
¥ 5 7 (2n+1) 4 a(n+1)” TEC

odnosno

Primjer 4. Dokazimo da za sve n € N vrijedi nejednakost

<2. (15)

L .
21 32 7 (n+l)Vn

Dokaz: Ni ovdje za dokazivanje nejednakosti (15) ne mozemo koristiti matematicku
indukciju jer za n = k + 1 vrijedi nejednakost
1
2+——F———>2; (keN),
(k+2)Vk+1 ( )
Naravno, mi ¢emo dokazati nejednakost (16), jacu od nejednakosti (15), tj. pomocu
matematicke indukcije dokazat ¢emo nejednakost:

1 1 1

2
+ +..+ <2- ;
21 32 (n+1)Jn  n+l

(neN). (16)
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3
1°Zan =1 dobivamo —= <2 — 2, §to je to¢no.
zf f
2° Neka vrijedi nejednakost
1 1

NREN (k+1)\/_ J_

(keN).

3° Zan =k + 1 imamo nejednakost

1 1 1 1 2 1
—t—+..+ + <2- + . (17)
21 32 (k+1DVk  (k+2)Vk+1 Ve+1 (k+2)Vk+1

Dokazat ¢emo sada da vrijedi nejednakost
2 1 2 (18)

- + <2- .
Jk+1 (k+2)\/k+1 Jk+2

2 2 1

T k2 ki1 (ke2)dkil

<0

szva—z(ku)H
(k+2)Vk+1

o 0k+2-Vk+1<2k+3/?
< 4(k+2)(k+1)<4k® +12k +9

< 4k* +12k+8 < 4k* +12k +9

< 8<9, 5to je tocno.

Sada iz (17) i (18) dobivamo nejednakost
1 1 1 1

2
NN AR TP N A PP N S I e

, q.e.d.

4° Dakle, dana nejednakost (16) je to¢na.

Napomena 3. Dat ¢emo jo$ jedan dokaz nejednakosti (15) ne koriste¢i matematicku
indukciju.
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Neka je
S= ! + ! +..+ !
21 32 7 (n+l)n
Imamo
1 1 1 1
—S= + +.o.+ . (19)
27 221 232 2-(n+1)vn
Kako je 2vk+1>+k+1 +\/E, to vrijedi
1 1
< . (20)
Wk+1 k+Vk+1
Zbog nejednaosti (20) iz (19) slijedi:
1 1 1 1
—S< + +..+
20 (Vi+2 V2t (V24332 (Va1 s 1n

i i\, ari-in
E B T i

B et
N R R N I RN TN RN ew S N B

S<2- q.e.d.

2
Jn+1’
Odavde ocigledno slijedi S < 2.
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