v POTENCIJE U ARITMETICKIM NIZOVIMA
Andelko Mari¢, Sinj i Ivica Gusi¢, Zagreb

Uvod

Nizovi brojeva imaju bogatu i dugu povijest. Najpoznatiji medu njima
je niz prirodnih brojeva:

[Watka 23 (2014./2015.) br. 92

1,2,3,4,5..
na kojemu se zasniva brojenje, jedno od najvaznijih ¢ovjekovih dostignuca,
koje je svojina i drugih zivih bic¢a.
Tu je i niz parnih brojeva
2,4,6,8, 10...

(koji nam dobro dode kod prebrojavanja kovanica od po dvije kune), te niz
neparnih brojeva

1,3,5,7,11...
(sre¢emo ga, na primjer, kod ku¢nih brojeva s jedne strane ulice).

Sve su to primjeri aritmetickoga niza, tj. niza kojemu je razlika dvaju
uzastopnih ¢lanova stalan broj. Kod niza prirodnih brojeva ta je razlika 1:

2-1=3-2=4-3=.=1,
a kod drugih dvaju ona je 2. Naime,

4-2=6-4=8-6=.=21

3-1=5-3=7-5=.=2.

Vidimo da je aritmeticki niz jednozna¢no odreden svojim pocetnim ¢la-
nom i razlikom.

Na primjer, ako je pocetni ¢lan 7, a razlika 3, onda je rijec¢ o aritmetickom
nizu

7,10, 13, 16...

Nisu svi nizovi brojeva aritmeticki, primjerice niz kvadrata prirodnih
brojeva
1%, 2%, 3% 4%, 5% 1j. niz

1,4,9, 16, 25...

Tu su razlike medu susjednim ¢lanovima redom 3, 5, 7, 9... Uocite da te
razlike ¢ine aritmeticki niz. Vidjeli smo da se niz prirodnih brojeva raspada
na dva niza: niz parnih brojeva i niz neparnih brojeva. Cesto je zgodno i nulu
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uvrstiti u prirodne brojeva, tako da je niz parnih brojeva 0, 2, 4, 6, 8, 10..., §to se
krac¢e moze zapisati formulom 21, n =0, 1, 2, 3, 4, 5..., a sam niz parnih brojeva
oznakom {2n}. Sli¢no tome, {27 + 1} kradi je zapis niza neparnih brojeva. Parni
brojevi su oni koji su djeljivi brojem 2, a neparni oni koji pri dijeljenju brojem
2 imaju ostatak 1. Sli¢no bismo mogli gledati podjelu s obzirom na djeljivost
brojem 4, gdje ostatci mogu biti 0 (djeljivost brojem 4), 1, 2 ili 3.

(0) Djeljivi brojem 4: 0,4,8,12,16,20... Zapis {4n}

(I) Ostatak 1 pri dijeljenju brojem 4: 1,5,9,13,17,21... Zapis {4n + 1}

(IT) Ostatak 2 pri dijeljenju brojem: 2, 6, 10, 14, 18, 22... Zapis {4n + 2}

(IIT) Ostatak 3 pri dijeljenju brojem: 3,7, 11, 15, 19, 23... Zapis {4n + 3}

(Wlatka 23 (2014./2015.) br. 92

Uocite da su nizovi (0), (I), (II) i (III) potpuno razli¢iti, tj. nikoja dva ne-
maju zajednickih ¢lanova, a ukupno ¢ine skup svih prirodnih brojeva (uklju-
¢ujucii0). Svaki od njih odgovara jednom od ostataka pri dijeljenju brojem 4,
tj. brojevima 0, 1, 2 i 3. Ti se nizovi mogu zapisati kao:

{4n}, {4n+ 1}, {4n+2}i{dn+3},zan=0,1,2,3,4,5..
Razlika u svakome od tih nizova jednaka je 4.

Sli¢no, s obzirom na ostatak pri dijeljenju brojem 5, niz prirodnih brojeva
raspada se na pet nizova, svaki s razlikom 5:

{5n}, {5n + 1}, {5n + 2}, {5n + 3} i {57 + 4}.

Opéenito, s obzirom na ostatak pri dijeljenju brojem d, ima d nizova pri-
rodnih brojeva s razlikom d, indeksiranih ostatcima pri dijeljenju brojem d.

Naravno, postoje mnogi aritmeticki nizovi ¢iji ¢lanovi nisu prirodni (ili
cijeli) brojevi, primjerice, niz v/2 ,~/2 +7,v/2 + 271, V2 + 377... (s pocetnim cla-
nom +/2 irazlikom 7). U ovome radu bavit ¢emo se nizovima kojima su cla-

novi prirodni brojevi (ili nula).
RAZLIKE

Kvadrati u aritmetickim nizovima
Razmotrimo nekoliko prvih ¢lanova niza {57 + 1}:

1,6, 11,16, 21, 26, 31, 36, 41, 46, 51, 56, 61, 66, 71, 76, 81, 86, 91,
96, 101, 106, 111, 116, 121, 126, 131, 136, 141, 146, 151, 156, 161,
166, 171, 176, 181, 186, 191, 196, 201...

Posebno smo istaknuli kvadrate: 1 = 1%, 16 = 4%, 36 = 6%, 81 = 9%, 121 =
112, 196 = 14%.. Vidimo da se razmaci medu kvadratima povecavaju, tj. da su
kvadrati sve rjedi. Mozemo postaviti pitanje ima li u ovom nizu konacno ili
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beskona¢no mnogo kvadrata prirodnih brojeva. Prije odgovora razmotrimo
nekoliko ¢lanova niza {51 + 2}:

2,7,12,17,22,27,32,37,42,47...
Izgleda da u tome nizu nema kvadrata prirodnih brojeva. Sli¢no je, izgle-
da, s nizom {5# + 3}:

3,8,13,18, 23, 28, 33, 38, 43, 48...

[Watka 23 (2014./2015.) br. 92

Niz {5n + 4} sli¢an je nizu {57 + 1}:

4,9, 14, 19, 24, 29, 34, 39, 44, 49, 54, 59, 64, 69, 74, 79, 84, 89, 94, 99,
104, 109, 114, 119, 124, 129, 134, 139, 144, 149, 154, 159, 164, 169,
174,179, 184, 189, 194, 199, 204, 209...

dok je niz {5n} vrlo jasan:

0, 5, 10, 15, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85, 90, 95, 100, 105, 110...
Naime, 5# je kvadrat cijelog broja ako i samo ako je # oblika 5k* za k = 0,

1,2,3..

To uocavamo iz 5n = 5 - 5k* = (5k)*. Time smo dokazali ne samo to da niz
{51} ima beskona¢no mnogo kvadrata, ve¢ i to da su ti kvadrati oblika (5k)*.

Nije tesko dokazati da nizovi {51 + 2} i {51 + 3} zaista ne sadrze niti jedan
kvadrat. Za to je dovoljno uociti sljedece jednakosti:

(A) (5k)>= 25K = 5(5k)
(g )22 244 | (B) (Sk+ 1) = (5k)+ 2 5k 1+ 12 = 5(5K + 2k) + 1
KVADRAT ZBROTA (C) (5k +2)? = (5k)> + 2 - 5k - 2 + 22 = 5(5Kk2 + 4k) + 4
(D) (5k +3)*=(5k)>*+2-5k-3+3>=5(5k*+6k) +9=505k*+6k+1) +4
(E) (5k +4)* = (5k)2 + 2 - 5k - 4 + 42 = 5(5K> + 8k) +16 = 5(5k* + 8k + 3) + 1

Izreceno drugim rijecima:
(A) ako je broj djeljiv brojem 5, i njegov kvadrat je djeljiv brojem 5,

(B) ako broj ima ostatak 1 pri dijeljenju brojem 5, njegov kvadrat ima
ostatak 1 pri dijeljenju brojem 5,

(C) ako broj ima ostatak 2 pri dijeljenju brojem 5, njegov kvadrat ima
ostatak 4 pri dijeljenju brojem 5,

(D) ako broj ima ostatak 3 pri dijeljenju brojem 5, njegov kvadrat ima
ostatak 4 pri dijeljenju brojem 5,
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(E) ako broj ima ostatak 4 pri dijeljenju brojem 5, njegov kvadrat ima
ostatak 1 pri dijeljenju brojem 5.

Dakle, kvadrati imaju ostatke 0, 1 ili 4 pri dijeljenju brojem 5, dok ni 2 ni 3
ne mogu biti ostatci pri dijeljenju nekog kvadrata brojem 5. Zato brojevi oblika
5n + 2 ili 5n + 3 ne mogu biti kvadrati.

Jednakosti (B), (C), (D) i (E) ujedno su odgovor na pitanje o kvadratima
u nizovima {5n + 1} i {51 + 4}. Naime, brojevi oblika 5#n + 1 nastaju samo u
slucajevima (B) i (E). To se moze zapisati u obliku tvrdnje:

(Wlatka 23 (2014./2015.) br. 92

U nizu {5n + 1} ima beskona¢no mnogo kvadrata. Broj oblika 51 + 1 je
kvadrat ako i samo ako je oblika (5k + 1)*ili (5k + 4)%, k=0, 1, 2, 3... RAZLIKE

Prvi oblik imaju 1, 36, 121, 256 itd., dok drugi imaju 16, 81, 196, 361 itd. ( S?ifrtl)E!
i oni se dobiju ako u gornje izraze uvrstimo redom k = 0, 1, 2, 3... Lako se pro-

vjeri da ovi kvadrati zaista imaju ostatak 1 pri dijeljenju brojem 5. Ako Zelimo
neki veliki broj koji je kvadrat i ujedno pri dijeljenju brojem 5 ima ostatak 1,
u neki od gornjih izraza uvrstimo velik k, primjerice k = 100. Iz prvog izraza
dobijemo 501*= 251 001, a iz drugoga 504* = 254 016. Provjerite ostatak!

Sli¢nu bismo tvrdnju mogli izreci za brojeve oblika 51 + 4.

U nizu {5n + 4} ima beskona¢no mnogo kvadrata. Broj oblika 51 + 4 je
kvadrat ako i samo ako je oblika (5k + 2)?ili (5k + 3)%, k=0, 1, 2, 3...

Sve vrijedi i opcenito.

Ako aritmeticki niz {dn + b}, n = 0, 1, 2, 3... sadrzi barem jedan kva-
drat, onda on sadrzi beskonacno mnogo kvadrata. Jedan niz kvadrata u
tom nizu je oblika (dk + y)? gdje je y* jedan kvadrat §to ga taj niz sadrzi i
k=0,1,2,3...

U slucaju d = 5 razmatrali smo pet relacija (A), (B), (C), (D), (E) i iz njih
izveli zaklju¢ak. Ovdje bi bilo d sli¢nih relacija, gdje d moze biti bilo koji broj,
pa ¢emo postupiti malo mudrije. Sve se zasniva na jednostavnoj formuli za
kvadriranje zbroja

(x+y)P=x*+2xy+ )
Ako u nju uvrstimo x = dk, dobit ¢emo (dk + y)* = d* k> + 2dky + y*

Zato, ako je y* = dr + b za neki r (tj. ako niz {dn + b} sadrzi neki kvadrat),
ondaje (dk + y)* = d’k* + 2dky + dr + b = d(dk* + 2ky + r) + b, §to je, opet, ¢lan
niza {dn + b}. To vrijedi za sve k = 0, 1, 2, 3... pa niz {dn + b} ima beskona¢no
mnogo kvadrata.

Formulu iz ovoga dokaza provjerit ¢emo na primjeru niza {57 + 1} i kva-
drata 1 u tome nizu. Tujed=5,b=1,r=0iy =1, paje (dk + y)*= (5k + 1)%,
kao $to smo i prije imali.
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Opcenito, sve kvadrate u nekom aritmetickom nizu mozemo zapisati po-
moc¢u jedne ili vi$e formula oblika (dk + y)*. Za d = 5 dovoljne su po dvije takve
formule, medutim opcenito nije tako. Pokusajte pronaci formule za kvadrate u
aritmetickim nizovima za neke druge razlike d. Pokusajte problem kvadrata u
aritmetickim nizovima zahvatiti racunalom. Narocito je ilustrativan primjer
d = 24, tj. primjer nizova oblika 24n + b, za b =0, 1, 2, 3..,, 23. Tu od osam
b-ova relativno prostih s 24 (tj. od brojeva 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23) samo niz
{24n + 1} sadrzi kvadrate. Za opis svih kvadrata u tom nizu potrebno je 8 for-
mula oblika (24k + b)>.

[Watka 23 (2014./2015.) br. 92

Kubovi u aritmetickim nizovima

Razmotrimo, opet, nekoliko prvih ¢lanova niza {51 + 1}, samo sada ista-
knimo kubove prirodnih brojeva u njemu:

1,6, 11, 16, 21, 26, 31, 36, 41, 46, 51, 56, 61, 66, 71, 76, 81, 86, 91, 96, 101, 106,
111, 116, 121, 126, 131, 136, 141, 146, 151, 156, 161, 166, 171, 176, 181, 186,
191, 196, 201...

U popisu ima samo jedan kub, broj 1, §to ne znaci da u tom nizu nema vise
kubova. Ako vrijedi tvrdnja analogna onoj za kvadrate, trebalo bi ih biti besko-
na¢no mnogo. Pokusajmo odrediti analognu formulu, i to za svaku razliku, a ne
samo za d = 5. Tu ¢e nam trebati formula za kub zbroja:

(x+y)=x>+3x% +3xy* + y°

'T'

(xy)2=3 43y oy

KUB ZBROJA

Ako u tu formulu stavimo x = dk i y* = dr + 1, dobijemo (dk + y)* = (dk)* +
+ 3(dk)*y + 3dky* + dr + 1 = d(k(dk)* + 3k(dk)y + 3ky* + r) + 1, §to je, opet,
oblika dn + 1, za svaki k, pa niz {dn + 1} sadrzi beskona¢no mnogo kubova.

U nasem slucajujed =5,r=0, x = 1, pa je formula za kubove (5k + 1)° za
k=0,1,2,3..

Za k = 0 dobivamo 1° = 1, $to ve¢ imamo, za k = 1 dobivamo (5-1 + 1) =
=216=5-45+1,za k=2 dobivamo 11° = 1221 itd.
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Ovdje i u nizu {51 + 2} ima beskona¢no mnogo kubova. Naime, sjetimo se
nekoliko prvih ¢lanova toga niza: 2,7, 12, 17, 22, 27, 32, 37, 42, 47...

Tu smo posebno istaknuli broj 27 jer je 27 = 3°. Koriste¢i se time i nasom
formulom, dobivamo da su brojevi (5k + 3)* kubovi u nizu {51 + 2}.

Zaista, za k = 0 dobijemo 3’ = 27, §to ve¢ imamo, za k = 1 dobijemo

3=512=5-102 + 2,za k =2 dobijemo 13° =2197 = 5 - 439 + 2 itd. Vidimo da

bi prvih 10 takvih kubova bilo vrlo tesko odrediti bez uporabe gornje formule
(ili racunala).

(Wlatka 23 (2014./2015.) br. 92

Sli¢ne formule mozete nadi i za ostale nizove s razlikom 5. Razlog tomu
je to $to kubovi mogu imati sve ostatke pri dijeljenju brojem 5 (0 ima ostatak
0, 1 ostatak 1, 8 ostatak 3, 27 ostatak 2 i 64 ostatak 4). Zato u svakome od ovih
nizova kubove odredujemo s po jednom formulom. Na primjer, svi su kubovi
u nizu {51 + 3} oblika (5k + 2)3.

To nije, u potpunosti, slucaj s razlikom d = 4. Naime, kub ne moze biti
oblika 4n + 2 (dokazite). Naprotiv, niz {4n} ima beskona¢no mnogo kubova
(jer je kub 8 ¢lan toga niza), nizovi {4n + 1} i {4n + 3} takoder (prvi sadrzi kub
1, a drugi kub 27). Zato su svi kubovi u nizu {4n + 1} oblika (4k + 1)*, a u nizu
{4n + 3} oblika (4k + 3)°. Slicnim postupkom dobivamo dvije formule za kubo-
ve u nizu {4n}, medutim njih mozemo objediniti u jednu: (2k)* (obrazlozite).

Pokusajte formulama i ra¢unalom opisati kubove u nekim drugim aritme-
tickim nizovima (narocito je ilustrativan primjer s d = 9).
Formulirajmo napokon tvrdnju analognu onoj za kvadrate.

Ako aritmeticki niz {dn + b}, n = 0, 1, 2, 3... sadrzi barem jedan kub,
onda on sadrzi beskona¢no mnogo kubova. Jedan niz kubova u tome nizu
je oblika (dk + y)?, gdje je y* jedan kub $to ga taj niz sadrzii k=0, 1, 2, 3...

Potencije u aritmetickim nizovima

Sto je vrijedilo za kvadrate i kubove, vrijedi i za opéu potenciju x* (do sad
smo razmatrali slucajeve s =2 is = 3).

Ako aritmeticki niz {dn + b}, n = 0, 1, 2, 3... sadrzi barem jednu s-tu
potenciju, onda on sadrzi beskona¢cno mnogo s-tih potencija. Jedan niz
s-tih potencija u tome nizu je oblika (dk + y)*, gdje je y* jedna s-ta potencija
$to je taj niz sadrzii k=0, 1,2, 3...

Ta tvrdnja proizlazi iz formule za (x + y)* koju tu sad necemo pisati (bi-
nomna formula). Lakse nam je to izvesti iz sljedec¢ih formula za razliku po-
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tencija koje se mogu provjeriti izravnim racunanjem (taj smo argument mogli
primijeniti i prije jer je laksi od onoga s binomnom formulom).

X-y=k-yx+y)

-y =k-y0+xy+y?)

X =y= (- )@+ %y +xy2+ )
-y =x-pE+2y+ X +x0° + )

[Watka 23 (2014./2015.) br. 92

i opcenito

X=y=(x-p)x T+ + . +xy iy
Ako sad stavimo x = dk + y, dobijemo da je

(dk+y)y -y =(dk+y-y)A=dkA (*),
gdje je A cjelobrojan izraz.

Ako je, nadalje, y* = rd + b za neki r, tj. ako niz {dn + b} sadrzi s-tu poten-
ciju, stavljajuci to u jednakost (*) dobijemo

(dk+y)y=dkA+dr+b=d(kA+r)+b,

$to je oblika dn + b, pa je s-ta potencija (dk + y)° ¢lan niza {dn + b} za svaki
k =0, 1, 2, 3... Tako dobijemo beskona¢no mnogo s-tih potencija u nizu
{dn + b}. Podsjetimo, to je bilo uz uvjet da ima barem jedna s-ta potencija u
tome nizu.

Ilustrirajmo sve na jednome primjeru. Zanimaju nas pete potencije u nizu
{59n + 7}. Zato napisimo nekoliko prvih ¢lanova tog niza:

7, 66, 125, 184, 243...

Kako je 243 = 3°, taj niz sadrzi bar jednu petu potenciju pa ih treba sadr-
zavati beskona¢no mnogo. Sada bismo se namucili pokusavajuci naci sljede¢u
(bez uporabe racunala). Zato iskoristimo prethodnu tvrdnju da svaka peta po-
tencija oblika (59k + 3)° mora biti ¢lan toga niza.

Uvrstimo k = 1 (jer se za k = 0 dobije 243, a to ve¢ imamo) i dobijemo da

f = je 62° =916 132 832 ¢lan niza {591 + 7}. Za provjeru dijelimo s 59 i do-
bijemo 15 527 675 i ostatak 7, §to smo i tvrdili. Koriste¢i se racunalom,
provjerite da u nizu {597 + 7} nema ni jedna peta potencija izmedu
2431916 132 832. Pokusajte obrazloziti zasto je tako. Bismo li i racu-
nalom mogli dobiti decimalne zapise prvih sto petih potencija u gor-
— njem nizu? Tu bismo se sigurno namucili, medutim, pomoc¢u

.
=—— formule (59k + 3)° lako bismo ih ispisali!

\625= 916 132832
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