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Baricentric¢ke koordinate 2
Metricka svojstva

Vladimir Volenec*

Sazetak

Autor u radu uvodi pojmove duljine duzine, mjere kuta i okomitosti
kako bi bilo omoguéeno prouc¢avanje metric¢kih odnosa u ravnini. Naj-
prije se uvodi pojam skalarnog produkta dvaju vektora. Dokazane su
zanimljive jednakosti koje povezuju neke znacajne elemente geome-
trije trokuta.
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Metrical properties

Abstract

In this paper, the author introduces the concepts of the length of a
segment, the measure of an angle and the concept of perpendicularity,
which enable one to consider the metric properties in the plane. First,
the concept of the scalar product of two vectors is introduced. Inte-
resting equalities are proven that connect some significant elements of
the geometry of the triangle.
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U prvom dijelu ¢lanka [2] promatrali smo samo poloZajne odnose tocaka
i pravaca u ravnini trokuta ABC, gdje imamo tzv. afine pojmove: tocka,
pravac, spojnica tocaka, sjeciSte pravaca, paralelnost, vektor, omjer orijen-
tiranih povrsina trokuta. Da bismo mogli proucavati metricke odnose u
ravnini, moramo uvesti npr. pojmove: duljina duzine, mjera kuta, okomi-
tost, a pocet ¢emo s izra¢unavanjem skalarnog produkta dvaju vektora.

Neka dani trokut ABC (tzv. temeljni trokut baricentri¢kih koordinata) ima
duljine stranica a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB]|, a neka su mjere njegovih
kuteva uz vrhove A, B, C oznacene takoder sa A, B, C, jer ¢emo kotangense
tih kuteva oznaciti sa «, 3, 7, tj. neka je

x =ctgA, B=ctgB, =ctgC. 1)
Tada imamo npr.

b* + ¢ — a® = 2bccos A = 2bcsinA ctgA = 4\«

i zato

P+ —a*> =40, F+a> -1 =4/, >+ -2 =40y, ()

gdje je A povrsina trokuta ABC.
Zbrajanjem po dvije od jednakosti (2) dobivamo dalje

a* =2A(B+7), P =2A(y+a), 2=2N(a+p). 3)

Sada mozemo dokazati sljedeéi vazan teorem.
Teorem 1. Skalarni produkt vektora v; = [x;,y;,z;| (i = 1,2) dan je formulom
vy -V = 20 (ax1x0 + By1yr + yz122), 4)

gdje je A\ povrsina temeljnog trokuta ABC, a brojevi a, B, 7y su dani formulama

(-

Dokaz. Kvadriranjem jednakosti 1@ = B — A dobivamo ¢ = A% + B? -
2A - B, tj. 2A-B = A2 + B? — (2, a sli¢no vrijede i jednakosti 2B - C =
B2+ C2 — 4%, 2A-C = A% + C? — b%. Zbog jednakosti x; +y; +z; = 0
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(i =1,2) ijednakosti @ dobivamo redom

2vy-vy = Z(X1A +1y1B+ Zl(:) (XZA +12B + ZzC)
= 2x1X2A% + 2912 B? + 2212,C% + (x1y2 + y1x2) (A% + B? — ¢2)
+ (1122 +2102) (A% + C? = b%) + (122 + 2192) (B? + C* — %)
(x1 +y1+21) (02A% + 12B® + 2,C%) + (22 + y2 + 22) (11 A + y1 B
+21C%) — a® (120 + 21y2) — VP (%122 + 21%2) — 2 (x1y2 + y1%2)
= =2A[(B+7) (122 + z1y2) + (7 + &) (z1x2 + x122)
+ (a + B)(x1y2 + y1x2)]
= —20{afx1(y2 + 22) + (y1 + z1)x2] + Blya (22 + x2) + (21 + x1)y2]
+v[z1(x2 +y2) + (x1 + y1)22]}
= —2A[a(-2x1x2) + B(—2y1y2) + 7(—22122)]
= 4N (ax1x7 + By1y2 + Y2122). O
Korolar 1. Duljina vektora v = [x,y,z| dana je formulom |v|> = 2/ (ax* +
By + 7).
Korolar 2. Kut izmedu dvaju vektora v; = [x;,y;,z;] (i = 1,2) dan je formulom

1
cos<t(vy,vy) = m(axlxz + By1y2 + vz122),

gdje je le = (ax> + ,Byiz +9z2) (i=1,2).

Korolar 3. Duije tocke P; = (x;,y;,2;) (i = 1,2) imaju udaljenost danu formu-
lom
[PPof? = 2Aa(x1 — x2)% + B(y1 — y2)* +7(z1 — 22)°)-

Posebno,uz Py = P = (x,y,z)iP, = A =(1,0,0)ili P, = B = (0,1,0) ili
P, = C = (0,0,1) dobivamo dalje:

Korolar 4. Za bilo koju tocku P = (x,y, z) vrijede jednakosti
|AP|> = 2A[w(1 — x)* + By* + 727,
|BP? = 2A[ax? + B(1 —y)* + 727,
|ICP|> = 2/ [ax? 4 By* + v(1 — 2)?].
Teorem 2. Za tocku P = (x,y, z) i bilo koju tocku S vrijedi jednakost

|SP|> = x- |SA|> +vy - |SB|? + z-|SC|* — a’yz — b?zx — c*xy.
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Dokaz. Neka je S ishodiste. Kvadrirajuéi jednakost P = xA + yB +zC i
koristedi jednakosti iz dokaza teorema [I|dobivamo redom

|SP|? =P% = x>A% + y*B? 4+ 22C? + yz(B* + C* — a?) + zx(A% + C* — 1?)
+xy(A%2 +B? — 2)
= (x +y+2)(xA% + yB> + zC?) — a*yz — b*zx — c*xy,

pa zbog x 4+ y + z = 1 slijedi nasa tvrdnja. O

UzmemoliP =G = (%, %, %), tada iz teorema@slijedi:

Korolar 5. (Leibniz) Za teZiste G trokuta ABC i bilo koju tocku S vrijedi jednakost
1
3-|SG|*> = |SA]* + |SB|* +|SC|* — 5(az + b2+ 2).

Ako je O srediste opisane kruZnice trokuta ABC, tada je |OA| = |OB| =
|OC| = R, gdje je R polumjer te kruZnice, pa iz teorema uz pomoc¢ for-
mula (@) slijedi:

Korolar 6. Za bilo koju tocku P = (x,y,z) i opisanu kruznicu (O, R) temeljnog
trokuta ABC vrijedi jednakost

|OP|? = R? — a®yz — b?zx — c*xy = R? — 2A\T],
gdje je

II=B+7)yz+ (y+a)zx+ (a +B)xy = i . (azyz +b2zx + c2xy). 5)

Uz S = P iz teorema 2 slijedi:

Korolar 7. Za tocku P = (x,y, z) vrijedi jednakost
x-|AP]> +y-|BP|* +z- |CP]* = 2AT],

gdje je I1 broj dan formulom (5)).

Jednakosti iz korolara [ mogu se pisati i u drukéijem obliku zbog formula
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i (B) i jednakosti x +y + z = 1. Dobivamo redom npr.

S [APP = (1= ) 4y 412

=a—2ax+ax(l—y—z)+py(l—z—x)+9z(1—x—y)
=a—ax+py+yz—(B+7)yz— (v +a)zx — (a+ B)xy

= a(y+2) + By +az—TT= = [(y+a)er + (a+)xy] T
= [T (B )ye] ~TT = - 10— x) — (B4 7)ye]

112
= My +2) — 5l

Dokazali smo sljedeci teorem.

Teorem 3. Za bilo koju tocku P = (x,y, z) vrijede jednakosti
x-|AP* = 2ATI(y + z) — a?yz,
y- |BP]> = 2ATI(z + x) — b%zx,
z-|CP|? = 2AII(x +y) — xy,

gdje je 1 broj dan formulom (B).

Za bilo koju to¢ku P = (x,y, z) na opisanoj kruznici (O, R) temeljnog tro-
kuta ABC imamo |OP| = R1i po korolaru|fslijedi tada IT = 0. Zato jedna-
kosti iz teorema [3|u ovom slucaju imaju oblik

z

|APP = —a*- 2, |BP]2 = —1?. ? cPP=—--2 (o)

Dokazali smo:

Teorem 4. Opisana kruZnica temeljnog trokuta ABC ima jednadzbu (g + v)yz +
(v + a)zx + (a + B)xy = 0 ili a*yz + b?zx + c>xy = 0. Za bilo koju tocku
P = (x,y,z) (osim tocaka A, B, C) na toj kruznici vrijede jednakosti (6)).

Iz teorema [I|slijedi tvrdnja:
Korolar 8. Dua vektora v; = [x;,Y;,z;| (i = 1,2) su okomita ako i samo ako je
axy1x2 + Byiy2 + 72122 =0, @)

gdje su brojevi w, B, y dani formulama (1)). Jednakost (7) je uvjet okomitosti za
dva pravea s beskonacno dalekim tockama (x;,y;,z;) (i =1,2).
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Teorem 5. Pravci okomiti na pravac s beskonacno dalekom tockom (x : y : z)
(gdje je x + y 4 z = 0) imaju beskonacno daleku tocku

((By —72) : (vz — ax) : (ax — By)). ®)

Dokaz. Tocka (8) je o¢ito beskonacno daleka, a okomitost slijedi po koro-
laru 8Jjer je

ax(By —vz) + By(rz — ax) + yz(ax — By) = 0.
O

Pravci BC, CA, AB imaju redom beskona¢no daleke tocke (0 : 1 : —1),
(=1:0:1), (1: —1:0), pa iz teorema 5 slijedi:

Korolar 9. Pravci okomiti na pravce BC, CA, AB imaju redom beskonacno daleke
tocke

No=(=(B+7):7:B),
Ny = (v:—(y+a):a), )
Ne=(B:a:—(a+pB)).

Pravac (0 : —p : y) prolazi kroz tocku A = (1: 0 : 0) i kroz totku N, iz (9),
pa je taj pravac visina iz vrha A trokuta ABC. Analogno, visine iz vrhova
BiCsupravci («:0: —7y)i(—a: B:0). Sve tri visine ocito prolaze kroz
tocku H = (B : ya : aB), ortocentar trokuta ABC.

Pravac ((B—) : —(B+7) : (B+ 7)) prolazi kroz poloviste (0 : 1 : 1)
stranice BC, kroz to¢ku N i kroz tocku

O=(a(B+7):B(y+a):v(a+p)). (10)

Doista, imamo bez zajednickog faktora p + - jednakosti —(f — ) — v +
B=0ia(f—7)—PB(y+a)+y(a+p) = 0. Zato je taj pravac simetrala
stranice BC, a sli¢no izgledaju preostale dvije simetrale stranica. Dokazali
smo sljededi teorem.

Teorem 6. Temeljni trokut ABC ima visine AH = (0: —f:v), BH = («:0:
—7v),CH = (—a : B :0), ortocentar H = (By : ya : af) i srediste O opisane
kruznice dano jednakoséu , a simetrale stranice BC, CA, AB su redom pravci

(B=7):=(B+7):(B+7))
((r+a): (y—a): =(7 +a)),
(—(a+p):(a+p):(x—p)):
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Kako imamo redom jednakosti

ctgB-ctgC—-1  py—1
ctgB+ctgC B+’

—a = —ctgA =ctg(m— A) =ctg(B+C) =

to odmabh slijedi temeljna jednakost

By+ya+af=1, (11)

koja povezuje brojeve «, 3, v. Zbog te jednakosti imamo preciznije formule
H = (B, ya, ap) i

o= (;oc(ﬁ +7), %/3(7 +a), %v(fx + 5))
1
2

Prethodni sadrZzaj ovog ¢lanka i ¢lanka [2] je bitni dio (bez nekih usko spe-
cijalnih rezultata) iz ¢lanka [3], a prikazani rezultati su koristeni u ¢lan-
cima [4] i [5], gdje su na kraju u baricentrickim koordinatama tabelarno
prikazani mnogi karakteristi¢ni elementi (tocke, pravci, kruZnice, krivulje
2. stupnja), izrazeni pomocu temeljnih brojeva o, B, yioc = a + B+ 7.
Pritom je o = ctgw, gdje je w tzv. Brocardov kut temeljnog trokuta ABC.

Literatura

[1] C.Kimberling, Central points and central lines in the plane of a triangle,
Math. Mag. 67(1994), 163-187.

[2] V.Volenec, Baricentricke koordinate 1 — Afina svojstva, Osjecki Mat. List
15(2015), br. 1, 1-11.

[3] V.Volenec, Metrical relations in barycentric coordinates, Math. Commu-
nications 8(2003), 55-68.

[4] V.Volenec, Circles in barycentric coordinates, Math. Communications
9(2004), 79-89.

[5] V.Volenec, aBydé-technology in the triangle geometry, Math. Communi-
cations 10(2005), 159-167.

91



