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Metoda promjene fokusa

RuZica Kolar-Super} Maréela Marici¢t

Sazetak

U ovom radu je prezentirana metoda rjeSavanja problemskih zada-
taka promjenom fokusa. Glavna karakteristika ove metode je usmjera-
vanje pozornosti rjeSavaca na elemente koji nisu direktno istaknuti u
postavci zadatka, a ¢ije promatranje ¢e omoguditi uspjesno, ¢esto i vrlo
elegantno i brzo, rjeSavanje zadatka. Primjena i korisnost ove metode
je ilustrirana na zadacima i tvrdnjama razli¢itog karaktera.
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A different point of view

Abstract

In this paper we present the problem solving method by changing
the point of view. The main characteristic of this method is to focus
attention on the elements which are not directly emphasized in the
posted problem, but considering of which will lead to an efficient and
elegant solution. The application and efficiency of the method intro-
duced in this paper is illustrated by various examples and statements.
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1 Uvod

Koja je razlika izmedu savjeta i metode. Metoda je savjet koji moZes iskoristiti dva
puta.
George Polya

Umijece rjeSavanja zadataka je jedan od vaznih ciljeva nastave matematike.
Uvodenje zadataka koje je moguce rije$iti na viSe nacina je vazan doprinos
razvoju matemati¢kog misljenja ucenika, Sto je najvaZnija zadaca nastave
matematike. Upoznavanje razli¢itih strategija rjeSavanja zadataka pove-
¢ava uspjesnost rjeSavanja zadataka i sudionika na matematickim natjeca-
njima. Stoga je upoznavanje ucenika s metodama i strategijama rjeSava-
nja zadataka vazan dio pripreme ucenika za matematicka natjecanja. Po-
vecavanju uspjesnosti u¢enika na matematickim natjecanjima svakako do-
prinosi priprema natjecatelja ne samo selekcijom i pomnim proucavanjem
tema ve( i selekcija i proucavanje ideja i metoda rjeSavanja zadataka.

Kao sto je naglasio George Polya (1887.-1985.), madarski matematicar, ko-
jega mnogi zovu ocem rjesavanja problemskih zadataka u matematickom
obrazovanju:

“Cak i ako smo uspjeli pronaci zadovoljavajuce rjesenje, mi jos uvijek mo-
Yemo biti zainteresirani za pronalaZenje drugoga rjesenja. Zelimo se uvje-
riti u to¢nost rjeSenja na dva razli¢ita nacina kao Sto Zelimo dozivjeti mate-
rijalne objekte na razlic¢ite nacine.”

2 Promjena fokusa

Vazna i korisna metoda rjesavanja problemskih zadataka je metoda pro-
mjene fokusa. Osnovna karakteristika ove metode je uocavanje elemenata
i ideja koje nisu odmah vidljive iz postavke zadatka, a koje ¢e omogucditi
uspjesno rjeSavanje postavljenog problema.

Jedan kriterij prema kojem se moZze usporediti rjeSavanje ovom metodom,
u odnosu na druge pristupe, je jednostavnost.
RjeSavanje zadataka ovom metodom je jednostavnije jer:

— moze biti znatno krace,

— za koriStenje metode moZe biti potrebno poznavanje manje sloZenih

i zahtjevnih pojmova i operacija,
— moZe smanjiti opseg racunanja koje treba izvrsiti,
— moze smanyjiti broj slucajeva koje treba razmatrati.
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Najbolji put upoznavanja, razumijevanja i primjene metode je proucava-
nje konkretnih primjera. Stoga da bismo spoznali opéenitu mo¢ metode
promjene fokusa prouc¢imo rjeSavanje konkretnih primjera primjenom ove
metode.

Zadatak 2.1. Odredite broj prostornih dijagonala krnjega ikozaedra.

Slika 1: Krnji ikozaedar

Rjesenje. Prvi pristup rjesavanju problema je direktno prebrojavanje dija-
gonala koje zadovoljavaju uvjete zadatka.

Rjesavanje promjenom fokusa je pobrojavanje broja svih dijagonala i odu-
zimanje onih koje leZe na stranama ikozaedra.

Strane krnjeg ikozaedra ¢ini 12 peterokuta i 20 Sesterokuta. Ukupan broj
bridova krnjeg ikozaedra dobit ¢emo ako ukupan broju stranica tih dvana-
est peterokuta i dvadeset Sesterokuta podijelimo s 2. Dakle, broj bridova
jednakje (12-5420-6) : 2 = 90.

Ukupan broj vrhova moZemo izra¢unati iz Eulerove formule za poliedre
v — b+ s = 2 gdje je v broj vrhova poliedra, b broj bridova, a s broj strana.
Uvrstavajuéi u formulu s = 32, b = 90 dobivamo v = 60.
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Ukupan broj spojnica vrhova krnjega ikozaedra jednak je (60-59) : 2 =
1770.

Broj duzina koje spajaju vrhove peterokuta jednak je (5-4) : 2 = 10.
Broj duzina koje spajaju vrhove Sesterokuta jednak je (6-5) : 2 = 15.
Kako imamo dvanaest strana koje su peterokuti i dvadeset strana koje su
Sesterokuti imamo 12 - 10 + 20 - 15 = 420 duZina koje spajaju vrhove na
stranama krnjeg ikozaedra. Od tih duzina njih 90 predstavlja bridove kr-
njeg ikozaedra, pa su dakle racunati dva puta. Dakle ukupan broj duzina
koje spajaju vrhove krnjeg ikozaedra i leZe na njegovim stranama jednak je
420 — 90 = 330.

Stoga, ukupan broj unutrasnjih dijagonala krnjega ikozaedra iznosi 1770 —
330 = 1440. <

Promotrimo sada sljede¢i zadatak koji je postavio G. Gamow, tvorac teorije
“velikog praska” o postanku svemira ([2]).

Slika 2:

Zadatak 2.2. U jednoj staroj mornarskoj Skrinji nasli smo ve¢ jedva ¢itljivu,
rukom izradenu kartu, na kojoj je oznac¢eno mjesto gdje je zakopano blago
poznatog gusarskog kapetana Kidda, uz detaljan opis kako se to mjesto
moZe nadi.
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U “gusarskoj” uvali otoka Tortuga nalaze se vjesala V, bor B i palma P.
Kreni od vjeSala prema boru i broji korake, pa se kod bora okreni pod pra-
vim kutom na desno i odbroji isto toliko koraka, te pobodi u zemlju kol¢ié
Kj. Vrati se k vje$alima, kreni od njih prema palmi brojeéi korake, pa se
kod palme okreni pod pravim kutom na lijevo i odbroji isto toliko koraka i
pobodi u zemlju kol¢i¢ K;. Blago ¢e$ naéi na mjestu Z, koje je to¢no na pola
puta izmedu kol¢i¢a Kj i Kp!

Otplovili smo na Tortugu, otisli do gusarske uvale, nasli smo bor i palmu,
ali na svoju veliku Zalost, nismo nasli ni traga od vjesala. Sto da radimo?

RjeSenje. Zadatak je mogucde rijesiti na vise nacina. Mi ¢emo ovdje ponuditi
rjeSenje koristenjem pogodno odabranog koordinatnog sustava.
Na slici [3| pravokutni koordinatni sustav je izabran tako da je BP os aps-

cisa i da se tocka V (nekadasnja vjeSala) nalazi na osi ordinata. Neka je
B=(b0),P=(p,0)uzb<piV=1(0,0).

K/’ B=b,0) ©| P=(p,0) K,

Slika 3:

Zbog ABOV = AK;K{B imamo K; (b — v, —b), analogno zbog AVOP =
APK,K, imamo Ky (p + v, p), pa slijedi da poloviste Z duZine K;K; ima
koordinate Z = (’%rb, pT_b)

Iz apscise ove tocke zaklju¢ujemo da je Z na simetrali duZine BP, a njezina
ordinata jednaka je polovici duljine p — b duZzine BP, §to zna¢i da je Z bas
u sredistu kvadrata konstruiranog s lijeve (gornje) strane nad duzinom BP.
Dakle, poloZzaj mjesta na kojem je blago uopée ne ovisi o polozaju vjesala
V. <
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Zadatak 2.3. Nadite povrSinu osjencanoga podrucdja izmedu trapeza ABCD
i A”B"C"D" ako su odgovarajuce stranice triju trapeza sa slike 4| paralelne
i udaljene medusobno za 1 cm, tj. d(AB, A’B’) = d(A’B/,A”B") = 1 cm
i analogno za udaljenosti ostalih odgovarajucih stranica. Trapez A’B'C’'D’
leZi izmedu dva trapeza i duljine njegovih osnovica iznose 10 cm i 4 cm, a
duljine krakova su 5 cmi7 cm.

Slika 4:

Rjesenje. Jedan nacin traZenja povrsine osjencanoga dijela je da se od po-
vrsine velikoga trapeza oduzme povrsina maloga trapeza, $to je dosta slo-
Zeno.

Slika 5:
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Pristupimo rjeSavanju problema promjenom fokusa i promatrajmo traZeno
podrudje kao uniju Cetiri trapeza (slika[5). Dakle trazena povrsina jednaka
je zbroju povrsina trapeza ABB” A”, BCC"B",CDD"C", DAA" D" &ije du-
ljine visina iznose 2 cm, a duljine srednjica su redom 10 cm, 7 cm, 4 cm i 5
cm. Dakle traZena povrsina iznosi

P=10-2cm?+7-2cm?+4-2cm? +5-2cm? = 52 cm?. <

Mnoge tvrdnje iz podrudje geometrije cesto je moguce dokazati koristeci
drugaciji pristup. Navest ¢emo dokaze dobro poznatih tvrdnji koristeci
promjenu fokusa.

Teorem 2.1. Simetrale unutarnjih kutova trokuta sijeku se u jednoj tocki.

Dokaz. Tvrdnju je moguce dokazati koristenjem teorema o simetrali kuta i
njegovog obrata.

Ovdje ¢emo navesti dokaz kod kojeg ¢emo paZnju usmjeriti na omjer u ko-
jem simetrala unutarnjeg kuta dijeli nasuprotnu stranicu.

N

v
b

/2
4 \Cz B

Slika 6: Sjeciste simetrala unutarnjih kutova trokuta.

Kako simetrala unutarnjeg kuta trokuta dijeli nasuprotnu stranicu u omjeru
duljina preostalih stranica to za simetrale AA;, BB, CCj unutarnjih kutova
trokuta ABC (slikal6) vrijedi jednakost

[AGi| |BAi| [CBi| _ |AC| |AB| |BC| _

. - . . =1,
IGB] [AiC| [B1A] - [BC| [AC| |AB
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odakle prema Cevinom teoremu slijedi da se simetrale unutarnjih kutova
trokuta sijeku u jednoj tocki. O

Teorem 2.2. TeZisnice trokuta sijeku se u jednoj tocki.

Dokaz. Tvrdnjuje mogudée dokazati koriStenjem teorema o srednjici trokuta
i teorema o sli¢nosti trokuta.

Navedimo dokaz u kojem ¢emo pozornost obratiti na omjere u kojem tezis-
nice dijele odgovarajuce nasuprotne stranice. Dakle, dokaz ¢emo provesti
primjenom Cevinog teorema.

Slika 7: TeZiste trokuta.

Ako su A’, B/, C’ redom polovista stranica BC, CA i AB tada vrijedi

|AC'| |BA’| |CB| _1
|C'B] |A'C| |B'A]
odakle prema Cevinom teoremu slijedi da se sve tri teZi$nice trokuta sijeku

u jednoj tocki. O

Na kraju navedimo primjere za Cije rjeSavanje je takoder koriStena metoda
promjene fokusa.

Zadatak 2.4. Nadite znamenku jedinica vrijednosti sljedeceg izraza kada
jexe”Z
(x—12)(x = 11)(x —10) - - - (x — 4)(x — 3).
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Rjesenje. Umjesto pronalaska umnoska ovih deset izraza moZemo uociti
da ¢emo uvrstavanjem bilo kojega cijeloga broja u gornji izraz dobiti kao
jedan od faktora 0 ili visekratnik broja 10. Dakle, broj ¢e zavrsavati s 0, tj.
znamenka jedinica je 0. <

Zadatak 2.5. Jedno selo ima 5800 stanovnika i prosje¢no se taj broj godisnje
smanji za 90, dok drugo selo ima 4000 stanovnika i njihov se broj godisnje
poveca za prosjecno 60. Nakon koliko ¢e godina broj stanovnika u oba sela
biti jednak?

Rjesenje. Zadatak je moguce rijesiti na vise nacina.
1. nacin
Rjesavanjem jednadzbe

5800 — 90x = 4000 + 60x,

gdje x predstavlja broj godina za koje ¢e se broj stanovnika oba sela izjed-
naciti.

RjeSenje je 12 godina.

2. nacin

Nacrtati grafove funkcija y = 5800 — 90x, y = 4000 + 60x i naci tocku pre-
sjeka dobivenih pravaca. To je tocka cije je apscisa jednaka 12.

3. nacin

Iako su oba ova nacina traZenja rjeSenja zadovoljavaju¢a moZemo pronaci
rjeSenje zadatka fokusiraju¢i se na ukupnu promjenu u broju stanovnika
oba sela godisnje. Naime ako se broj stanovnika prvog sela smanji za 90
ljudi, a broj drugoga sela poveca za 60 ukupna promjena je 150 ljudi godis-
nje. Kako je razlika u broju stanovnika sela 1800 ljudi to ¢e biti potrebno
1800 : 150 = 12 godina da se izjednaci broj stanovnika. <
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